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寿命分布的参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ拟合优度检验方法

孙　权，周　星，冯　静，潘正强
（国防科技大学 信息系统与管理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：拟合优度检验在统计和可靠性等领域具有非常重要的地位，基于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ重采样的思想，
对未知参数的常用寿命分布进行拟合优度检验。数值仿真结果表明，相对于传统的经验分布函数检验，这种

基于参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的拟合优度检验具有更高的功效，特别是在小样本的情况下，优势明显。
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　　在进行产品可靠性分析中，常常需要根据实
际的样本数据对产品的寿命分布做出假设，以便

进行随后的研究分析。如果假设的寿命分布根本

不能反映或者不能完全反映出实际寿命数据的特

性，那么基于假设分布的后续研究结果显然是不

可靠的。因此，在可靠性等领域，对产品的寿命分

布进行拟合优度检验是一项尤为必要的工作。

在选择合适的分布类型时，研究者需要做寿

命分布的拟合优度检验。传统建立在经验分布函

数上（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＥＤＦ）拟合优
度检验方法，如 Ｃｒａｍｅｒ－ｖｏｎＭｉｓｅｓ（ＣｖＭ）检
验［１］、Ａｎｄｅｒｓｏｎ－Ｄａｒｌｉｎｇ（ＡＤ）检验［２］等，在假设

观测到的寿命数据服从某一特定分布函数的条件

下，通过与其经验分布函数进行对比，构造一些已

知分布或已知渐进分布的检验统计量，然后由观

测数据计算得到统计量的数值，并与在一定显著

性条件α下的检验临界值相比较，从而决定是否
接受原先的寿命分布假设。

著名的ＫＳ检验的统计量表示为

Ｄｎ＝
　
槡ｎｓｕｐｘ Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ｘ） （１）

其中，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ为一组按升序排列的观测样
本，Ｆｎ（ｘ）为其经验分布函数，Ｆ（ｘ）是假设的理论
分布函数。在ｎ取特定数值时，统计量Ｄｎ具有形
式复杂的精确分布，当ｎ→∞，检验统计量Ｄｎ具有
极限分布。

对于给定的样本数据，ＫＳ检验统计量可以
写为

Ｄｎ＝
　
槡ｎｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Ｆ（ｘｉ）－
ｉ－１
ｎ，

ｉ
ｎ－Ｆ（ｘｉ{ }） （２）

在很多情况下，Ｃｒａｍéｒ提出的ＣｖＭ检验具有
比ＫＳ检验更高的检验功效，ＣｖＭ型检验统计量
定义为

ω２ｎ ＝ｎ∫
＋∞

－∞

［Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ｘ）］
２ｗ（ｘ）ｄＦ（ｘ）（３）

当加权函数ｗ（ｘ）＝１时，便得到ＣｖＭ检验统
计量

Ｗ２ｎ ＝ｎ∫
＋∞

－∞

［Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ｘ）］
２ｄＦ（ｘ） （４）

对于给定的样本数据，ＣｖＭ检验统计量可以
写为
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在此基础上，Ａｎｄｅｒｓｏｎ和 Ｄａｒｌｉｎｇ于 １９５４年
提出了ＡＤ统计量

Ａｎ ＝ｎ∫
＋∞

－∞

［Ｆ（ｘ）－Ｆｎ（ｘ）］
２

Ｆ（ｘ）［１－Ｆ（ｘ）］ｄＦ（ｘ） （６）

对于给定的样本数据，ＡＤ检验统计量可以
写为

Ａｎ ＝－ｎ－
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
［（２ｉ－１）ｌｎ［Ｆ（ｘｉ）］＋

（２ｎ＋１－２ｉ）ｌｎ［１－Ｆ（ｘｉ）］］ （７）
通常，在零假设的分布函数不含未知参数完

全确定的情况下，可以得到这些ＥＤＦ检验统计量
的极限分布，然而特定样本容量下的准确分布却

较难得到或者形式相当复杂。此外，在对不同的

分布进行假设检验时，同一种检验方法的功效会

有较大差异。所以，为了得到较高的统计功效，对

不同的分布假设进行拟合优度检验时，需要使用

不同的统计量和不同的检验方法。因此，传统的

ＥＤＦ拟合优度检验方法的推广能力不够强。
特别地，当对含有未知参数的分布函数进行

复合假设检验时，ＥＤＦ检验统计量的分布不仅依
赖于样本容量，也与零假设的分布类型甚至与未

知参数有关。需要指出的是，在对含有未知形状

参数的分布进行拟合优度检验时，检验统计量的

分布与未知的形状参数有关。这将导致一定显著

性水平下的准确检验临界值很难获得。

比如，ＫＳ检验方法只能在假设的分布完全已
知的情况下，进行拟合优度检验；随后 Ｄａｖｉｄ和
Ｊｏｈｎｓｏｎ指出在仅含有未知位置和尺度参数的情
况下，可以通过极大似然法估计分布的参数，然后

利用 ＫＳ检验统计量进行分布的拟合优度检
验［３］。之后，Ｌｉｌｌｉｅｆｏｒｓ用蒙特卡洛法给出了含未
知均值和方差的正态分布 ＫＳ检验临界值表［４］和

含未知参数的指数分布 ＫＳ检验临界值表［５］。

Ｓｔｅｐｈｅｎｓ在１９７４年给出了“均值未知方差已知的
正态分布”“均值已知方差未知的正态分布”“均

值方差均未知的正态分布”以及“未知均值的指

数分布”４种未知参数检验的常用 ＥＤＦ检验统计
量的临界值表［６］。随后，Ｗｏｏｄｒｕｆｆ等又给出在已
知形状参数而未知位置和尺度参数的情况下的

Ｗｅｉｂｕｌｌ分布和Ｇａｍｍａ分布的修正检验统计量的
临界值表［７－８］。

在未知分布参数的情况下，本文基于参数

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ思想，提出了对常用寿命分布进行拟合
优度检验的方法。对于不同分布类型的假设检

验，最适合的检验统计量虽不相同，但由于此类方

法只需简单的数值计算便可得到相应的检验临界

值，无须推导检验统计量所服从的准确分布或渐

进分布，所以具有很好的适用性和推广能力。

１　基于参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的未知参数寿命分
布的拟合优度检验

　　Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ是Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学的Ｅｆｒｏｎ教授提出的
一种统计估计方法［９］。经过几十年的发展，总的来

说，可以分为参数和非参数两种Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ重采样方
法。其中，参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ重采样方法的思想为存在
一组观测样本 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ，若总体分布类型为

Ｆ（Ｘ，θ），首先根据观测样本估计参数θｎ
︿
，得到估

计分布函数Ｆ（Ｘ，θｎ
︿
），然后从中进行采样，得到采

样数据Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ。
由于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ重采样方法是在假设观

测样本的分布类型已知的情况下进行重采样，通

过比较重采样数据与实际观测样本数据在统计意

义上是否相近，可以判断原假设的分布类型是否

可信。

基于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法，本文根据以下思
路，对未知参数的寿命分布进行拟合优度检验。

假设在某次试验中，我们观测到 ｍ个产品的
失效，寿命分别为 Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ。产品的真实寿
命分布表示为Ｇ，仅假设其属于分布函数族Ｍ，参
数未知，则拟合优度问题可表示为：

Ｈ０：Ｇ∈Ｍ
Ｈ１：ＧＭ

定义经验分布函数：

Ｇｍ( )ｔ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ＝１
Ｉ（ｔ≥Ｔｉ） （８）

根据观测到的寿命数据 Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ，用极

大似然的方式估计出分布函数 Ｍ的参数向量β^，

得到估计分布函数 Ｍ（β^），并将适用于此分布类
型的检验统计量记为Ｓ。

基于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的拟合优度检验方法可
以表述为如下步骤：

Ｓｔｅｐ１：根据观测到的寿命数据 Ｔ１，Ｔ２，…，

Ｔｍ，得到分布函数的极大似然估计Ｍ（β^），并计算
相应的检验统计量Ｓ。

Ｓｔｅｐ２：用ｓｔｅｐ１中得到的估计分布 Ｍ（β^）产
生样本量为ｍ的重采样样本Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ。

Ｓｔｅｐ３：用ｓｔｅｐ２中产生的重采样样本Ｔ１，Ｔ２，
…，Ｔｍ 重新做极大似然估计，得到估计分布

·３１１·
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Ｍ（β^′），并重新计算检验统计量Ｓ。
Ｓｔｅｐ４：重复Ｂ次ｓｔｅｐ２和ｓｔｅｐ３中的步骤，得

到统计量序列 Ｓｋ，ｋ＝１，２，…，{ }Ｂ。
Ｓｔｅｐ５：对序列 Ｓｋ，ｋ＝１，２，…，{ }Ｂ按升序排

序，得到集合Ｃ。在显著性水平α下，Ｃ在α上的
分位数作为此次检验的临界值，若 ｓｔｅｐ１中计算
得到的统计量 Ｓ大于此临界值，则拒绝假设 Ｈ０，
反之接受假设Ｈ０。

在参数估计的一致性和零假设分布的光滑性

满足一定的正则条件下，Ｓｔｕｔｅ等［１０］证明了参数

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ拟合优度检验的有效性，并指出 Ｄｎ和
Ｗｎ等ＥＤＦ检验统计量的实际分布可由 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
方法近似。

事实上，上述正则条件并不严格，常用的寿

命分布类型和参数估计方法都能满足文献［１３］
中所述的条件。所以，将参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法用
于寿命分布的拟合优度检验从理论上讲是可

行的。

但与传统的ＥＤＦ检验方法相比，特别是当应
用于常用寿命分布的检验问题时，参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
检验方法是否具有较高的检验功效是值得进一步

探讨的。只有当参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ检验方法相对于
传统ＥＤＦ检验具有较高的检验功效时，其在寿命
分布的检验问题中才具有一定的应用价值。

２　寿命分布检验的功效验证

为了说明基于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ拟合优度检
验方法的有效性，本文针对正态分布、指数分

布等常用寿命分布，进行了拟合优度检验。通

过与传统的 ＥＤＦ检验方法进行对比，验证了其
对寿命分布检验的良好功效。本节的参数

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ拟合优度检验选择ＣｖＭ检验统计量

Ｗｎ ＝
１
１２ｎ＋∑

ｎ

ｉ＝１
Ｍ^（Ｔｉ，β）－

２ｉ－１
２[ ]ｎ

２
进行假设

检验。

在显著性为α的条件下，当备择假设成立而零
假设不成立时，若某拟合优度检验拒绝零假设的概

率为１－β，则认为此次检验的功效为１－β。β为
犯第二类错误的概率。所以，拟合优度检验的功效

既依赖于显著性α，又依赖于具体的备择假设。
一般来说，理论功效值较难求出。本文采取

数值仿真的方式进行计算，具体的步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：根据备择假设，抽取容量为 ｎ的简单
随机样本ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ。

Ｓｔｅｐ２：对简单随机样本ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ进行拟合
优度检验，记录零假设是否被拒绝。

Ｓｔｅｐ３：重复 ｓｔｅｐ１与 ｓｔｅｐ２共 ｍ次，统计零假
设被拒绝的次数为ｋ。

Ｓｔｅｐ４：计算比值ｋｍ，当ｍ足够大时，
ｋ
ｍ可作为

此拟合优度检验的功效近似值。

在零假设为未知参数的正态分布，备择假设

分别为特定的伽马分布、指数分布、威布尔分布、

对数正态分布的情况下，分别进行了传统的 ＥＤＦ
拟合优度检验和基于参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的拟合优度
检验，并通过上述数值仿真的步骤计算了各检验

方法的功效值。

令样本数 ｎ＝１０，１５，２０，２５，３０，３５，４０，４５，
５０，均使 ｍ＝１０００，即每种检验重复１０００次。在
基于参数Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的拟合优度检验中，令重采样
次数Ｂ＝５００。在以下基于传统的 ＥＤＦ检验中，
本文使用 Ｓｔｅｐｈｅｎｓ给出的修正统计量的临界
值表［９］。

在零假设为未知参数的正态分布时，可得到

功效对比如表１所示。

表１　未知均值和方差的正态分布拟合优度检验功效对比表
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｅｓｔｓｆｏｒｔｈｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｍｅａｎｓａｎｄｖａｒｉａｎｃｅｓ

备择假设 检验方法
样本大小ｎ

１０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

伽马分布

（１，２）

ＫＳ ０．３１７ ０．４６５ ０．５８２ ０．６９ ０．７９９ ０．８３９ ０．８９９ ０．９３３ ０．９５６

ＣｖＭ ０．３９４ ０．５５４ ０．７３３ ０．８１３ ０．８７４ ０．９５０ ０．９６７ ０．９８２ ０．９９

ＡＤ ０．００４ ０．２２１ ０．５４９ ０．７０６ ０．８３ ０．９３１ ０．９６４ ０．９８１ ０．９９５

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．４０１ ０．５６９ ０．７３７ ０．８２９ ０．８９７ ０．９３６ ０．９６ ０．９８１ ０．９９１
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（续表）　　

备择假设 检验方法
样本大小ｎ

１０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

伽马分布

（２，２）

ＫＳ ０．１７１ ０．２４３ ０．３１７ ０．３９９ ０．４６４ ０．５４３ ０．５９４ ０．６３４ ０．６８８
ＣｖＭ ０．２０７ ０．３０７ ０．４２１ ０．５０８ ０．５８０ ０．６９５ ０．７４２ ０．８０３ ０．８３
ＡＤ ０．０３０ ０．０７２ ０．２０６ ０．３７２ ０．４６９ ０．６２２ ０．６９６ ０．７８１ ０．８２４

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．３１９ ０．４３４ ０．５３６ ０．６０４ ０．７２４ ０．７４７ ０．８２４ ０．８３３ ０．８９５

伽马分布

（３，２）

ＫＳ ０．１４４ ０．１６２ ０．２０９ ０．２９ ０．３３５ ０．３７７ ０．４０６ ０．４９８ ０．５３４
ＣｖＭ ０．１３３ ０．２１２ ０．２８１ ０．３６５ ０．３８９ ０．５０３ ０．５３１ ０．６１５ ０．６３７
ＡＤ ０．０１０ ０．０２８ ０．１０５ ０．２１８ ０．２７９ ０．４１２ ０．４６７ ０．５７３ ０．６１２

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．２３０ ０．３２５ ０．４３５ ０．５２２ ０．５６４ ０．６５７ ０．６８５ ０．７２１ ０．８１１

指数分布

（１）

ＫＳ ０．２８２ ０．４６ ０．５６６ ０．７ ０．７８７ ０．８５９ ０．９０９ ０．９２６ ０．９６７
ＣｖＭ ０．３６２ ０．５５１ ０．７４９ ０．８３８ ０．９１２ ０．９２６ ０．９６５ ０．９７４ ０．９９
ＡＤ ０．１０２ ０．２１４ ０．５２５ ０．７３６ ０．８６７ ０．９１２ ０．９５ ０．９７６ ０．９９２

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．４０３ ０．５６９ ０．７１４ ０．８０５ ０．９０６ ０．９４５ ０．９５７ ０．９８３ ０．９８５

威布尔分布

（１，２）

ＫＳ ０．０６８ ０．０９ ０．１１２ ０．１２２ ０．１２８ ０．１５９ ０．１８７ ０．１８７ ０．２４４
ＣｖＭ ０．０６１ ０．０９７ ０．１０２ ０．１４７ ０．１８１ ０．２００ ０．２２ ０．２２２ ０．２７８
ＡＤ ０ ０．００３ ０．０２７ ０．０６３ ０．１１２ ０．１０６ ０．１６５ ０．１６１ ０．２１４

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．１３７ ０．１７２ ０．１７１ ０．２４４ ０．２５ ０．３２ ０．３２４ ０．３７５ ０．３９５

对数正态

（１，１）

ＫＳ ０．４７０ ０．６７０ ０．７５８ ０．８７６ ０．９２９ ０．９６３ ０．９８９０ ０．９８１ ０．９９５
ＣｖＭ ０．５６０ ０．７４２ ０．８９ ０．９４３ ０．９７２ ０．９９１ ０．９９８ ０．９９４ １
ＡＤ ０．０２６ ０．４６ ０．７５６ ０．９０９ ０．９４９ ０．９８７ ０．９９９ ０．９９５ １

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．５５２ ０．７５７ ０．８６２ ０．９５５ ０．９７６ ０．９８６ ０．９９８ ０．９９６ １

　　当零假设为未知均值的指数分布时，可以得到功效对比如表２所示。

表２　均值未知的指数分布拟合优度检验功效对比表
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｅｓｔｓｆｏｒｔｈｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｍｅａｎｓ

备择假设 检验方法
样本大小ｎ

１０ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

伽马分布

（２，２）

ＫＳ ０．２２１ ０．２８５ ０．３９２ ０．４６４０ ０．５８４ ０．６７７ ０．７４４ ０．７８８ ０．８５０
ＣｖＭ ０．２４６ ０．３６２ ０．４５６ ０．５９６ ０．６８９ ０．７５１ ０．８０５ ０．８７２ ０．８７６
ＡＤ ０．１９５ ０．３１６ ０．４３７ ０．５８３ ０．６８８ ０．７５６ ０．８１３ ０．８９２ ０．８９３

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．２４９ ０．３３６ ０．４７８ ０．５６８ ０．６７７ ０．７４７ ０．８３１ ０．８５７ ０．９０３

伽马分布

（３，２）

ＫＳ ０．４６９ ０．６７２ ０．８１４ ０．９０３ ０．９６１ ０．９７９ ０．９８６ ０．９９６ ０．９９８
ＣｖＭ ０．５２４ ０．７３６ ０．８９０ ０．９４２ ０．９８２ ０．９９１ ０．９９７ ０．９９９ ０．９９９
ＡＤ ０．４７０ ０．７１３ ０．８８２ ０．９４４ ０．９８１ ０．９９７ ０．９９９ ０．９９９ ０．９９９

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．５５９ ０．７８２ ０．８８２ ０．９５４ ０．９８３ ０．９９５ ０．９９６ １ １

正态分布

（１，１）

ＫＳ ０．８８７ ０．９４４ ０．９８０ ０．９９６ ０．９９８ １ １ １ １
ＣｖＭ ０．８８９ ０．９５５ ０．９８３ ０．９９７ ０．９９９ ０．９９９ １ １ １
ＡＤ ０．８７７ ０．９５０ ０．９８２ ０．９９７ ０．９９９ １ １ １ １

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．８８５ ０．９５１ ０．９８４ ０．９９７ ０．９９８ １ １ １ １

威布尔分布

（１，２）

ＫＳ ０．４９４ ０．７３８ ０．８５８ ０．９１９ ０．９６７ ０．９８８ ０．９９２ １ １
ＣｖＭ ０．５４８ ０．８１０ ０．９１３ ０．９６８ ０．９８１ ０．９８７ ０．９９５ ０．９９９ １
ＡＤ ０．５１６ ０．７８４ ０．９１６ ０．９６７ ０．９８９ ０．９９９ １ １ １

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．５９３ ０．８５３ ０．９２８ ０．９７０ ０．９９０ ０．９９７ ０．９９８ １ １

对数正态

（１，１）

ＫＳ ０．０７２ ０．１０２ ０．１１３ ０．１５０ ０．１６４ ０．２００ ０．２１４ ０．２５１ ０．２６５
ＣｖＭ ０．０９２ ０．１２３ ０．１５２ ０．１７６ ０．１９６ ０．１８５ ０．２５０ ０．２６８ ０．２８６
ＡＤ ０．０９２ ０．１２３ ０．１５２ ０．１７６ ０．１９６ ０．１８５ ０．２５０ ０．２６８ ０．２８６

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ ０．０９３ ０．１３３ ０．１３３ ０．１７４ ０．１８７ ０．２３１ ０．２４４ ０．２８９ ０．２９９

·５１１·
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　　整体上来看，在对均值和方差未知的正态分
布进行检验时，ＣｖＭ检验和参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ检验方
法有较高的检验功效，并且参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ检验方
法在小样本的情况下，更具优势。特别当备择假

设是伽马分布（２，２）、伽马分布（３，２）、威布尔分
布（１，２）时，参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ检验方法优势明显。
此外，当备择假设为指数分布（１）和对数正态分
布（１，１）时，参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法的检验功效与
ＣｖＭ检验相当。

在对未知均值的指数分布进行检验时，４种
检验方法的功效大致相当，ＣｖＭ、ＡＤ、参数
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法略好于ＫＳ方法。

在进行 ＫＳ检验、ＣｖＭ检验和 ＡＤ检验时，本
文使用的是由Ｓｔｅｐｈｅｎｓ通过蒙特卡洛法给出临界
值表。从以上功效对比表也可看出，参数

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法要稍好于蒙特卡洛法。参数
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ的重采样样本来自于由原始样本数据估
计出的分布函数，生成的统计量的近似分布不仅

与零假设有关还与原始的样本数据有关。而蒙特

卡洛仿真是由预先设定的固定参数的分布函数产

生样本，生成的统计量的近似分布只与零假设有

关，这可能导致蒙特卡洛法的功效相对较低。此

外，对比ＫＳ检验、ＣｖＭ检验和 ＡＤ检验的检验功
效可发现，在对正态分布的零假设进行检验时，

ＣｖＭ检验统计量具有明显优势；在对指数分布的
零假设进行检验时，三者功效相当。然而，对于不

同的检验问题，参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ检验方法可以灵活
地选择合适的检验统计量，这也是其很好的应用

优势。

３　结论

从理论和数值实验均可看出，参数 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ

方法可以较好地近似检验统计量的实际分布，避

免了复杂的分布推导，从而方便地获取检验统计

量的临界值，完成拟合优度检验。基于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
的重采样思想为分布检验乃至模型选择都提供了

新的选择，这也是有待进一步研究的领域。

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）

［１］　ＣｒａｍéｒＨ．Ｏｎｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｅｌｅｍｅｎｔａｒｙｅｒｒｏｒｓ［Ｊ］．
ＳｃａｎｄｉｎａｖｉａｎＡｃｔｕａｒｉａｌＪｏｕｒｎａｌ，１９２８（１）：１４１－１８０．

［２］　ＡｎｄｅｒｓｏｎＴＷ，ａｎｄＤａｒｌｉｎｇＤＡ．Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｔｈｅｏｒｙｏｆｃｅｒｔａｉｎ
“ｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔ”ｃｒｉｔｅｒｉａｂａｓｅｄｏｎｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｐｒｏｃｅｓｓｅｓ［Ｊ］．
ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，１９５２，２３（２）：１９３
－２１２．

［３］　Ｄａｖｉｄ Ｆ Ｎ， Ｊｏｈｎｓｏｎ Ｎ Ｌ． Ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｓａｍｐｌｅ［Ｊ］．Ｂｉｏｍｅｔｒｉｋａ，１９４８，３５（１／２）：１８２－１９０．

［４］　ＬｉｌｌｉｅｆｏｒｓＨＭ．Ｏｎｔｈｅｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖｓｍｉｒｎｏｖｔｅｓｔｓｆｏｒｎｏｒｍａｌｉｔｙ
ｗｉｔｈｍｅａｎａｎｄｖａｒｉａｎｃｅｕｎｋｎｏｗｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎ
ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，１９６７，６２（３１８）：３９９－４０２．

［５］　ＬｉｌｌｉｅｆｏｒｓＨＭ．Ｏｎｔｈｅｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖｓｍｉｒｎｏｖｔｅｓｔｓｆｏｒｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｍｅａｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎ
ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，１９６９，６４（３２５）：３８７－３８９．

［６］　ＳｔｅｐｈｅｎｓＭ Ａ．ＥＤＦｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｆｏｒｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔａｎｄｓｏｍｅ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ
Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，１９７４，６９（３４７）：７３０－７３７．

［７］　ＷｏｏｄｒｕｆｆＢＷ，ＭｏｏｒｅＡＨ，ＤｕｎｎｅＥＪ，ｅｔａｌ．Ａｍｏｄｉｆｉｅｄ
ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖｓｍｉｒｎｏｖｔｅｓｔｆｏｒｗｅｉｂｕｌｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎ
ｌｏｃａｔｉｏｎａｎｄｓｃａｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎ
Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ，１９８３，Ｒ－３２（２）：２０９－２１３．

［８］　ＷｏｏｄｒｕｆｆＢＷ，ＶｉｖｉａｎｏＰＪ，ＭｏｏｒｅＡＨ，ｅｔａｌ．Ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｅｓｔｓｆｏｒｇａｍｍａｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎ
ｌｏｃａｔｉｏｎａｎｄｓｃａｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎ
Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ，１９８４，Ｒ－３３（３）：２４１－２４５．

［９］　ＥｆｒｏｎＢ．Ｂｏｏｔｓｔｒａｐｍｅｔｈｏｄｓ：ａｎｏｔｈｅｒｌｏｏｋａｔｔｈｅｊａｃｋｋｎｉｆｅ［Ｊ］．
ＡｎｎａｌｓｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，１９７９，７（１）：１－２６．

［１０］　ＳｔｕｔｅＷ， ＧｏｎｚáｌｅｚＭａｎｔｅｉｇａ Ｗ，ＰｒｅｓｅｄｏＱｕｉｎｄｉｍｉｌＭ．
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐｂａｓｅｄｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆｉｔｔｅｓｔｓ［Ｊ］．Ｍｅｔｒｉｋａ，１９９３，
４０（１）：２４３－２５６．

·６１１·


