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饱和多孔热弹性体自由表面 ｐ波的反射
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摘　要：利用建立的饱和多孔介质中热弹性波的弥散方程，研究了平面ｐ波在自由界面上的反射问题，获
得反射系数的表达式。通过算例分析了饱和多孔弹性介质的热膨胀系数对 ｐ１波传播速度的影响，进而考虑
界面透水与不透水两种工况，讨论了不同频率、入射角和表面排水条件对各反射波幅值的影响特性。结果表

明：热物性参数对波的传播有一定的影响，频率、入射角和表面排水条件对两类压缩波、剪切波和热波的反射

幅值的影响较大。
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　　饱和多孔介质中波传播问题是岩土工程、地
震工程及地球物理等学科领域的重要课题。与弹

性介质相比，饱和多孔介质中的波传播问题要复

杂得多。Ｂｉｏｔ对饱和多孔介质中波传播问题进行
了开创性研究，成功预言了其中三种体波的存

在［１］。国内外学者对饱和多孔介质中波的传播

特性、波的反射等问题开展了众多研究［２－４］。

实际上，温度对饱和多孔介质的物理、力学特

性具有重要的影响，并已成为岩土工程等领域中

的一个新研究方向［５］。在广义热弹性耦合介质

中，研究各向异性、孔隙率、粘滞性、微结构、温度

及其他参数对波的传播特性的影响，以获得新的

波存在的证据，可以为实验地震学家修正地震估

计提供依据。因此，热弹性介质中波的传播理论

在地震工程、土动力学、核反应堆，高能粒子加速

器等领域也具有广泛的应用。

国内外对热弹性耦合介质中波的传播研究成

果较多，如 Ｓｉｎｇｈ［６－７］利用 ＬｏｒｄＳｈｕｌｍａｎ理论，研
究了二维均质、各向同性广义热弹性半空间空隙

介质中波传播及半无限热弹性空间自由表面平面

波的反射。Ｎｉｌｒａｔａｎｔ［８］利用初始应力条件下均匀
各向同性和广义热方程，对两个固体界面上的热

弹性平面波的反射和折射进行了研究。对于饱和

多孔介质中热弹性波方面的研究仍较少。

Ｐｅｃｋｅｒ［９］对于流体饱和多孔介质中的热效应对波
的传播的影响进行了研究。Ｓｉｎｇｈ［１０］求解广义多
孔热弹性力学线性方程，获得了剪力波和４种类
型的纵波。郑荣跃等［１１］基于 Ｂｉｏｔ、Ｓｉｎｇｈ等人的
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热弹性理论，构建立了饱和多孔热弹性波动方程，

研究了 ＳＶ波在平面界面上的反射问题。本文进
一步开展ｐ波在广义多孔热弹性体表面的反射研
究，考虑界面透水与不透水两种工况，计算获得各

类波的反射系数，并分析相关参数的影响特性。

１　热弹性波求解

饱和多孔热弹性介质的本构方程为［１１］：

σｉｊ＝λｅδｉｊ＋２Ｇεｉｊ－αｐδｉｊ－λ′θδｉｊ （１）
式中σｉｊ、εｉｊ为总应力（拉为正）和应变张量；ｅ为
体应变；ｐ为超孔隙水压力；θ为温度增量（θ＝Ｔ
－Ｔ０，Ｔ为绝对温度，Ｔ０为初始温度，θ／Ｔ０ 
１）；δｉｊ为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号；α＝１－Ｋ／Ｋｓ，为反映材
料压缩性的系数，Ｋｓ为固体介质的体积模量，Ｋ＝
λ＋２Ｇ／３，为介质排水体积模量；λ、Ｇ为 Ｌａｍｅ常
数；λ′＝Ｋａｓ，为介质的热模量，ａｓ为固体介质的热
膨胀系数（℃－１）。

渗流方程和连续方程可以表示为［１１］：

ｐ＝Ｍ ξ－αｅ＋ａｃθ( )· （２）

－ｐ，ｉ＝
ρｗ
ｎｗ̈＋ρｗｕ̈＋ｂ

ｗ＋ｂＤＴθ，ｉ （３）

式中
１
Ｍ＝

ｎ
Ｋｗ
＋α－ｎＫｓ

，ｎ为孔隙率，Ｋｗ为流体的体

积模量；ａｃ＝ｎａｗ＋（α－ｎ）ａｓ为介质的热膨胀系
数（℃－１），ａｗ为流体的热膨胀系数；ｕ、ｗ分别为
介质的位移和流体的相对位移；ｂ＝ρｗｇ／ｋｌ，ρｗ为
流体密度，ｋｌ为渗透系数（ｍ／ｓ），ｇ为重力加速度
度（ｍ／ｓ２）；ＤＴ为反映介质温度梯度对渗流影响
的系数（ｍ２／ｓ℃）。

利用考虑流固两相线弹性饱和多孔介质的热

平衡的本构关系、运动方程、渗流方程和连续方

程、修正的热传导定律，通过引入标量势 φｓ、φｗ，
矢量势ψｓ、ψｗ，求得饱和土体中 ｐ１、ｐ２和 Ｔ的所
对应的波速 ｖｐ１、ｖｐ２和 ｖＴ及剪切波（Ｓ波）的波速
ｖｓ为

［１１］

　ｖ２ｐ１＝Γ１＝
ｑ
３３槡２

－
３
槡２ｆ
ｑ－

ξ１
３ （４）

ｖ２ｐ２＝Γ２＝－
（１－ｉ槡３）ｑ
６３槡２

＋（１＋ｉ槡３）ｆ
２２／３ｑ

－
ξ１
３ （５）

ｖ２Ｔ＝Γ３＝－
（１＋ｉ槡３）ｑ
６３槡２

＋（１－ｉ槡３）ｆ
２２／３ｑ

－
ξ１
３ （６）

ｖ２ｓ＝
Ｇａ２２
ρａ２２－ρ

２
ｗ

（７）

式中相关参数表达式同文献［１１］。

２　热弹性波的反射系数

在二维坐标系中，平面 ｐ波的反射如图１所
示，其中入射 ｐ波的入射角为 θ０，反射 ｐ１波、ｐ２
波、Ｔ波和Ｓ波的反射角分别为θ１、θ２、θ３和θ４。

图１　热弹性介质ｐ波的反射示意图
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｐｗａｖｅｏｎｂｏｕｎｄａｒｙ

设两相饱和多孔热弹性介质中一频率为 ω
的平面ｐ波以任意角入射到ｚ＝０平面，则各反射
波的势函数可以在热弹性波动理论［７］的基础上

进一步表示为［１１］

　φｓ＝Ａｓ０ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ０＋ｚｃｏｓθ( )[ ]０ ＋
Ａｓ１ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ１－ｚｃｏｓθ( )[ ]１ ＋
Ａｓ２ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ２ ｘｓｉｎθ２－ｚｃｏｓθ( )[ ]２ ＋
ＡｓＴｅｘｐｉωｔ－ｉｌＴ ｘｓｉｎθ３－ｚｃｏｓθ( )[ ]３ （８）

　φｗ＝ζ０Ａｓ０ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ０＋ｚｃｏｓθ( )[ ]０ ＋
ζ１Ａｓ１ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ１－ｚｃｏｓθ( )[ ]１ ＋
ζ２Ａｓ２ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ２ ｘｓｉｎθ２－ｚｃｏｓθ( )[ ]２ ＋
ζ３ＡｓＴｅｘｐｉωｔ－ｉｌＴ ｘｓｉｎθ３－ｚｃｏｓθ( )[ ]３ （９）

　θ＝η０Ａｓ０ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ０＋ｚｃｏｓθ( )[ ]０ ＋
η１Ａｓ１ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ１ ｘｓｉｎθ１－ｚｃｏｓθ( )[ ]１ ＋
η２Ａｓ２ｅｘｐｉωｔ－ｉｌｐ２ ｘｓｉｎθ２－ｚｃｏｓθ( )[ ]２ ＋
η３ＡｓＴｅｘｐｉωｔ－ｉｌＴ ｘｓｉｎθ３－ｚｃｏｓθ( )[ ]３ （１０）

　ψｓ＝Ｂｓｅｘｐｉωｔ－ｉｌｓ ｘｓｉｎθ４－ｚｃｏｓθ( )[ ]４ （１１）
　ψｗ＝δＢｓｅｘｐｉωｔ－ｉｌｓ ｘｓｉｎθ４－ｚｃｏｓθ( )[ ]４ （１２）

式中Ａｓ０、Ａｓ１、Ａｓ２、ＡｓＴ、Ｂｓ分别为入射 ｐ波，
反射ｐ１波、ｐ２波、Ｔ波和 Ｓ波的幅值。系数 ηｉ、
ξｉ和δ分别为：

ζ０＝
ａ１３ αＭ－ρｗｖ( )２ －ａ２３ ａ１１－ρｖ( )２

ａ２３ αＭ－ρｗｖ( )２ －ａ１３ Ｍ－ａ２２ｖ( )２

η０＝ｌ
２
ｐ１
Ｍ－ａ２２ｖ( )２ ａ１１－ρｖ( )２ － αＭ－ρｗｖ( )２ ２

ａ２３ αＭ－ρｗｖ( )２ －ａ１３ Ｍ－ａ２２ｖ( )２

ζｉ＝
ａ１３ αＭ－ρｗｖ

２( )ｉ －ａ２３ ａ１１－ρｖ
２( )ｉ

ａ２３ αＭ－ρｗｖ
２( )ｉ －ａ１３ Ｍ－ａ２２ｖ

２( )ｉ

ηｉ＝ｌ
２
ｉ
Ｍ－ａ２２ｖ

２( )ｉ ａ１１－ρｖ
２( )ｉ － αＭ－ρｗｖ

２( )ｉ
２

ａ２３ αＭ－ρｗｖ
２( )ｉ －ａ１３ Ｍ－ａ２２ｖ

２( )ｉ

·５１·
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δ＝
Ｂｗ
Ｂｓ
＝
Ｇ－ρｖ２( )ｓ
ρｗｖ

２
ｓ
　（ｉ＝ｐ１，ｐ２，Ｔ）

波数和反射角之间存在如下关系：

ｌｐ１ｓｉｎθ１＝ｌｐ２ｓｉｎθ２＝ｌＴｓｉｎθ３＝ｌｓｓｉｎθ４ （１３）
在表面ｚ＝０，ω＝ｌｐｖ，ω＝ｌｐｖ，则
ｓｉｎθ０
ｖｐ１
＝
ｓｉｎθ１
ｖｐ１
＝
ｓｉｎθ２
ｖｐ２
＝
ｓｉｎθ３
ｖＴ
＝
ｓｉｎθ４
ｖｓ

（１４）

对于平面波问题，位移与势函数关系为

ｕｚ＝
φｓ
ｚ
＋
ψｓ
ｘ
，　ｕｘ＝

φｓ
ｘ
－
ψｓ
ｚ

（１５）

ｗｚ＝
φｗ
ｚ
＋
ψｗ
ｘ
，　ｗｘ＝

φｗ
ｘ
－
ψｗ
ｚ

（１６）

将式（１５）、（１６）代入饱和多孔热弹性介质
的本构方程和渗流方程可得

　σｚ＝ λ＋α
２( )Ｍ ２φｓ＋２Ｇ

２φｓ
ｚ２
＋
２ψｓ
ｘ( )ｚ

＋αＭ２φｗ－ ａｃαＭ＋λ( )′θ （１７）

　τｘｚ＝２Ｇ
２φｓ
ｘｚ

＋Ｇ
２ψｓ
ｘ２
－
２ψｓ
ｚ( )２ （１８）

　ｐ＝－Ｍ ２φｗ＋α
２φ( )ｓ ＋Ｍａｃθ （１９）

式中２＝
２

ｘ２
＋

２

ｚ２
。

在表面ｚ＝０处，考虑表面应力为零，温度梯度
为零及表面排水工况，则第一类边界条件可表示为

σｚ ｚ＝０＝０，τｘｚ ｚ＝０＝０，ｐｚ＝０＝０，
θ
ｚｚ＝０＝０

（２０）
在表面 ｚ＝０处，考虑表面不排水，流体的法

向速度为零，则第二类边界条件可表示为：

σｚ ｚ＝０＝０，τｘｚ ｚ＝０＝０，ｗｚ ｚ＝０＝０，
θ
ｚｚ＝０＝０

（２１）
将式（１５）～（１９）代入式（２０）、（２１），并利用

式（８）～（１２），可以得到ｐ１、ｐ２、Ｔ和Ｓ波的反射
系数矩阵：

∑ｄｉｊＺｊ＝ｂｉ （２２）

式中Ｚ１＝
Ａｓ１
Ａｓ０
，Ｚ２＝

Ａｓ２
Ａｓ０
，Ｚ３＝

ＡｓＴ
Ａｓ０
，Ｚ４＝

Ｂｓ
Ａｓ０
分别为ｐ１、

ｐ２、Ｔ和Ｓ波的反射系数，ｄｉｊ中各元素分别为
ｄ１１＝ λ＋α２Ｍ＋αＭζ１＋２Ｇｃｏｓ

２θ[ ]１ ｌ
２
ｐ１＋ａ１３η{ }１

ｄ１２＝ λ＋α２Ｍ＋αＭζ２＋２Ｇｃｏｓ
２θ[ ]２ ｌ

２
ｐ２＋ａ１３η{ }２

ｄ１３＝ λ＋α２Ｍ＋αＭζ３＋２Ｇｃｏｓ
２θ[ ]３ ｌ

２
Ｔ＋ａ１３η{ }３

ｄ１４＝－Ｇｓｉｎ２θ４ｌ
２
ｓ，

ｄ２１＝ｌ
２
ｐ１ｓｉｎ２θ１，ｄ２２＝ｌ

２
ｐ２ｓｉｎ２θ２，

ｄ２３＝ｌ
２
Ｔｓｉｎ２θ３，ｄ２４＝ｃｏｓ２θ４ｌ

２
ｓ；

ｄ３１＝ α＋ζ( )１ ｌ
２
ｐ１＋ａｃη１，ｄ３２＝ α＋ζ( )２ ｌ

２
ｐ２＋ａｃη２

ｄ３３＝ α＋ζ( )３ ｌ
２
Ｔ＋ａｃη３，ｄ３４＝０ （排水）

ｄ３１＝ｌｐ１ｃｏｓθ１ζ１，ｄ３２＝ｌｐ２ｃｏｓθ２ζ２，
ｄ３３＝ｌＴｃｏｓθ３ζ３，ｄ３４＝－ｌｓｓｉｎθ４δ （不排水）

ｄ４１＝ｉｌｐ１η１ｃｏｓθ１，ｄ４２＝ｉｌｐ２η２ｃｏｓθ２，
ｄ４３＝ｉｌＴη３ｃｏｓθ３，ｄ４４＝０
ｂ１＝－ λ＋α２Ｍ＋αＭζ０＋２Ｇｃｏｓ

２θ[ ]０ ｌ
２
ｐ１＋ａ１３η{ }０

ｂ２＝ｌ
２
ｐ１ｓｉｎ２θ０，ｂ４＝ｉｌｐ１η０ｃｏｓθ０

ｂ３＝－ α＋ζ( )０ ｌ
２
ｐ１＋ａｃη[ ]０ （排水）

ｂ３＝ｌｐ１ｃｏｓθ０ζ０ （不排水）

求解式（２２），可以得到ｐ１、ｐ２、Ｔ和Ｓ波的反
射系数Ｚ１、Ｚ２、Ｚ３、Ｚ４。

３　计算与分析

本节通过算例分析ｐ波入射饱和多孔热弹性
介质自由表面的反射问题。为了说明基于热弹性

理论的正确性与必要性，将本文结果与退化得到

饱和多孔介质理论结果进行比较［２］，并探讨多孔

介质的热物性参数对ｐ１波的影响特性。

表１　计算参数
Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ

变　　量 数　　值 变　　量 数　　值

Ｌａｍｅ常数Ｇ ２．５×１０９Ｐａ 流体的比热Ｃｗ ４０００ｍ２ｓ－２Ｋ－１

Ｌａｍｅ常数λ ２．６×１０８Ｐａ 固体介质比热Ｃｓ ９４０ｍ２ｓ－２Ｋ－１

固体介质密度ρｓ ２６５０ｋｇ／ｍ３ 固体介质热膨胀系数ａｓ ３．６×１０－５Ｋ－１

流体密度ρｗ １０００ｋｇ／ｍ３ 流体热膨胀系数ａｗ ２．０×１０－４Ｋ－１

流体体积模量Ｋｗ ２ＧＰａ 孔隙率ｎ ０．４

固体介质体积模量Ｋｓ ３６ＧＰａ 渗透系数 ｋｌ １．０×１０－７ｍ／ｓ

固体介质热传导系数 ３．２９Ｊ／ｓｍＫ 重力加速度ｇ １０

流体的热传导系数 ０．５８２Ｊ／ｓｍＫ 热渗系数 ＤＴ ２．７×１０－１１

初始温度Ｔ０ ３００Ｋ 松驰时间τ０ ０．００１ｓ

·６１·
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　　本文首先以饱和多孔介质的热膨胀系数为
例，分析其对ｐ１波的影响，计算参数如表１所示，
结果如图２和图３所示。热膨胀系数分别取ａｃ＝
１０×１０－４Ｋ－１、２×１０－４Ｋ－１和３×１０－４Ｋ－１。从
图２可以看出：随着 ａｃ的增大，饱和多孔热弹性
介质中ｐ１波的相速度约有８％的增幅。饱和弹性
介质中的相速度最小。图３为初始温度 Ｔ０对 ｐ１
波的相速度的影响，可以看出，Ｔ０对相速度的影
响呈线性增大，随 ａｃ的增大，其影响也增大。由
此可见，热物性参数对波的传播有较大的影响。

对于ｐ波的反射问题，本文考虑自由表面透
水与不透水两种工况，分别计算各反射波的反射

系数，结果如图４－图７所示。

图２　热膨胀系数对Ｐ１波波速的影响

Ｆｉｇ．２　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｒｍａｌｅｘｐａｎｓｉｏｎｏｎｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＰ１ｗａｖｅ

图３　始温度对ｐ１波波速的影响

Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｒｍａｌｅｘｐａｎｓｉｏｎｏｎｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＰ１ｗａｖｅ

图４、图 ５为表面排水条件下 ω＝１０Ｈｚ和
１００００Ｈｚ时反射系数随入射角度的变化曲线。当
入射角为零时（即垂直入射），两相介质中只产生

反射ｐ１波，而且相位与入射波相位相反，幅值与
入射波相同。在低频条件下（ω＝１０），反射 ｐ２波
和Ｔ波的幅值很小。ｐ１波、Ｓ波的反射系数随 ｐ
波的入射角变化而改变，在４０°～７０°最大。随着

图４　ω＝１０，反射系数随入射角的变化曲线（排水）
Ｆｉｇ．４　ω＝１０，ｃｕｒｖｅｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｖｓ

ａｎｇｌｅｏｆｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

图５　ω＝１００００，反射系数随入射角的变化曲线（排水）
Ｆｉｇ．５　ω＝１００００，ｃｕｒｖｅｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｖｓａｎｇｌｅｏｆｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

频率的增大（ω＝１００００，如图５所示），ｐ２波的幅
值增大，Ｔ波幅值仍较小。

在不排水条件下，ω＝１０Ｈｚ和１００００Ｈｚ时反
射系数随入射角度的变化曲线如图 ６和图 ７所
示。不排水反射曲线与排水条件下的反射曲线相

似。由于低频时两相介质中波的传播一般无弥散

性，即波的传播受频率变化的影响较小。低频条

件下边界排水条件（排水与不排水情况）对反射

系数的影响不是很显著，如图４和图６所示。在
高频条件下（ω＝１００００Ｈｚ），不排水条件下 ｐ２波
的幅值小于排水条件下的幅值，如图 ５和图 ７
所示。

４　结论

由于饱和多孔介质的热力学参数对波的传播

有一定的影响，本文基于广义热弹性理论，研究了

饱和多孔热弹性介质中 ｐ波的反射问题，讨论了
自由表面排水与不排水两种工况反射波的异同，

·７１·
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图６　ω＝１０，反射系数随入射角的变化曲线（不排水）
Ｆｉｇ．６　ω＝１０，ｃｕｒｖｅｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｖｓａｎｇｌｅｏｆｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

图７　ω＝１００００，反射系数随入射角的变化曲线（不排水）
Ｆｉｇ．７　ω＝１００００，ｃｕｒｖｅｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｖｓａｎｇｌｅｏｆｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

结果表明：

１）热力学参数对 ｐ１波的影响较大，基于广
义热弹性理论的饱和多孔弹性介质中 ｐ１波的相
速度较饱和多孔介质中ｐ１波的相速度大。
２）饱和多孔介质中波的反射不仅与固体介

质参数有关，而且与界面条件、入射角度、入射

波频率有关。低频条件下 ｐ２波和 Ｔ波的幅值
较小。

３）边界排水与不排水情况对反射系数有一
定的影响。
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