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使用小波分层连通树结构的压缩信号重构
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摘　要：基于小波树模型的压缩感知可以通过较少的观测量得到鲁棒的信号重构，但采用最优树逼近
时，则存在复杂度大的问题。在证明分层后的小波树仍然具备连通树性质的基础上，提出了基于小波分层连

通树结构的压缩重构算法，在与原观测量一致的情况下，保证了重构精度并且提高了重构效率。实验结果表

明，改进算法相对于原算法在处理大尺度数据时，效率有明显的改善。
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　　压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论由
Ｃａｎｄéｓ，Ｒｏｍｂｅｒｇ，Ｔａｏ和 Ｄｏｎｏｈｏ［１－３］等提出，该理
论指出若一个信号可以在某个基上稀疏表示，则

有可能从与此基函数不相关的另一个小的投影集

合中被重构。压缩感知理论突破了香农－奈奎斯
特定理的限制，展现出广阔的前景，受到学者们的

广泛关注［４－５］。

最近研究发现，在信号的压缩重构问题中，利

用除信号稀疏性外的其他特殊结构，能够降低稀疏

或者可压缩信号的自由度，其重构效果远远优于只

考虑稀疏性［６－９］。分段光滑信号在实际中具有广

泛应用［１０］，其小波分解后的重要系数形成一个自

然的“连通树”结构。针对分段光滑信号，文献

［１１］提出了基于小波树模型的压缩重构算法
（ＴｒｅｅｂａｓｅｄＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＴｒｅｅｂａｓｅｄＣＳ），
在仅需要Ｍ＝Ｏ（Ｋ）个观测量的情况下得到了鲁棒

的重构效果。该算法在采用基于小波树模型的

ＣｏＳａＭＰ算法进行信号重构时，每次迭代都要利用
压缩分类选择算法（ＣｏｎｄｅｎｓｉｎｇＳｏｒｔａｎｄＳｅｌｅｃｔ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＣＳＳＡ）进行２次模型逼近［１２－１３］。压缩

分类选择算法能够达到理论上的最优，但其计算复

杂度比较大［１４］，因此影响了整个重构算法的效率。

本文在基于小波树模型压缩重构算法的基础

上，对文献［１１］算法进行改进，主要对分层后的
小波系数进行合理表示，分析并证明了分层后的

小波系数仍符合连通树模型，并将其运用到分段

光滑信号的压缩重构中，显著减少了运算复杂度。

仿真实验表明了本文算法的有效性。

１　基于小波树模型的压缩重构算法

基于模型的压缩感知理论的基本思想是根据

信号支集分布规律，减小信号结构的自由度，从而
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达到降低观测量的目的。文献［１１］证明，分段光
滑信号的重要小波系数形成连通树结构，符合基

于模型的压缩感知理论的要求。

长度Ｌ＝２Ｉ（Ｉ为正整数）的原始分段光滑信
号Ｓ，进行Ｉ尺度小波分解后，其小波表示为：

Ｓ＝ｖ０ｖ＋∑
Ｉ－１

ｉ＝０
∑
２ｉ－１

ｊ＝０
ｗｉ，ｊψｉ，ｊ

图１（ａ）为原始信号及其小波分解系数示意
图。图１（ｂ）中，小波系数 ｗｉ，ｊ构成一个深度为 Ｉ
的满二叉树结构ＴＴ，且相邻尺度间的小波系数间
建立了父子关系，称 ｗｉ－１，ｌ?ｊ／２」为 ｗｉ，ｊ的父代，
ｗｉ＋１，２ｊ和ｗｉ＋１，２ｊ＋１为 ｗｉ，ｊ的子代。在此二叉树结构
中，图中填充圆点表示重要系数，其余为非重要

系数。

（ａ）小波信号分解图示　　　　　　 　　　　　　 （ｂ）小波树结构
图１　小波树图示
Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｌｅｔｔｒｅｅ

　　小波系数中的重要系数保留了信号的绝大部
分信息，因而可以作为信号的最优近似。文献

［７］证明，分段光滑信号的重要小波系数具有持
续性，即，若小波系数 ｗｉ，ｊ为重要系数，则其父代
必然是重要系数，从而导致重要小波系数集中在

连通子树内。利用该性质，文献［１１］定义了小波
连通树模型。

定义１：Ｋ－稀疏小波树信号集合为：

ＴＫ ＝｛ｘ＝ｖ０ｖ＋∑
Ｉ－１

ｉ＝０
∑
２ｉ－１

ｊ＝０
ｗｉ，ｊψｉ，ｊ：

ｗ｜Ωｃ＝０， Ω ＝Ｋ，

Ω形成连通子树｝

（１）

其中，Ｉ为小波树的层数，Ω为其支集，ｉ、ｊ为小波
系数的层数和偏移量，ＴＫ亦称为小波连通树
模型。

文献［１１］采用压缩分类选择算法（ＣＳＳＡ）对
小波树结构进行模型逼近。ＣＳＳＡ的基本思想是
在节点（当小波树采用二叉树形式表示时，也称

小波系数为小波树的节点）中进行贪婪搜索。首

先，对于树中的每一个节点，此算法计算以该节点

为根的子树小波系数平均值的绝对值，并把最大

值作为该节点的能量。然后，搜索没有被选择到

的具有最大能量的节点，并且把符合该节点最大

能量的子树加入到估计的支集中，作为一个超节

点。ＣＳＳＡ的运算复杂度为Ｏ（ＮｌｏｇＮ）。
虽然ＣＳＳＡ能够达到理论上的最优逼近，但

其计算复杂度较大，主要由两个原因造成：一是该

算法复杂度随着信号长度的增加呈非线性增长；

二是该算法每搜索到一个距树根较近的非单调变

化的节点时，都要计算以此节点为根的所有子树

小波系数平均值的绝对值，从而带来较大的运算

开销。

根据以上分析，如果将原 Ｎ维向量分解成若
干维数较低的向量分别进行处理，在减少单个信

号维度的同时，显然也能够降低非单调变化节点

出现的概率（比如，当非单调变化节点位于分层

点时），即便出现非单调节点，由于信号维度的降

低，其运算开销也会大大降低。

本文根据小波重要系数的持续性，利用回溯

·８８·
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的思想，提出一种基于小波树结构的分解方法，对

分解后的各分量进行合理表示，并通过论证得出

各分量仍然可以利用基于小波树模型的压缩感知

理论进行重构。

２　基于小波分层连通树结构的压缩重构
算法

２．１　小波分层连通树结构表示

根据上节分析，将高维向量分解成多个低维

向量可以降低运算复杂度，同时，为了应用基于小

波树模型的压缩感知理论，期望各个分量也具有

连通树性质。因此，首先对小波树进行分解，利用

回溯的方法分析并证明了分解后的各分量符合连

通树结构，最后应用基于小波树模型的压缩感知

理论进行信号重构。

首先介绍本文对小波树的分解方法：

如图１所示，首先在第 ｔ层对小波树进行分
层，０→ｔ层节点形成 ｔ＋１层的满二叉树结构，记
为γ；对于ｔ＋１层以下（含ｔ＋１层）节点，以ｗｔ＋１，ｊ
（ｊ＝０，１，２，…，２ｔ）为根的所有节点各自构成一棵
满二叉树，记为 ξｊ，则以 ｗｔ＋１，ｊ（ｊ＝０，１，２，…，２

ｔ）

为根的子树包含的节点为 ｗｔ＋１，ｊ，ｗｔ＋２，２ｊ，ｗｔ＋２，２ｊ＋１，
…ｗＩ，２Ｉ－ｔ－１（ｊ＋１）－１。

为了分析各分量性质，首先利用回溯的方法

证明以下两个推论：

推论１：在小波连通树结构中，以重要节点
ｗｉ，ｊ为起点向上回溯直到根节点ｗ０，０，则所经过的
所有节点均为重要节点。

证明：任取路径中的某一节点 ｗａ，ｂ，假设其为
非重要节点，则无法形成连通树结构，与重要小波

系数形成连通树的条件矛盾，由此推论１成立。□
推论２：以小波树ｔ１层节点 ｗｔ１，ｊ为根，位于 ｔ１

层和ｔ２层之间的节点（０≤ｔ１≤ｔ２≤Ｉ），构成一棵满
二叉树τｊ，则有：①若ｗｔ１，ｊ为非重要节点，则 τｊ只
包含非重要节点；②若 ｗｔ１，ｊ为重要节点，则 τｊ包
含的所有重要节点构成连通树。

证明：根据小波树的性质，τｊ为满二叉树是显
然的。

对于推论①，假设 τｊ中包含重要节点，任取
重要节点 ｗａ，ｂ向上回溯到 ｗｔ１，ｊ，由推论 １，可得
ｗｔ１，ｊ为重要节点，与 ｗｔ１，ｊ为非重要节点的条件矛
盾，因此推论①成立。

对于推论②，任取 τｊ内重要节点 ｗａ，ｂ向上回
溯到ｗｔ１，ｊ处停止，根据推论１，其所经过的所有节
点（含ｗｔ１，ｊ）均为重要节点，τｊ内其他重要节点按

此方法回溯，有相同的结论，且所有重要节点回溯

路径最后交于 ｗｔ１，ｊ，构成连通树，问题推论②得
证。 □

根据推论２，直接可得 γ包含的重要节点构
成连通树结构。若 ｗｔ＋１，ｊ为重要节点，则 ξｊ内的
重要节点构成连通树结构如图１（ｂ）圆角矩形所
示，否则ξｊ内节点全部为非重要节点。对于 ξ１，
ξ２，…，ξｊ，由满二叉树的性质可知，每一棵子树都
不相交，且节点数相等。为了便于采样，进一步将

ξ１，ξ２，…，ξｊ依次排列组成矩阵 Ξ＝ξ１，ξ２，…，ξｊ。
则矩阵Ξ结构如下：

Ξ （２）

其中，表示重要节点，表示非重要节点。
如此，原小波树就可以使用 γ和矩阵 Ξ

表示。

为了将ＣＳＳＡ应用于上述各分量，重新定义
Ｋ－稀疏二叉树模型。

定义２：Ｋ－稀疏二叉树模型为：

ＴＫ ＝｛ｘ＝∑
Ｉ－１

ｉ＝０
∑
２ｉ

ｊ＝０
ｗｉ，ｊψｉ，ｊ：

ｗ｜Ωｃ＝０， Ω ＝Ｋ，

Ω形成连通子树｝

（３）

其中，ｗｉ，ｊ表示小波系数，ψｉ，ｊ表示小波系数对应的
基函数，Ω为二叉树的支集，Ｋ为稀疏度。

根据文献［１２］，对于符合定义２的信号，同
样可以使用ＣＳＳＡ对其进行逼近。

２．２　基于分层连通子树结构的重构算法

根据２．１节分析，提出基于小波分层连通子
树结构的重构算法（ＨＴｒｅｅｂａｓｅｄＣＳ），算法描述
如下：

１）将长度为Ｌ＝２Ｉ的分段光滑信号 ｘ进行最
大尺度的离散小波分解，即分解尺度为ｌ＝Ｉ，根据
信号小波分解的性质可知，经过最大尺度分解后

小波系数的量级具有最强的衰减性，即为最稀疏

的信号表示；

２）利用 ＣＳＳＡ算法［１２］对分解后的小波系数

进行最优树近似表示，其结果为只保留小波重要

系数，非重要系数置为０；
３）在第ｔ层对小波树进行分层，ｔ层（含ｔ层）

以上记为γ，ｔ层以下可写成矩阵形式，记为Ξ，如
式（２）所示，其中，ｔ通常取?Ｉ／２」，?·」表示向下

·９８·
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取整；

４）对 γ压缩采样得到向量 ｙ＝Φ１γ，对 Ξ采
样得到矩阵Ｙ＝Φ２Ξ；
５）利用基于树模型的ＣｏＳａＭＰ算法对γ和Ξ

分别进行重构，得到 γ^和Ξ^；

６）利用 γ^和Ξ^进行小波反变换，得到重构信
号 ｘ^。

２．３　计算复杂度分析

根据文献［１１］，基于模型的压缩感知重构算
法的计算复杂度主要取决于两方面因素：一是重

构所需的测量数目 Ｍ，二是模型逼近的成本。由
于本文算法与文献［１１］算法测量数目量级一致，
从而由第一个因素带来的运算开销二者相同，运

算复杂度的差异主要决定于第二个因素，下面重

点就第二个因素进行分析。

根据文献［１２］，利用 ＣＳＳＡ进行模型逼近的
计算复杂度为Ｏ（ＮｌｏｇＮ），其中，Ｎ为原小波树长
度。即随着信号长度的增加，其运算复杂度与信

号长度呈非线性增长关系。本文提出的改进算法

是将原小波树 Ｔ分解成 Ｊ个长度较短的子树
τｊ（ｊ＝１，２，３，…，Ｊ）并分别进行处理，Ｔ与 τｊ的关
系如式（４）所示：

∑
Ｊ

ｊ＝１
τｊ ＝ Ｔ （４）

其中，· 表示信号长度，Ｊ表示分解产生的子树
的数量。

由式（４）可以看出原小波树 Ｔ和分解后子树
τｊ（ｊ＝１，２，３，…，Ｊ）的长度之和相等，但 Ｔ与子树
τｊ（ｊ＝１，２，３，…，Ｊ）的运算复杂度均与各自长度
呈相同的非线性增长规律。令 Ｓ＝ｍａｘ｛τｊ，
ｊ＝１，２，３，…，Ｊ｝，则本文算法的计算复杂度为
Ｏ（ＳｌｏｇＳ）。由上述可知，本文算法复杂度小于文
献［１１］的算法复杂度。特别地，当 Ｊ＝１时，本文
算法退化为文献［１１］算法。

通过上述分析，本文算法复杂度小于文献

［１１］的算法复杂度。然而，分层参数 ｔ直接影响
改进算法计算复杂度，使本文算法复杂度最小所

对应的最优分层数 ｔ＝?Ｉ／２」，?·」表示向下取
整，以下即在理论上分析并证明该参数取值的合

理性。证明过程如下：

首先，确定在第ｔ层对原小波树进行分解，其
分解后的最大向量长度为 ｍａｘ（γｔ，Ξｔ，（．，ｉ） ），
当在第ｔ层进行分层时，γｔ ＝２

ｔ，Ξｉ，（．，ｉ） ＝２
Ｉ－ｔ

－１，显然，若使算法有意义，必有ｔ≥１。当Ｉ为偶
数时，Ｉ＝２ｔ，

γｔ － Ξｔ，（．，ｉ） ＝２
ｔ－（２Ｉ－ｔ－１）＝１＞０

当Ｉ为奇数时，Ｉ＝２ｔ＋１，
γｔ － Ξｔ，（．，ｉ） ＝２

ｔ－（２Ｉ－ｔ－１）
＝２ｔ－２ｔ＋１＋１
＝１－２ｔ＜０

因此，Ｉ为偶数时，恒有 γｔ ＞ Ξｔ，（．，ｉ） ，Ｉ为奇数
时，恒有 γｔ ＜ Ξｔ，（．，ｉ） 。

然后，讨论并证明使算法复杂度最小的参数

ｔ＝?Ｉ／２」的合理性。假设在第 ｔ１ 层分层，则

γｔ１ ＝２
ｔ１，Ξｔ１，（．，ｉ） ＝２

Ｉ－ｔ１－１，以下分 ｔ１＜ｔ和
ｔ１＞ｔ两种情况进行讨论。
１）当ｔ１＜ｔ时，若 Ｉ为偶数，因为 ｔ和 ｔ１均为

正整数，所以ｔ－ｔ１≥１，由Ｉ＝２ｔ，则
Ξｔ１，（．，ｉ） － γｔ ＝２

Ｉ－ｔ１－１－２ｔ　　　
＝２ｔ（２ｔ－ｔ１－１）－１
≥２ｔ－１＞０

若Ｉ为奇数，由于Ｉ－ｔ１＞Ｉ－ｔ，则

Ξｔ１，（．，ｉ） － Ξｔ，（．，ｉ） ＝２
Ｉ－ｔ１－１－（２Ｉ－ｔ－１）

＝２Ｉ－ｔ１－２Ｉ－ｔ＞０
由上述可知，当 ｔ１＜ｔ时，改进算法在第 ｔ１层分层
后能找到一个向量大于ｍａｘ（γｔ，Ξｔ，（．，ｉ））。
２）当ｔ１＞ｔ时，若Ｉ为偶数，有

γｔ１ － γｔ ＝２
ｔ１－２ｔ＞０

若Ｉ为奇数，因为ｔ１和ｔ都为正整数，所以ｔ１－ｔ≥
１，即２ｔ１≤２１＋ｔ，再由Ｉ＝２ｔ＋１，则有

γｔ１ － Ξｔ，（．，ｉ） ＝２
ｔ１－（２Ｉ－ｔ－１）

＝１＋２ｔ１－２１＋ｔ

≥１＞０
由上述可知，当 ｔ１＞ｔ时，改进算法在第 ｔ１层分层
后能找到一个向量大于ｍａｘ（γｔ，Ξｔ，（．，ｉ））。

综上所述，在ｔ１＜ｔ和ｔ１＞ｔ的情况下，若在第
ｔ１层进行分层后均能找到一个向量大于 ｍａｘ（γｔ，
Ξｔ，（．，ｉ）），即证明了在第ｔ＝?Ｉ／２」层进行分层时改
进算法的计算复杂度最小。

本文算法采用分解思想对小波树进行处理，

即先将原Ｎ维向量分解成若干维数较低的向量，
再将分解后的下层各向量合并成矩阵 Ξ，最后分
别对上层向量γ和下层矩阵Ξ进行观测并重构。
同时，在理论上证明了改进算法具有低复杂度及

对应参数最优取值的合理性。

３　仿真实验

本节对文献［１１］中基于小波树模型的压缩
感知重构算法（ＴｒｅｅｂａｓｅｄＣＳ）和本文算法（Ｈ
ＴｒｅｅｂａｓｅｄＣＳ）性能进行比较。为了验证改进算

·０９·
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法的有效性，采用３次多项式分段光滑信号进行
仿真测试，设置５个间断点，选用 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ－４
小波作为小波基函数，利用共轭梯度法（ｃｏｎｊｕｇａｔｅ
ｇｒａｄｉｅｎｔｓ）求解，最大迭代次数设为２０次。

３．１　重构效果比较

首先分别采用改进前后的两种算法对长度

Ｌ＝２１０的同一信号进行重构，观测量取Ｍ＝３Ｋ，其
中Ｋ表示信号稀疏度。

图２为改进前后两种算法针对图１中的原信
号进行单次重构的效果比较。从图中可以看出，

改进后算法重构误差为０．０１２２１２，小于文献［１１］
算法的重构误差０．０４３４９６。

（ａ）原算法ＭＳＥ＝０．０４３４９６

（ｂ）改进算法ＭＳＥ＝０．０１２２１２
图２　重构效果比较

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图３（ａ）为两种算法下信号单次重构误差比
较，取原信号与重构信号差的绝对值作为测量指

标。经比较发现，改进后的算法重构误差较低且

整体错误水平较为稳定。

图３（ｂ）显示了两种算法中当 Ｍ／Ｋ递增时平
均重构误差比较，对同一个信号在不同的 Ｍ取值
处分别进行２００次蒙特卡洛实验，取重构误差的
平均值。经比较发现，当 Ｍ／Ｋ较小时，即观测量
较少时，改进算法相对原算法可以获得较高的重

构精度。

本文算法具有较小的重构误差主要有两方面

原因：一是改进后的算法对小波系数进行了分层

（ａ）单次信号重构误差

（ｂ）平均重构误差
图３　信号重构误差比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

处理，由于重要子树的长度较短，使算法的搜索空

间变小，更有利于共轭梯度法在有限的迭代次数

内准确拟合；二是本文算法对原小波树进行了分

解，分解后的各子树均采用文献［１１］中观测量的
计算方法，但是对于矩阵 Ξ中各向量的稀疏度，
取矩阵Ξ中向量稀疏度最大值作为每个向量的
稀疏度，导致观测量高于原算法中的观测量。因

此，本文提出的改进算法保证了重构的精度。

３．２　计算时间比较

１）为了验证改进算法的时效性，分别随机生
成长度为Ｌ＝２９，Ｌ＝２１０，Ｌ＝２１１，Ｌ＝２１２，Ｌ＝２１３的
信号，对每个信号进行５０次蒙特卡洛仿真实验，
取运行时间的平均值，结果如图４所示。

从图４中可以看出改进后的算法在效率方面
较原算法有很大的提高，尤其是在信号长度增加

的情况下，这种优势更为突出。原因是随着信号

长度的增加，ＣＳＳＡ算法计算复杂度都呈非线性
增长，且当搜索到一个距树根较近的非单调变化

的节点时，都要计算以此节点为根的所有子树小

波系数平均值的绝对值，进一步增加了计算复杂

度。而改进后的算法对小波树模型进行分层处

理：一是通过减少各个小波子树的层数降低了计

·１９·
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图４　运行时间比较
Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

算复杂度；二是减少了非单调变化大系数出现的

可能性。这种分解的思想在处理大尺度信号时效

果更为明显。

２）为了验证当分层数ｔ取?Ｉ／２」时算法的总
体复杂度最小，分别利用长度为２１３和２１２的信号
做蒙特卡洛仿真实验。针对不同的分层数做了

５０次仿真实验，取运行时间的平均值，实验结果
如图５所示，在结果中可以看出最小的平均运行
时间均出现在分层数为６的情况下，由此进一步
验证了改进算法计算复杂度的理论分析的正

确性。

图５　不同分层位置的运行时间比较
Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐｌｉｔｔｉｎｇｌａｙｅｒｓ

４　结论

本文研究了分段光滑信号小波分解系数的性

质，分析证明了其系数具有分层连通树结构，并基

于模型压缩感知理论，提出基于上述结构的压缩

重构算法。这种分层处理的方法降低了运算复杂

度，从而有效提高了重构效率。仿真证明了本文

算法的有效性。
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