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干，提高教员自身理论水平和技术水平. 流体力学被

评为海军优秀课程一等奖，《流体力学课程教学改革

的研究与实践》获海军优秀教学成果奖，主持完成的

教学科研《突出海军职业课程特点,打造一流实践平

台》被评为湖北省优秀高等教学成果二等奖. 利用

自行研制的船池拖动系统和波浪水槽，先后完成了

“973”、总装预研、科技部基金等 5 项科研课题的实

验研究，实验室科研能力得到了增强.

3.3 加强了自身优势，加速了推广应用

通过五年来实验教学和科研实践，机翼升阻力

等气动力学实验设备，学员反映该系列实验设备原

理直观、操作简便，测量误差小；与其他单位的同类

设备相比，性价比高. 自循环流场显示系统流场稳

定，湍流度低，显示效果好，已推广到上海交通大学

和青岛海洋大学等十多个单位. 船池拖动系统的拖

车运行稳定，操控方便，安全性好，已推广到中科院

力学所.

4 结束语

通过自行研发实验设备，解决了教学急需，保证

了实验开出率，锻炼了实验室队伍，提高了实验教学

质量. 使理论与实践有机地结合，为解决教学中的问

题打下坚实基础，实验室自制实验设备必将对实验

教学改革、学员创新能力的培养产生积极的影响.
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一类柱铰链动约束力问题的解答与探讨
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摘要 利用达朗贝尔原理解决动力学问题在工程实践中得到

重要应用，也是理论力学教学中的一个重要内容，但具有机

械式调速原理机构中的一类柱铰链处的动约束力问题需要更

深入的探讨，通过对此类动力学问题的求解，得到了系统之

间的约束力、速度与结构参数之间的关系及应用达朗贝尔原

理解题的条件，并给出了在教学中的几点建议.
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引 言

在理论力学中的达朗贝尔原理章节，有许多是

这样一类例题和习题 [1-2]，主要是由转轴与一个刚

体用柱铰链连接，其刚体可绕柱铰链转动，如机械式

调速器等，如图 1 和图 2 所示. 理论力学课程在这

一类题目中，主要是求它们之间的夹角值或柱铰链

的动约束力，但并没有考虑夹角的变化对动约束力

的影响，但在工程实际中这个角度是可以变化的，

那么结果是怎样呢？本文以一个习题为例，对此问

题进行了求解，给出了夹角、转速和动约束力之间
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图 1 机械式调速器示意图

图 2 达朗贝尔原理的例题示意图

的关系，此结果在教学中有一定的参考价值.

1 问题的提出

匀质杆 AB 长为 l，质量为 m，以等角速度 ω绕

铅垂轴 z 转动，如图 3(a) 所示. 试求杆与铅垂线的

夹角 β 及铰链 A的动约束力. 此类题多出现在理论

力学的达朗贝尔原理章节中，沿用多年. 在一般情

况下其答案为：

(a) (b)

图 3 机械结构及受力图

以 AB 杆为研究对象，其受力图如图 3(b) 所

示，其惯性力为 [3]

FI =
mlω2 sinβ

2

由达朗贝尔原理
∑

MAy (F ) = 0

−2FIl cos β

3
+

mgl sinβ

2
= 0

∑
Fx = 0 , FAx + FI = 0

∑
Fz = 0 , FAz + mg = 0

计算得

β = arccos
(

3g

2lω2

)

FAx = −mω2 sinβ

2

FAz = mg

但在此题意中，并没有确定夹角是固定不变的，并且

从约束上来讲，物体是可以围绕柱铰链转动的，此解

法只得到了人为认为夹角不变条件下的结果，并不

完全符合动力学规律，那么还有别的答案吗？

2 问题的解答

取细杆 AB 为研究对象. 因细杆绕柱铰链 A 运

动，并随铅直轴一起转动，严格来说，它是一个空间

动力学问题，因此，可用一般动力学方法求解. 为此

建立如图 4(a)所示的细杆的连体坐标系 Ax′y′z′，显

然该坐标系就是细杆在点 A 处的惯性主轴坐标系，

(a)

图 4 受力图及运动示意图
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(b)

图 4 受力图及运动示意图 (续)

细杆对轴 Ax′, Ay′ 和 Az′ 的转动惯量分别为

Ix′ = Iz′ =
1
3
ml2 , Iy′ = 0 (1)

根据刚体运动学，细杆的绝对角速度、绝对角加速度

分别为 [4]

Ω = −ω sinβi′ − ω cos βj′ + β̇k′ (2)

ε = −ω cos β · β̇i′ + ω sinβ · β̇j′ + β̈k′ (3)

在细杆质心 C 点的加速度矢量图如图 4(b) 所示，

细杆的质心加速度为

aC = (−aτ
r + an

e cos β)i′ + (−an
r − an

e sinβ)j′+

(−2ωvr cos β)k′ =

(aτ
r cos β − an

r sinβ − an
e )i + (2ωvr cos β)j+

(aτ
r sinβ + an

r cos β)k (4)

其中

aτ
r =

1
2
lβ̈ , an

r =
1
2
lβ̇2

an
e =

1
2
lω2 sinβ , vr =

1
2
lβ̇

(5)

细杆的受力图如图 4(a) 所示，其中 Fx′ 和 Fy′

分别表示柱铰链 A 的约束力沿轴 Ax′ 和 Ay′ 方向

的两个正交分量，Mx′ 和 My′ 分别表示柱铰链 A的

动约束力偶沿轴 Ax′ 和 Ay′ 方向的正交分量.

刚体的一般运动微分方程为

maC =
∑

F (6)

Ix′εx′ + (Iz′ − Iy′)ωz′ωy′ = Mx′

Iy′εy′ + (Ix′ − Iz′)ωx′ωz′ = My′

Iz′εz′ + (Iy′ − Ix′)ωy′ωx′ = Mz′





(7)

将式 (1) ∼ 式 (3) 代入式 (7)，将式 (4)、式 (5)

代入式 (6) 得

m
(
− 1

2
lβ̈ +

1
2
lω2 sinβ cos β

)
−mg sinβ = Fx′

m
(
− ωlβ̇ cos β

)
= Fz′

m
(
− 1

2
lβ̇2 − 1

2
lω2 sin2 β

)
−mg cos β = Fy′

−2
3
ml2ωβ̇ cos β = MAx′

MAy′ = 0

1
6
ml(2lβ̈ − lω2 sin 2β + 3g sinβ) = MAz′ = 0




(8)

即为细杆的动力学方程. 这是一个非线性方程组，

只有给了初始条件才能利用式 (8) 中最后一个方程

求出夹角值 β 的变化规律，然后将其结果代入其他

方程才能求出约束力 Fx′ , Fy′ , Fz′ , MAx′ .

将结果变换到 Axyz 坐标系则得

m
(1

2
lβ̈ cos β − 1

2
lβ̇2 sinβ − 1

2
lω2 sinβ

)
= FAx

mωlβ̇ cos β = FAy

m
(1

2
lβ̈ sinβ +

1
2
lβ̇2 cos β + g

)
= FAz

2
3
ml2ωβ̇ cos2 β = MAx

2
3
ml2ωβ̇ cos β sinβ = MAz

1
6
ml(2lβ̈ − lω2 sin 2β + 3g sinβ) = 0

从而可以看出，β̈, β̇ 对 FAx, FAy, FAx, MAz 和

MAz 等约束力的影响，只有当 β̈ = β̇ = 0 时，才能

得

β = arccos
(

3g

2lω2

)

FAx = −mω2 sinβ

2
, FAz = mg

此结果与前面的结果相同，这说明在此题目的计算

中，强调初始条件 β̈ = β̇ = 0是非常必要的. 但是，

严格来说，它受到微干扰后，此条件很难保证实现，

作为机械调速器还主要是利用角度 β 的位置变化调

整主轴的转速. 若考虑主轴转速的变化，这将是一



第 3 期 刘习军等：一类柱铰链动约束力问题的解答与探讨 337

个更为复杂的问题.所以，在理论力学的达朗贝尔原

理教学中，应用如图 5 所示类型的题目求解相应位

置的约束力比较好，既达到了练习达朗贝尔原理的

作用，还澄清了其他一些不确定性因素对约束力的

影响.

图 5 结构示意图

3 结 论

在理论力学教学中，这类动力学问题是一个很

复杂的问题，在教学过程中，对于此类问题，可选以

下建议之一：(1) 选用如图 5 所示结构；(2) 在题目

中附加 β 为固定值不变的条件；(3) 指出 β 可以变

化，让学生进行独立思考，开拓学生的解题思路.
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关于征集中国力学学会老照片和

开展《我与中国力学学会》征文活动的通知

2017 年中国力学学会将迎来 60 周岁的生日. 峥嵘岁月六十载，春华秋实铸辉煌. 为生动刻画中国力学

学会的发展历程，展现学会全貌，重拾难忘回忆，中国力学学会现面向学会全体会员、广大科技工作者开展

老照片征集和《我与中国力学学会》征文活动. 有关事项如下：

征集内容

一、老照片

1、中国力学学会成立初期的理事会照片；

2、1978 年全国力学学科规划会议照片；

3、早期的分支机构学术活动照片，特别是 1980s 以

前的学术活动照片、期刊编委会照片等；

4、其他您认为能反映学会历史的照片.

二、《我与中国力学学会》征文

1、讲述自己在参与力学学会发展中的真实经历、亲

身感受；

2、客观真实地回顾自己参与或见证中国力学学会 60

年来的重大事件、重要活动和取得的可喜进步和

成绩；

3、记录自己与学会一起成长的发展历程.

征集时间和跨度

征集截止时间：2016 年 12 月 31 日

征集时间跨度：学会 1957 年成立至今

征集方式

1、老照片请提供照片电子版或纸版，请注明提供者

姓名、联系电话，并简单介绍图片内容，包括时间、

地点、人物、时间等；图片不便寄送、或因年事已高

不便处理图片的老同志，可通过电话联系相关工作

人员商谈取片、翻拍事宜. 照片一经选用，学会将向

提供者支付相应稿酬，赠送纪念画册等.

2、征文请将电子文档 (word 格式) 发送到

liuyang@cstam.org.cn，邮件主题请设为 “我与力学

学会征文”. 文章题目自拟，作品体裁不限，每篇征

文字数限 6000 字以内. 请提供 150 字以内的作者简

介，同时标明作者姓名、性别、工作单位、职务、通

信地址、邮政编码、联系电话、电子邮箱等相关信息.

要求征文稿件未正式公开发表过. 入选文章将

从 2017 年 1 月起在《力学与实践》和中国力学学会

专题网站上陆续刊发.

期待您把最经典回忆传至我们的邮箱

联系人：刘洋

邮寄地址：北京市北四环西路 15 号，中国力学学会

办公室 (100190)

联系电话：010-82543903 邮箱：liuyang@cstam.org.cn


