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混凝土I型裂缝扩展准则比较研究 

王璀瑾，董  伟，王  强，吴智敏，曲秀华 

(大连理工大学海岸与近海工程国家重点实验室，辽宁，大连 116024) 

摘  要：针对混凝土I型裂缝扩展问题，分别采用以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则、最大拉应力准则以及裂尖

处应力强度因子为零的裂缝扩展准则，数值模拟了强度等级C20、C40、C60、C80和C100的混凝土三点弯曲梁裂

缝扩展全过程，获取了试件的荷载-裂缝口张开位移(P-CMOD)曲线并与试验结果进行了比较。结果表明，三种

准则中以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则计算得到的峰值荷载及P-CMOD全曲线与试验结果差别最小。随着混

凝土强度等级的提高，最大拉应力准则以及裂尖处应力强度因子为零的裂缝扩展准则计算出的P-CMOD曲线与

试验结果相比均有较为明显的偏离，但以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则计算结果与试验曲线更为吻合。试验

与计算结果表明，以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则更适用于不同强度混凝土材料的断裂分析。 
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A COMPARATIVE STUDY ON PROPAGATION CRITERION OF 
CONCRETE MODE I CRACK 

WANG Cui-jin , DONG Wei , WANG Qiang , WU Zhi-min , QU Xiu-hua 

 (State Key Laboratory of Costal and Offshore Engineering Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China) 

Abstract:  In order to analyze the propagation of concrete mode I crack, three crack propagation criteria, which 

are characterized by the initial fracture toughness, maximum tensile stress and nil stress intensity factor at the tip 

of the crack, are introduced to derive the load-crack mouth opening displacement curves (P-CMOD) of three-point 

bending beams. The P-CMOD curves are compared with the experimental results of concrete with variated 

strength including C20, C40, C60, C80 and C100. The results indicate that the peak load and the P-CMOD curves 

calculated using the crack propagation criterion characterized by initial fracture toughness have best matched with 

the experimental ones. With the increasing of concrete strength, the P-CMOD curves calculated by the crack 

propagation criteria characterized by maximum tensile stress and nil stress intensity factor at the tip of the crack 

show an obvious deviation from the experimental curves; while the P-CMOD curves calculated by the crack 

propagation criterion characterized by initial fracture toughness are close to the experimental results. It is 

indicated that the crack propagation criterion characterized by initial fracture toughness is more suitable to analyze 

the fracture process of concrete beams with different strength. 
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在混凝土断裂过程分析中，一个准确且适用

范围广的裂缝扩展准则对裂缝扩展全过程的分析

至关重要。龙渝川和张楚汉等[1]分别采用弥散裂缝

模型[2]和分离裂缝模型[3]并应用最大拉应力准则模

拟了混凝土 I 型和 I-II 型复合型断裂，发现这两种

方法的计算结果基本一致。顾嘉丰等[4]对水工混凝

土采用弥散型裂缝模型进行开裂分析时的开裂判

据进行了研究，得到了数值模拟中破坏所对应的

等效塑性应变。Carpinteri 和 Massabó[5]针对水泥基

材料的 I 型断裂提出了用应力强度因子表征的裂缝

扩展准则，该准则认为裂缝处于临界状态时，其

裂尖的应力强度因子为零，即裂缝尖端由外力引

起的应力强度因子 P
IK 与粘聚力引起的应力强度因

子 IK 之差 I 0K ≥ 时裂缝开始扩展。Bittencourt 和

Ingraffea 等[6]也推荐采用该裂缝扩展准则来分析裂

缝扩展全过程。 Ooi 和 Yang[7 － 9] 、 Yang 和

Deeks[10]、Moës 和 Belytschko[11]分别应用此准则对

钢筋混凝土、素混凝土 I 型裂缝、复合型裂缝扩展

进行了分析，计算结果与试验吻合良好。然而混

凝土作为一种半脆性材料，其裂缝尖端仍存在一

定的奇异性，其断裂破坏过程则需经历裂缝起

裂、稳定扩展和失稳扩展三个阶段。对此，徐世

烺和赵国藩[12]提出了双 K 断裂准则，起裂断裂韧

度 ini
ICK 、失稳韧度 un

ICK 为该模型的两个参数。众多

研究结果表明，双 K 断裂参数是反应混凝土材料

内在属性的固有参数。但是双 K 断裂准则中两个

参数并不独立，且准则并未考虑失稳后的裂缝扩

展过程。对此吴智敏和董伟等 [13－14]将起裂韧度
ini
ICK 作为材料参数，提出了 I 型裂缝扩展准则与   

I-II 复合型裂缝扩展准则。其中，I 型裂缝扩展准

则认为当裂尖处外荷载引起的应力强度因子 P
IK 与

粘聚力产生的强度因子 IK 之差大于起裂韧度 ini
ICK

时，裂缝开始扩展。Dong 和 Wu 等[15－16]采用该扩

展准则计算了三点弯曲梁及无限大板的 P-CMOD

曲线，计算结果与试验结果吻合良好。另外，董

伟等[17]根据该准则利用 ANSYS 有限元软件计算了

全级配混凝土 I 型裂缝扩展的 P-CMOD 曲线、临

界裂缝长度及双 K 断裂韧度并与试验进行了比

较，二者吻合良好。 

综上所述，目前国内外学者分别采用三种裂

缝扩展准则所计算的结果与试验结果均吻合良

好。值得指出的是，这些研究多针对于普通强度

等级混凝土，并未涉及混凝土强度等级较高的情

况。为此，本文分别采用最大拉应力准则、裂尖

处应力强度因子为零的裂缝扩展准则以及以起裂

韧度为参数的裂缝扩展准则，计算了不同强度等

级混凝土的三点弯曲梁荷载-裂缝口张开位移曲

线，并与试验结果进行比较，在此基础上，讨论

了三种准则的适用性。 

1  裂缝扩展准则 

1.1  最大拉应力准则( t t=f 准则) 

t t=f 准则可简单地表述为，当裂尖最大主应

力大于混凝土单轴抗拉强度 tf 时，裂缝开始扩

展，开裂后裂缝间粘聚力则由裂缝位移来控制，

当达到临界裂缝位移时，粘聚力降为零。 

在最大拉应力准则的数值计算时，本文利用

了有限元软件 ABAQUS 当中的塑性损伤模型。

ABAQUS 中的塑性损伤模型作为一种弹塑性断裂

模型被广泛应用于混凝土结构的计算。该模型可

概括为方程： 
(1 )d                                                   (1) 

e p p
0 : ( ) { ( , ) 0}l l lD F         ≤       (2) 

p p p( , )l l lh                                              (3) 

p ( )l G  






                                              (4) 

式(1)为存在损伤时的有效应力， 为 Cauchy 应

力； 为有效应力；d 为损伤变量。式(2)定义了

有效应力与弹性应变的关系， e
0

lD 为材料的无损刚

度；  为总应变； pl 为塑性应变； pl 为等效塑

性应变； p( , )lF   为屈服函数。式(3)为硬化参数

的演化，其中 pl 为等效塑性应变率； p( , )lh   为

硬化函数； pl 为塑性流动。式(4)定义了流动法

则，G 为塑性势；为非负的流动因子；流动法则

采用基于 Drucker-Prager[18]流动面的非关联流动法

则。在处理素混凝土断裂问题时，裂缝的起裂与

扩 展 在 塑 性 理 论 中 被 表 述 为 当 屈 服 函 数
p( , ) 0lF    时，材料处于弹性段。当屈服函数
p( , ) 0lF    时，混凝土开裂，本构方程进入软化

段。进入软化段后，微裂纹的增长则由不断增大

的硬化变量来描述。由式(3)可知，硬化变量由
和 pl 控制，这里： 

p
tp

p
c

l
l

l






 
  
  





                               (5) 
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对素混凝土 I 型张拉裂缝而言，未裂混凝土通

常是线弹性的，因此单轴受压塑性应变 p
c 0l  ，

屈服面将主要由 p
t

l 来控制。 p
t

l 为混凝土单轴受拉

塑性应变，在不考虑损伤的情况下 p ck
t t

l   ， ck
t

为裂缝应变，如图 1(c)所示。为避免网格敏感性，

需采用如图 1(d)所示的应力-裂缝位移的关系定义

混凝土软化特性。再将裂缝位移处理为塑性应

变，就得到了与单元尺寸无关的应力-应变软化曲

线，计算过程中若单元裂缝位移达到临界值时需

删除单元。 

              
(a) 平面应力状态下的屈服面      (b) 偏平面上的屈服面 

ck
t e

0t
l

p
t

l e
t

l   
(c) 单轴受拉本构关系           (d) 偏平面上的屈服面 

图 1  塑性损伤模型单轴受拉本构曲线及屈服面 

Fig.1  The constitutive curve and yield surface of concrete 

damage plasticity mode under uniaxial tension condition 

1.2  裂尖处应力强度因子为零的裂缝扩展准则 

( P
I I I 0K K K   准则) 

Dugdale-Barenblatt 模型[19－20]认为对于弹塑性

材料裂尖塑性区内复杂的作用力可以整合为一个

作用在裂缝两侧的粘聚力。若将物理裂尖移至塑

性区边缘，由于粘聚力的作用，数学裂尖处应力

奇异性消失，因而该点处应力强度因子为零。

Hillerborg 等[21]采用 D-B 模型的概念，将裂尖前端

的微裂损伤区(如图 2 所示)集成为一条虚拟的裂

缝。在虚拟裂缝上，作用有随张开位移增大而减

小的粘聚力，直至位移达到一定值，粘聚力降为

零，形成宏观裂缝。虚拟裂尖应力分布如图 3 所

示。由图 3 可知，裂尖处应力值为混凝土抗拉强

度 tf ，虚拟裂缝尖端应力已无奇异性，所以虚拟

裂尖处应力强度因子 P
I I I 0K K K   。这里 P

IK

为由外荷载引起的应力强度因子， IK 为粘聚力在

虚 拟 裂 尖 处 引 起 的 应 力 强 度 因 子 。 当

P
I I I 0K K K   时，表明外荷载张开裂缝的能力

大于粘聚力闭合裂缝的能力，裂缝向前扩展。 

 
图 2  实际裂缝扩展 

Fig.2  The true crack of concrete 

 
图 3  虚拟裂缝裂尖应力分布  

Fig.3  The stress distribution of fictitious crack 

1.3  以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则

( P ini
I I I ICK K K K   准则) 

众多试验证明，混凝土结构的裂缝扩展存在

起裂、稳定扩展及失稳扩展三个状态。据此，徐

世烺提出了双 K 断裂准则。该准则采用两个控制

参数 ini
ICK 和 un

ICK 来描述混凝土结构的断裂过程。
ini
ICK 为起裂断裂韧度，即裂缝起裂时在裂尖处由外

荷载引起的应力强度因子，此时对应于起裂荷载

iniP 、裂缝初始缝长 0a 。 un
ICK 为失稳断裂韧度，即

荷载达到最大值时，临界有效裂缝尖端处由外荷

载引起的应力强度因子，此时对应于最大荷载

maxP 、临界有效缝长 Ca 。 

根据双 K 断裂理论，吴智敏、董伟等[13－17]提

出了以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则。该准则

认为，若将裂缝的每一次扩展都当做是裂缝尖端

区域混凝土的一次起裂过程，则整个裂缝扩展过

程可以看作是由若干次起裂过程所组成，判定起

裂与否的标准就是起裂韧度。因此，裂缝扩展准

则可由下述公式表述：  

1) 当 P ini
I I IC<K K K 时，裂缝不扩展； 

2) 当 P ini
I I IC=K K K 时，裂缝处于临界状态； 

3) 当 P ini
I I IC>K K K 时，裂缝向前扩展。 

2  裂缝扩展分析  

最大拉应力准则计算 ( t t=f 准则 )裂缝扩展

时，结合弥散裂缝模型，假定单元的最大主应力

超过其抗拉强度时，会在垂直于最大主应力的方

向形成无数条平行的微裂纹，当某一单元发生开
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裂，只需调整其材料的本构关系，而无须重新划

分网络。根据弥散裂缝模型的主要思想，本文利

用 ABAQUS 当中自带的混凝土塑性损伤模型进行

了数值实现。为了得到对位移较精确的结果，有

限元模型采用 CPS8R(八节点四边形二次平面应力

减缩积分单元)单元，单元模型如图 4 所示。该单

元在每条边上有中间结点，采用二次插值。减缩

积分单元比普通的完全积分单元在每个方向少用一

个积分点，对位移的求解结果较为精确且在网格存

在较大变形时分析精度也不会受到大的影响。 

4 

5
1 2

6

37

1 2

34

8

 
图 4  单元 CPS8R 示意图 

Fig.4  Element CPS8R 

对于裂尖应力强度因子为零的裂缝扩展准则

和以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则，本文根据

上文论述原理使用 FORTRAN 语言编译了相关程

序进行计算，其中采用位移外推法计算了裂缝尖

端应力强度因子。所谓位移外推法，就是先利用

数值方法求得裂缝尖端附近区域的位移场，再利

用位移场的表达式得到节点的应力强度因子，之

后通过数值方法外推获得裂缝尖端的应力强度因

子。对于 I 型裂缝(张开型)问题，应力强度因子 IK

可以利用裂缝尖端区域( 0r  )的裂纹表面位移表

示，公式如下：  

I
0

2 2π
 = lim

( +1) r

G
K

r


  
                     (6) 

式中：G 为剪切弹性模量； 为裂缝张开方向的位

移； 与泊松比 有关。 

3 4
 =

(3 ) / (1+ )

μ

μ μ







，平面应变

，平面应力
        (7) 

在利用 FORTRAN 程序计算时，具体计算步骤

如下：1) 首先需假设裂缝扩展长度 a 并使荷载从

零开始递增；2) 根据试件变形利用位移外推法得出

裂尖应力强度因子 P
IK 和 IK ；3) 判断 P

I IK K 是

否大于 0 或者 ini
ICK 确定裂纹是否向前扩展；4) 重复

以上步骤直至裂纹扩展至试件边界结束。 

3  不同裂缝扩展准则计算的 P-CMOD 
曲线 

3.1  试验概况 

本文采用强度等级为 C20、C40、C60、C80、

C100 的混凝土试件进行了三点弯曲梁的断裂试

验，试件几何尺寸见图 5。其中，试件跨度

S=480 mm，高度 D=120 mm，厚度 B=60 mm，初

始缝长 a0=36 mm。 

 
图 5  三点弯曲梁 

Fig.5  Three-point bending beams 

浇筑混凝土所用材料为大连小野田生产的

42.5#和 52.5#普通硅酸盐水泥；C100 级混凝土采用

石英砂，其余强度等级试件采用大连产优质河

砂；C100 级混凝土采用最大粒径为 16 mm 的花岗

岩，其余强度等级试件采用最大粒径为 20 mm 的

石灰岩；粉煤灰采用 I 级粉煤灰，并采用上海埃肯

公司生产硅灰及西卡 3301E 型高效减水剂；缓凝

剂为阿拉丁试剂公司生产的葡萄糖酸钠。混凝土

配合比具体见表 1。试验所用混凝土力学参数见 

表 2。所有数据均通过试验测得，其中，断裂能和

起裂韧度通过三点弯曲梁试验测得，表中所列数

据为一组三个试件所测数据平均值。 
 

表 1  混凝土配合比 

Table 1  The proportions of concrete mix 

材料用量/(kg/m3) 
类别 水泥型号 

水泥 砂 石子 水 粉煤灰 硅灰 减水剂 缓凝剂 
水胶比 

C20 42.5 336 692 1177 195 — — — — 0.67 

C40 42.5 446 593 1102 214 — — — — 0.48 

C60 52.5 390 631 1226 142 61 — 6.3 — 0.35 

C80 52.5 420 495 1155 144 120 60 13.4 0.3 0.24 

C100 52.5 420 495 1155 138 120 60 9.0 0.3 0.23 
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表 2  试验材料参数 

Table 2  The material parameters of concrete 

类别 

立方体 

抗压强度/ 

fck,cube/MPa 

抗拉强度

fctm/MPa 

弹性

模量

E/GPa

断裂能

GF/(N·m1) 

起裂韧度/ 
ini
ICK /(MPa·m1/2)

C20 32.8 3.05 29.9 117.1 0.46 

C40 48.9 3.74 33.2 126.4 0.62 

C60 69.9 4.43 35.7 128.7 0.63 

C80 84.1 5.01 38.1 135.6 0.67 

C100 115.8 5.71 41.4 147.5 0.92 

3.2  试验结果与数值结果对比 

在上述计算结果的基础上，本文分别采用三

种裂缝扩展准则，计算了混凝土强度等级为 C20、

C40、C60、C80、C100 的三点弯曲梁试件的 P- 

CMOD 曲线。算例所用三点弯曲梁的尺寸如图 5

所示，各项力学参数见表 2，软化本构关系选用

Petersson[22]双线性软化曲线，见图 1(d)。 

上述工况下，将三种准则的计算结果进行对

比，如图 6~图 8 及表 3 所示。图中绘有三条试验

曲线和两条计算曲线，试验曲线为三点弯曲梁试

验实测值，计算曲线各项参数采用的是试验参数

平均值。 
 

本文统计了各强度等级下 I 0K  准则、

t tf  准则以及 ini
I ICK K 准则与试验结果最大荷

载相对差别。公式如下： 
1 2
max max

2
max

| |
= 100%

P P

P



                    (8) 

其中： 1
maxP 指数值计算的峰值荷载； 2

maxP 指试验

实测峰值荷载平均值。所有数据见表 3。 

从图 6~图 8 可以看出各强度等级混凝土的 P-

CMOD 曲线在线性部分三种准则计算结果是基本

一致的，但进入到非线性部分，由 t tf  准则及

I 0K  准则所预测的 P-CMOD 曲线在峰值荷载处

均低于试验平均值，而 ini
I ICK K 准则的预测值则

(除去 TPB100 组外)普遍高于试验平均值。同时，

利用 ini
I ICK K 准则计算得到的峰值荷载与试验平

均值更为接近，相对差值均小于 10%；利用

I 0K  准则以及 t tf  准则计算所得峰值荷载与

试验平均值相对差别较大，除 TPB20 组外均在

10%以上，最大可以达到 23%。由此可以得出结

论，以起裂韧度为参数的裂缝扩展准则更适合不

同强度混凝土材料的断裂分析。 

表 3  峰值荷载比较 

Table 3  The comparison of peak load 

峰值荷载实测值/kN 
类别 

试件 1 试件 2 试件 3 

峰值荷载

平均值/kN

ini
I ICK K

计算值 

相对差值/ 

(%) 

I 0K 
 

计算值 

相对差值/ 

(%) 

t tf 
 

计算值 

相对差值/ 

(%) 

TPB20 2.698 2.298 2.469 2.485 2.667 7.32 2.261 9.01 2.296 7.61 

TPB40 3.300 3.202 3.346 3.283 3.305 0.67 2.682 18.32 2.920 11.06 

TPB60 3.469 3.545 3.462 3.501 3.631 3.71 3.742 15.97 3.137 10.40 

TPB80 4.043 3.716 3.667 3.806 3.953 3.86 3.302 13.20 3.341 12.22 

TPB100 4.767 4.840 4.669 4.761 4.268 10.35 3.654 23.25 3.728 21.70 

 
(a) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2

3

裂缝口张开位移/mm

TPB40-1
TPB40-2
TPB40-3
KI=Kini

t=ft

 
(b) 

荷
载

/k
N

 
(c) 

荷
载

/k
N

 
(d) 



94 工    程    力    学  

0

1

2

3

4

5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

TPB100-1
TPB100-2
TPB100-3

裂缝口张开位移/mm

KI=Kini

t=ft

 
(e) 
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注：图中 TPBaa-b 含义为：TPB 指三点弯曲梁试件；aa 指对应强

度等级；b 指试件编号 

图 6  ini
I ICK K 准则、 t tf  准则与试验结果对比 

Fig.6  The comparison of the results using ini
I ICK K criterion, 

t tf  criterion and experimental result  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

荷
载

/k
N
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(f) 

图 7  ini
I ICK K 准则、 I 0K  准则与试验结果对比 

Fig.7  The comparison of the results using ini
I ICK K criterion, 

I 0K   criterion and experimental result  
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图 8  I 0K  准则、 t tf  准则与试验结果对比 

Fig.8  The comparison of the results using I 0K   criterion, 

t tf  criterion and experimental result 

3.3  讨论 

对于纯脆性材料，裂尖应力场是存在奇异性

的，且裂缝间没有粘聚力，因此由粘聚力产生的

应力强度因子 I 0K  。那么，当外荷载引起的应

力强度因子与粘聚力引起的应力强度因子之差
P P
I I I ICK K K K   时，裂缝开裂并失稳扩展，

ICK 为断裂韧度即失稳韧度。而对于纯塑性材料，

由于材料屈服应力的限制，应力不能趋向于无

穷，塑性区的内力可以由粘聚力来表示。若将裂

缝尖端移至塑性区边缘，由于应力没有奇异性，

因 此 可 认 为 裂 缝 的 稳 定 条 件 为 I 0K  , 即
P
I I 0K K  ，此时，粘聚力引起的应力强度因子

P
I I 0K K   。对于混凝土这种材料来讲，较长的

亚临界扩展以及裂缝间存在的粘聚力导致了其不

能等同于纯脆性材料，但是 Shah 和 Ouyang[23]的

研究结果又表明若假设裂缝尖端奇异性消失将导

致计算得到的裂缝轮廓不同于实际测得的裂缝形

态。由此可知 P
I IK K 的值既不等于零也不等于

混凝土材料的断裂韧度 ICK ，而是介于两者之间的

一个数。 P ini
I I ICK K K  准则很好的反映了这个情

况，这一点从本文计算结果与试验结果的对比中

也可以看出。反观 I 0K  准则及 t tf  准则均认

为裂尖应力没有奇异性，因而两种准则的计算结

果基本相同，且预测的最大荷载较试验值偏低。

由于低强度等级混凝土的力学性能表现出一定的

塑性，其起裂韧度值较低，因而采用 I 0K  准

则、 t tf  准则及 ini
I ICK K 准则的计算值与试验

值相对差别基本一致。但是，随着混凝土强度等

级的提高，混凝土脆性变大，裂尖奇异性增大，

若仍采用 I 0K  准则和 t tf  准则计算，则计算

结果将明显低于 ini
I ICK K 准则的计算值，同时也
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会进一步远离试验曲线。而利用 ini
I ICK K 准则计

算所得的结果在更大程度上体现了混凝土的准脆

性，因此与试验结果最为接近。 

4  结论 

本文分别采用最大拉应力准则( t tf  准则)、

裂尖处应力强度因子为零的裂缝扩展准则

( P
I I I 0K K K   准则)以及以起裂韧度为参数的

裂缝扩展准则( P ini
I I I ICK K K K   准则)，计算了

不同强度等级混凝土三点弯曲梁试件的荷载-裂缝

口张开位移曲线(P-CMOD 曲线)，并与试验结果对

比后得到如下结论： 

(1) 利用 ini
I ICK K 准则计算得到的峰值荷载与

试验平均值最为接近，相对差值均小于 10%，而

由 t tf  准则及 I 0K  准则所预测的最大荷载则

与试验值相差较大，除去 C20 一组外，其余强度

等级下数值结果与试验结果的相对差别均大于

10%。 

(2) 不同准则计算的 P-CMOD 全曲线与试验曲

线相比上升段基本吻合，下降段差别较大。
ini

I ICK K 准则所预测的曲线下降段与试验曲线最

为吻合， I 0K  准则所预测的 P-CMOD 曲线最为

饱满，同时也与试验曲线相差最大，而由 t tf 

准则所预测的曲线则介于两者之间。 

(3) 对于强度等级为 C20 的混凝土，利用三种

准则计算出的 P-CMOD 曲线准确度相差不大。而

对于 C40 以上的混凝土，随着混凝土强度等级的

提高，混凝土的脆性变大，最大拉应力准则以及

裂尖处应力强度因子为零的裂缝扩展准则计算出

的 P-CMOD 曲线与试验结果相比均有较为明显的

偏离，而 ini
I ICK K 准则计算出的结果与试验结果

相对差别最小，说明该准则更适用于不同强度混

凝土的断裂分析。 
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