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基于解析梯度的经典 Ｌａｍｂｅｒｔ问题迭代求解方法
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　　摘　要：针对现有求解模型复杂、收敛速度慢等问题，在将经典Ｌａｍｂｅｒｔ转移问题转化为超越方程的基础上，
提出一种基于解析梯度的Ｌａｍｂｅｒｔ问题迭代求解算法。选择转移轨道的真近点角为迭代变量，导出转移时间关于
真近点角的解析梯度，构造一种基于解析梯度的牛顿迭代算法，降低了算法计算复杂度。理论分析表明该算法具

有二阶以上的收敛速度。依据偏心率向量与转移轨道形状的关系，通过几何方法分析得到转移轨道在初始位置处

的速度约束条件，推导转移轨道真近点角的最大值和最小值的解析表达式，并采用线性插值方法确定迭代初值，进

一步提高了迭代算法的收敛速度。数学仿真结果表明在各种转移条件下算法均能快速收敛，采用所给出的初值选

取方法初值确定精度高，进而能够加快收敛速度，而与较割线法相比较收敛速度快、计算量小，验证了所提出算法

的有效性。
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０　引　言

Ｌａｍｂｅｒｔ问题是确定经过特定转移时间到达目
标位置转移轨道的一类求解问题［１］，通过 Ｌａｍｂｅｒｔ
问题求解可以开展转移轨道设计与优化，也可计算

轨道转移所需速度增量，实现轨道转移控制与制

导［２－４］，是航天器轨道相关问题的重要基础。自

Ｇａｕｓｓ［５］首次提出迭代求解方法以来，已经形成了众

多求解算法［１，６－７］，早期研究的重点集中于以不同变

量表示的求解模型，近几年来，逐渐将重点转移到适



应于在轨应用的快速求解算法［８－１０］。

依据转移圈数的不同，Ｌａｍｂｅｒｔ问题可分为单圈
和多圈 Ｌａｍｂｅｒｔ问题［１１－１３］，多圈 Ｌａｍｂｅｒｔ问题通过
引入飞行圈数，建立燃料消耗与飞行圈数的优化求

解模型，采用优化算法确定燃料最优的飞行圈数，这

种方法被广泛用于转移时间比较长的航天任务规划

中［１１］。而对转移时间有严格要求的情况，需采用单

圈Ｌａｍｂｅｒｔ问题进行求解。
单圈Ｌａｍｂｅｒｔ问题的核心在于在选择独立变量

基础上，建立特定形式的转移时间函数，利用转移时

间的约束条件，将其转化为超越方程求根的问题，进

而采用迭代方法进行求解［１］。迭代变量可有多种

选择，包括与圆锥曲线性质相关的几何变量、普适变

量及与轨道六根数直接相关的轨道根数［１，５－７］。其

中，几何变量和普适变量没有直观物理意义，同时求

解过程涉及到大量的级数运算，导致求解过程复杂。

轨道根数直观且具有明显物理意义，但是转移时间

关于半长轴以及偏心率都不是单值函数［１］，不能保

证Ｌａｍｂｅｒｔ问题解的唯一性，为此，Ａｖａｎｚｉｎｉ［６］引入
偏心矢量率构建 Ｌａｍｂｅｒｔ问题模型，将偏心率分解
成平行于连接初始点与目标点弦方向的弦向偏心率

分量以及与弦方向垂直的横向偏心率分量，并验证

了转移时间关于横向偏心率分量是单调的，但转移

时间的函数及算法求解模型较为复杂。本文将选择

转移轨道在初始位置处的真近点角为变量，直接利

用开普勒时间方程推导出转移时间的函数，进而简

化Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求解模型。
Ｌａｍｂｅｒｔ问题可转化为一类超越方程，其求解常

采用迭代方法，其中迭代算法和初值精度是影响算

法性能的主要因素［１０］。对于迭代算法来讲，目前主

要有二分法、牛顿迭代法、割线法等［１４］，牛顿迭代法

收敛速度较快，但每次迭代会涉及到导数或者梯度

计算，运算量较大，为此本文拟根据转移时间函数的

具体表示形式，推导出转移时间函数关于真近点角

梯度的解析表达式，以减少算法的计算量。为选取

精度较高的迭代初值进而提高算法收敛速度，

Ｇｏｏｄｉｎｇ［８］利用启发式算法为迭代变量提供一个好
的初值，该方法被认为计算求解最有效的方法之一。

Ａｈｎ等［１０］根据转移轨道的大致范围，预先制定出初

值列表，在实时计算过程中只需通过查表确定迭代

变量的初值，能够快速给出较高精度的初值。本文

将利用几何方法推导出迭代变量的范围，并利用线

性插值的方法对初值进行估计。

综上，本文以单圈 Ｌａｍｂｅｒｔ问题为研究对象，
重点研究 Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求解算法，选择真近点
角为迭代变量，通过建立转移时间关于真近点角

梯度的解析表达式以及利用线性插值方法估计

算法初值，改善 Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求解性能，期望本
文研究对轨道转移、轨道交会等航天任务提供一

定的参考。

１　Ｌａｍｂｅｒｔ问题的求解模型

Ｌａｍｂｅｒｔ问题是根据初始位置 ｒ１和终端位置

ｒ２以及飞行时间 ｔｍ，求解初始位置的速度，在二
体动力学假设下，航天器的运行轨道为圆锥曲

线，为此只需确定初始位置处速度的大小或者方

向即可确定该速度矢量［１］，几何描述如图 １所
示，其中 Ｐ１、Ｐ２分别为初始位置和目标位置，θｆ
为转移角度，ｔｍ为给定的转移时间。可选择描述
圆锥曲线的几何变量、普适变量及轨道六根数相

关的轨道根数［１，５－７］等作为 Ｌａｍｂｅｒｔ求解算法变
量 ｘ，然后通过建立转移时间关于该变量的函数
ｆ（ｒ１，ｒ２，θｆ；ｘ）对 Ｌａｍｂｅｒｔ问题进行描述，最后利
用 Ｌａｍｂｅｒｔ问题中转移时间为常值 ｔｍ的约束条
件，将问题转化为超越方程求根的问题

ｆ（ｒ１，ｒ２，θｆ；ｘ）－ｔｍ ＝０ （１）

图１　Ｌａｍｂｅｒｔ问题的几何描述

Ｆｉｇ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＬａｍｂｅｒｔ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ
　

为求解式（１）给定的超越方程，本文选择转移
轨道在初始位置处的真近点角 θ１为变量，根据
Ｌａｍｂｅｒｔ问题给定的初始条件，利用文献［１５］中给
出的结论，比较给定转移时间ｔｍ与抛物线型转移时
间ΔＴｐ，有
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ΔＴｐ ＜ｔｍ，　　转移轨道为椭圆型

ΔＴｐ ＝ｔｍ，　　转移轨道为抛物线型

ΔＴｐ ＞ｔｍ，　　
{

转移轨道为双曲线型

（２）

通过判断转移轨道的类型，即可确定 Ｌａｍｂｅｒｔ
问题转移时间关于真近点角的函数 ｆ（θ１），进而建
立以真近点角θ１为迭代变量的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解模
型：

ｔＦ ＝ｆ（θ１） （３）
（θ１）ｋ＋１ ＝φ（（θ１）ｋ） （４）

ｔｍ －ｔＦ ＜ε （５）

式（３）是转移时间关于真近点角 θ１的函数，式（４）
是迭代算法，式（５）是允许的误差范围，其中ｔｍ为给
定的转移时间，ε为误差阈值。

在二体假设下，初始位置和目标位置决定了转

移轨道所在的平面，因此可以确定转移角度为

θｆ＝ａｒｃｃｏｓ
ｒ１ｒ２
ｒ１ ｒ( )

２

（６）

当给定转移轨道在初始位置处的真近点角 θ１
时，就可以确定目标位置所对应的真近点角θ２

θ２ ＝θ１＋θｆ （７）
进一步其他轨道根数就可表示为

ｅ＝
ｒ２－ｒ１

ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２
ｐ＝ｒ１（１＋ｅｃｏｓθ１）

ａ＝ ｐ
１－ｅ２

（８）

式（６）～（８）给出了转移轨道根数与真近点角
θ１的关系，可看出只要目标点到地心的距离 ｒ１与初
始位置到地心距离ｒ２不相等（ｒ１≠ｒ２），利用真近点
角θ１就能唯一的确定转移轨道，而对于ｒ１＝ｒ２的情
况，由偏心率计算公式可知此时会出现奇异。本文

只考虑ｒ１≠ｒ２情况下的Ｌａｍｂｅｒｔ问题，对于ｒ１ ＝ｒ２
情况可利用文献［６］给出的偏心率迭代方法进行
求解。

对于抛物线型转移轨道，可利用抛物线型转移

轨道的偏心率为１的条件直接确定真近点角 θ１，进
而求解出抛物线型转移轨道的转移时间ΔＴｐ：

　　ΔＴｐ ＝
ｐ３

槡 [μ １
６ｔａｎ

３θ２
２＋

１
２ｔａｎ

θ２( )２ －
１
６ｔａｎ

３θ１
２＋

１
２ｔａｎ

θ１( ) ]２
（９）

当ΔＴｐ≠ｔｍ时，转移轨道类型为椭圆型或双曲
线型，其转移时间函数可表示为

ｆ（ａ，Ｍ１，Ｍ２；θ１）＝
ａ３

槡μ
（Ｍ２－Ｍ１） （１０）

式中：Ｍ代表平近点角，下角标与真近点角 θ１和 θ２
对应，平近点角是关于真近点角的函数，具体形式为

Ｍ（ｅ；θ）＝

２ａｒｃｔａｎ １－ｅ
１槡＋ｅｔａｎ

θ( )２ －ｅ １－ｅ槡
２ｓｉｎθ

１＋ｅｃｏｓθ
，０＜ｅ＜１

ｅ ｅ２－槡 １ｓｉｎθ
１＋ｅｃｏｓθ

－ｌｎ
ｅ＋槡 １＋ ｅ－槡 １ｔａｎθ２

ｅ＋槡 １－ ｅ－槡 １ｔａｎθ









２

，ｅ＞













１

（１１）

２　基于解析梯度的迭代算法

对于上述超越方程的求解，目前有二分法、牛顿

迭代法、割线法等［１４］，其中二分法和割线法的计算

过程简单但收敛速度慢，而牛顿迭代法的收敛速度

快，其迭代公式可表示为

θ１，ｎ＋１ ＝θ１，ｎ＋
ｔｍ －ｆ（θ１，ｎ）
ｄｆ（θ１，ｎ）
ｄθ１，ｎ

＝θ１，ｎ＋
ｔｍ －ｔＦ，ｎ
ｄｆ（θ１，ｎ）
ｄθ１，ｎ

（１２）

式中：第一个下标为字母下标号，第二个下标代表第

ｎ次迭代。
由式（１２）可知迭代需要转移时间关于真近点

角的梯度信息，梯度信息求解会增加计算量，为此，

可利用只涉及代数运算的梯度解析式降低计算量。

２．１　转移时间的解析梯度函数
梯度用于描述函数的最大变化率，利用梯度信

息进行迭代，能够提高算法的收敛速度。考虑以复

合函数形式给出的转移时间函数，为求解其关于真

近点角的梯度，需首先求出转移时间关于中间变量

的微分，并将其表达成关于真近点的微分形式，进而

可得到转移时间关于真近点的梯度。

基于以上思想，由转移时间函数计算形

式（１０），可求得转移时间关于半长轴ａ，平近点角Ｍ
的微分：

　　　ｄｆ＝ｄ ａ３

槡μ
［Ｍ２－Ｍ１( )］ ＝

３ｔＦ
２ａｄａ＋

ａ３

槡( )μ·（ｄＭ２－ｄＭ１） （１３）
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为求得ｄａ，ｄＭ１和ｄＭ２，可对（８）求微分得到

ｄｅ＝
（ｒ２－ｒ１）（ｒ１ｓｉｎθ１－ｒ２ｓｉｎθ２）
（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）

２ ｄθ１Ｋｅ·ｄθ１

ｄｐ＝ｒ１ｒ２ｅ
ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２－ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２
ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２

ｄθ１Ｋｐ·ｄθ１

ｄａ＝ １
１－ｅ２

Ｋｐ＋
２ｐｅ

（１－ｅ２）２
Ｋ( )ｅｄθ１Ｋａ·ｄθ













１

（１４）
式中：Ｋｅ、Ｋｐ及Ｋａ分别代表偏心率ｅ、半通径ｐ及
半长轴ａ关于真近点角θ１的微分系数。

对于椭圆型转移轨道，可以推导出 ｄＭ关于真
近点角的微分为：

ｄＭ ＝

[－ ｓｉｎθ（２＋ｅｃｏｓθ） １－ｅ槡
２

（１＋ｅｃｏｓθ）２
ｄｅ＋（１－ｅ

２）３／２

１＋ｅｃｏｓθ
ｄ ]θ

[＝－ ｓｉｎθ（２＋ｅｃｏｓθ） １－ｅ槡
２

（１＋ｅｃｏｓθ）２
Ｋｅ＋

（１－ｅ２）３／２
１＋ｅｃｏｓ ]θ ·

ｄθＫＭ（θ）·ｄθ （１５）
式中：ＫＭ（θ）代表平近点角Ｍ关于真近点角的微分
函数，它为真近点角的函数。

而对于双曲线型转移轨道，同理可以推导出ｄＭ
关于真近点角的微分为：

ｄ

[
Ｍ ＝

（４ｅ２－２）ｓｉｎθ＋（ｅ３－ｅ）ｓｉｎ２θ
２ ｅ２－槡 １（１＋ｅｃｏｓθ）２

Ｋｅ＋
（ｅ２－１）３／２

（１＋ｅｃｏｓθ） ]２
·ｄθＫＭ（θ）·ｄθ （１６）

因此可以确定 ｄＭ１ ＝ＫＭ（θ１）·ｄθ１和 ｄＭ２ ＝
ＫＭ（θ２）·ｄθ２ ＝ＫＭ（θ２）·ｄθ１。

将式（１４），式（１５）或式（１６）代入（１３）中，可确
定转移时间的全微分，对于椭圆型转移轨道，有

　　　ｄｔＦ ＝
３ｔＦ
２ａＫａ·ｄθ１＋

ａ３

槡( )μ·
［ＫＭ（θ２）－ＫＭ（θ１）］·ｄθ１ （１７）

而对于双曲线型转移轨道，半长轴计算公式采

用ａ＝ｐ／（ｅ２－１），此时ｄａ＝－Ｋａ·ｄθ１，从而可得：

　　　ｄｔＦ ＝－
３ｔＦ
２ａＫａ·ｄθ１＋

ａ３

槡( )μ·
［ＫＭ（θ２）－ＫＭ（θ１）］·ｄθ１ （１８）

由式（１７）和（１８），可以确定转移时间关于真近
点角θ１的解析梯度为

ｄｔＦ
ｄθ１
＝

３ｔＦ
２ａＫａ＋

ａ３

槡( )μ·［ＫＭ（θ２）－ＫＭ（θ１）］
－
３ｔＦ
２ａＫａ＋

ａ３

槡( )μ·［ＫＭ（θ２）－ＫＭ（θ１









 ）］

（１９）
２．２　收敛性分析

迭代收敛阶判定定理［１４］：设迭代函数 φ（ｘ）在
方程ｘ＝φ（ｘ）根α的邻域内有充分多阶连续导数，
则迭代格式ｘｉ＋１ ＝φ（ｘｉ）关于α是ｐ阶收敛的充要
条件是

φ（ｊ）（α）＝０，ｊ＝１，２，…，ｐ－１

φ（ｐ）（α）≠{ ０
（２０）

由迭代公式（１２），可以得到迭代函数为

φ（θ１）＝θ１＋
ｔｍ －ｆ（θ１）
ｆ′（θ１）

（２１）

进一步关于迭代变量θ１求导可得

φ′（θ１）＝１－
［ｆ′（θ１）］

２－（ｔｍ －ｆ（θ１））ｆ″（θ１）］
［ｆ′（θ１）］

２

（２２）
对上式进行化简得

φ′（θ１）＝
［ｔｍ －ｆ（θ１）］ｆ″（θ１）

［ｆ′（θ１）］
２ （２３）

不妨假设超越方程的解为θ１ ＝α，将其代入方
程（２３）中，可得

φ′（α）＝
［ｔｍ －ｆ（α）］ｆ″（α）

［ｆ′（α）］２
（２４）

若超越方程的解为θ１ ＝α，则有ｆ（α）－ｔｍ ＝０，故
φ′（α）＝０ （２５）

同理，对式（２３）继续求导，可得φ″（θ１）为

φ″（α）＝ｆ″（α）ｆ′（α）
（２６）

当ｆ″（α）≠０时，φ″（α）≠０，由收敛阶判定定
理可知，该方法具有二阶收敛速度，而当ｆ″（α）＝０
时，该方法为二次以上收敛速度。

３　迭代变量初值的确定

对于迭代法来讲，迭代变量初值的确定精度，会

直接影响到算法收敛性［１４］。为此本节将先推导出

迭代变量范围，然后确定迭代变量初值。

根据文献［１］可知，当给定了Ｌａｍｂｅｒｔ问题初始
条件之后，偏心率向量ｅ唯一确定轨道形状，且所有
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偏心率矢量沿着Ｐ１Ｐ２的投影ｅＦ为定值，大小为

ｅＦ ＝
ｒ１－ｒ２
ｃ （２７）

式中：ｃ为初始位置与目标位置的距离，即 Ｐ１Ｐ２长
度。

图２分别针对ｒ２＞ｒ１和ｒ２＜ｒ１两种情况，给出
了所有转移轨道可能的偏心率矢量方向。将偏心率

向量ｅ分解为垂直于Ｐ１Ｐ２的横向分量ｅＴ和平行于
Ｐ１Ｐ２的定值分量ｅＦ，即

ｅ＝ｅＦｉｅＦ ＋ｅＴｉｅＴ （２８）

图２　Ｌａｍｂｅｒｔ问题的几何释意图

Ｆｉｇ．２　ＧｅｏｍｅｔｒｉｃｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎｏｆＬａｍｂｅｒｔ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ
　

其中：ｉｅＦ以及ｉｅＴ分别代表平行于Ｐ１Ｐ２和垂直
于Ｐ１Ｐ２的单位方向矢量，进一步可以确定偏心率的
大小为

ｅ＝ ｅＦ
２＋ｅＴ槡

２ （２９）
图２给出了ｅＴ ＝±ｅＰ的两条抛物线轨道，实线

为可行轨道，虚线为不可实现轨道。抛物线型轨道

的偏心率为１，故其垂直分量为ｅｐ＝ １－ｅ２槡 Ｆ，椭圆

型转移轨道偏心率小于１，可知其横向分量满足 －
ｅｐ ＜ｅＴ ＜ｅｐ，因此椭圆型偏心率矢量只能落在图中
的阴影区域，而双曲线型偏心率矢量只能落在非阴

影区域内。

转移轨道在初始位置处的真近点角 θ１为偏心
率矢量ｅ到初始位置矢量ｒ１的夹角，根据几何描述
图形以及推理分析，可以得到以下结论：

当ｒ２ ＞ｒ１时，随着真近点θ１的增大，转移轨道
的类型由双曲线型变为抛物线型再变为椭圆型，使

速度趋于逃逸速度的两个真近点角，分别对应椭圆

形转移轨道的上界值和下界值，同时下界值为抛物

线型转移轨道所对应的真近点角；而对于双曲线型转

移轨道，与抛物线型转移轨道对应的真近点角为其上

界值，而与速度趋于无穷大所对应的真近点角为其下

界值；同时对于ｒ２ ＜ｒ１的情况，结论恰好相反。
根据速度公式

ｖ＝ ２μ
ｒ１
－μ

槡 ａ （３０）

式中：μ代表中心天体的引力常数。
将式（８）代入上式可得

ｖ＝
μ［（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）（２ｒ２ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２－ｒ１ｃｏｓθ１）＋（ｒ２－ｒ１）

２］

ｒ１ｒ２（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）（ｃｏｓθ１－ｃｏｓθ２槡 ）
（３１）

　　当速度趋于无穷大时，根据公式可得
（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）（ｃｏｓθ１－ｃｏｓθ２）＝０（３２）
将θ２的计算公式代入，利用三角函数关系，同

时考虑θ１和θ２的范围，可确定两个可行解为
（（θ１）ｖ→∞）１ ＝

　２ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎθｆ－ １＋ ｒ１

ｒ( )
２

２

－２
ｒ１
ｒ２
ｃｏｓθ

槡
ｆ

ｒ１
ｒ２
－ｃｏｓθ











ｆ

（３３）

（（θ１）ｖ→∞）２ ＝－
θｆ
２ （３４）

表１为两个可行解的大小关系，其中α表示较

小者，β表示较大者。
表１　速度趋于无穷大时，两个可行解的大小关系

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｉｚｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｐｏｓｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｗｈｅｎｓｐｅｅｄｔｅｎｄｓｔｏｉｎｆｉｎｉｔｙ

转移角度范围 ｒ２ ＞ｒ１ ｒ１ ＞ｒ２

θｆ∈（０°，１８０°） β＝（（θ１）ｖ→∞）１ α＝（（θ１）ｖ→∞）１

θｆ∈（１８０°，３６０°） β＝（（θ１）ｖ→∞）２ α＝（（θ１）ｖ→∞）２

　　当速度等于逃逸速度时，由式（３１）可得

ｖ＝ｖｅｓｐ ＝
２μ
槡ｒ

（３５）

从而有

（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）（２ｒ２ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２－ｒ１ｃｏｓθ１）＋（ｒ２－ｒ１）
２

ｒ２（ｒ１ｃｏｓθ１－ｒ２ｃｏｓθ２）（ｃｏｓθ１－ｃｏｓθ２）
＝２ （３６）
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　　求解方程（３６）可得：

ｔａｎθ１( )２ ＝
ｓｉｎθｆ±

２ｒ１
ｒ２
（１－ｃｏｓθｆ槡

）

１－ｃｏｓθｆ
（３７）

其中较小者为抛物线型转移轨道的真近点角（θ１）ｐ：

（θ１）Ｐ ＝２ａｒｃｔａｎｓｉｎθｆ－ ２
ｒ１
ｒ２
（１－ｃｏｓθｆ槡

）

１－ｃｏｓθ











ｆ

（３８）

而式（３６）的另一个解为虚拟抛物线轨道的真
近点角 （θ１）ｐ－对应椭圆型转移轨道真近点角 θ１的

边界值，当考虑真近点角范围在 －π２，
π[ ]２ 时，可

以确定该值为

（θ１）ｐ－ ＝２ａｒｃｔａｎｓｉｎθｆ＋ ２
ｒ１
ｒ２
（１－ｃｏｓθｆ槡

）

１－ｃｏｓθ











ｆ

（３９）
对推导所得迭代变量范围总结如表２所示。

表２　迭代变量的范围
Ｔａｂｌｅ２　Ｂｏｕｎｄｓｏｆｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅ

转移轨道类型 ｒ２＞ｒ１ ｒ２＜ｒ１

抛物线型 （θ１）ｐ （θ１）ｐ

椭圆型 （θ１）ｐ＜θ１＜（θ１）ｐ－ （θ１）ｐ－－２π＜θ１＜（θ１）ｐ

双曲线型 β＜θ１＜（θ１）ｐ （θ１）ｐ＜θ１＜α

　　根据表２给出的迭代变量范围，不妨记椭圆型
及双曲线型转移轨道的真近点角范围分别为

［（θ１）Ｅ＿ｍｉｎ，（θ１）Ｅ＿ｍａｘ］，［（θ１）Ｈ＿ｍｉｎ，（θ１）Ｈ＿ｍａｘ］，从而
可以利用线性插值的方法，确定迭代变量的初始值：

（θ１）０ ＝
θＰ －θｂ
ΔＴｐ－Ｔ

( )
ｂ

（ｔｍ －ΔＴｐ）＋θＰ （４０）

式中：θｐ，ΔＴｐ分别代表抛物线型转移轨道的真近
点角及转移时间，ｔｍ为 Ｌａｍｂｅｒｔ问题给定的转移时
间，（θｂ，ｔｂ）分别代表转移时间函数上任一点的函
数值。

对于双曲线型转移轨道，可将θｂ取为非抛物线
真近点角的边界值，其对应的转移时间ｔｂ近似为０。
而对于椭圆型轨道，可采用基本椭圆的真近点角 θＦ
和转移时间ＴＦ进行构造

［１］，它的真近点角 （θ１）Ｆ，
偏心率ｅ＝ｅＦ、半长轴ａＦ由以下公式确定

（θ１）Ｆ ＝
１
２（（θ１）Ｅ＿ｍｉｎ＋（θ１）Ｅ＿ｍａｘ） （４１）

ｅＦ ＝
ｒ１－ｒ２
ｃ （４２）

ａＦ ＝
１
２（ｒ１＋ｒ２） （４３）

基于以上计算公式，代入椭圆型转移时间函数，

即可计算出基本椭圆的转移时间ＴＦ。
当基于线性插值的方法得到的初值若超出迭代

变量的范围时，可以采取以下办法进行修正：

１）当（θ１）０ ＞（θ１）ｍａｘ，（θ１）０ ＝（１－λ）（θ１）ｂ
＋λ（θ１）ｍａｘ；
２）当（θ１）０ ＜（θ１）ｍｉｎ，（θ１）０ ＝（１－λ）（θ１）ｂ

＋λ（θ１）ｍａｘ；
通常λ的取值为０．７～０．９９。

４　算法流程

综上，本文所提算法的具体过程如下：

１）由初始条件，利用计算公式得到抛物线型转
移轨道的转移时间ΔＴｐ；
２）比较抛物线型轨道的转移时间 ΔＴｐ与给定

的转移时间ｔｍ，若相等，则停止迭代，否则由判定准
则确定转移轨道类型；

３）由表 ２中的结果，计算出迭代变量的范围
［（θ１）ｍｉｎ，（θ１）ｍａｘ］，并确定迭代变量的初值（θ１）０；
４）由椭圆型（双曲线型）转移轨道转移时间函

数计算转移时间（ｔＦ）ｋ；
５）比较转移时间 （ｔＦ）ｋ与给定转移时间 ｔｍ，若

在误差范围内，则停止迭代，否则转到６）；
６）由椭圆型（双曲线型）转移轨道的解析梯度

公式，并计算下一次迭代变量值（θ１）ｋ＋１；
７）判断迭代变量 （θ１）ｋ＋１是否超出 ［（θ１）ｍｉｎ，

（θ１）ｍａｘ］，若没有则采用该值进行下一次迭代，否则
利用准则，进行修正，并转到４）；
８）计算转移轨道的其他轨道参数，从而确定初

始位置处的速度。

５　仿真与结果分析

针对本文提出的以真近点角为迭代变量、基于

解析梯度的 Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解方法，通过设置不同
的仿真场景，来验证算法的可行性以及快速收敛性。

设置初始位置和目标位置的距离分别为 ｒ１ ＝
１．５Ｒｅ，ｒ２＝２Ｒｅ、ｒ１＝２Ｒｅ，ｒ２＝１．５Ｒｅ（Ｒｅ为地球半
径６３７８ｋｍ），在每种情况中，给定一系列具有不同
转移角度 （５°～３５５°）以及转移时间 （１０ｓ－
１６０００ｓ）的Ｌａｍｂｅｒｔ问题仿真场景。采用基于解析
梯度的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解方法，可以求解得到各种
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Ｌａｍｂｅｒｔ问题情形下的解，将每一个 Ｌａｍｂｅｒｔ问题的
解都以离散点形式绘制，得到图３和图４。

图３　Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解结果（ｒ１＝１．５Ｒｅ，ｒ２＝２Ｒｅ）

Ｆｉｇ．３　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＬａｍｂｅｒｔ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ（ｒ１＝１．５Ｒｅ，ｒ２＝２Ｒｅ）
　

图４　Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解结果（ｒ１＝２Ｒｅ，ｒ２＝１．５Ｒｅ）

Ｆｉｇ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＬａｍｂｅｒｔ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ（ｒ１＝２Ｒｅ，ｒ２＝１．５Ｒｅ）
　

由仿真结果可看出，当初始位置矢量和目标位

置矢量固定时，真近点角随着 Ｌａｍｂｅｒｔ问题中的转
移时间单调变化，对于给定的所有 Ｌａｍｂｅｒｔ问题，本
文所提出的算法都能快速得到可行解，特别对于转

移角度为１８０°的情况，该算法不会出现奇异现象。
为进一步验证算法收敛性及初值对收敛速度的

影响，引入迭代次数、计算耗时及初值偏差三个性能

指标。采用如下四种算法对Ｌａｍｂｅｒｔ问题进行求解：
本文所提出的插值确定初值 ＋解析梯度迭代算法
（ＡＧ＿ＩＰ）、基于迭代变量中间值初值确定（即 （θ１）０
＝（（θ１）ｍｉｎ＋（θ１）ｍａｘ）／２）＋解析梯度法 （ＡＧ＿Ｍｄ），
割线迭代法（ＳＣ＿Ｍｄ）［７，１４］以及Ｇｏｏｄｉｎｇ求解算法［８］。

仿真中设置 ｒ１ ＝１．５Ｒｅ，ｒ２ ＝４Ｒｅ，选择４９００
组转移角度范围在 ５°～３５５°转移时间在 １０ｓ～

２２００００ｓ范围变化的Ｌａｍｂｅｒｔ问题，误差阈值为ε＝
１０－６，迭代范围修正系数λ＝０．９。

图５　计算耗时统计直方图
Ｆｉｇ．５　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅ

　

图６　迭代次数与初值偏差的关系曲线
Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈ

ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｄｅｖｉａｔｉｏｎ
　

图５为四种算法计算耗时统计图，横坐标代
表耗时区间，纵坐标代表出现的次数，图 ６为迭
代次数小于 １６次时，迭代次数与平均初值偏差
的曲线。

由图５可以看出本文提出解析梯度迭代算法的
计算耗时最少，而根据图６可以看出迭代次数与初
值偏差没有单调的关系，但是随着初值偏差的增加，

Ｌａｍｂｅｒｔ问题的迭代次数有上升的趋势。通过对仿
真结果进行深入分析，得到三种算法的迭代次数统

计结果如表３所示：
分析上述仿真结果可得如下结论：
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１）迭代次数：本文提出的 ＡＧ＿ＩＰ算法，对仿真
中所有的Ｌａｍｂｅｒｔ问题求解中，最小的迭代次数为
１，最大迭代次数为１４，而平均迭代次数为４．０５６１，
相比于利用迭代变量范围的中间值计算方法

ＡＧ＿Ｍｄ以及ＳＣ＿Ｍｄ，迭代次数分别减少了１７．７１％
和４４．５２％。这说明本文提出的算法能够有效的减
少迭代收敛次数；

表３　三种算法迭代次数的结果对比

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｏｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｎｕｍｂｅｒ

算法 最小值 最大值 平均值 百分比（≤５）百分比（≤１０）

ＡＧ＿ＩＰ １ １４ ４．０５６１ ７９．３７％ ９９．８２％

ＡＧ＿Ｍｄ ２ １３ ４．９２９０ ７５．４９％ ９９．７８％

ＳＣ＿Ｍｄ ３ ２８ ７．３１０６ ２４．１８％ ８７．７６％

　　２）计算耗时：在双核奔腾 ３ＧＨｚ的台式电脑
上，采用 Ｍａｔｌａｂ２０１４版本进行仿真，统计结果表明
本文提出的ＡＧ＿ＩＰ算法平均每次求解所需的时间
为０．２７２ｍｓ，初值采用中间值的 ＡＧ＿Ｍｄ算法以及
割线法所需的时间分别为０２８２ｍｓ和０．３９７ｍｓ，而
Ｇｏｏｄｉｎｇ算法的平均耗时为０．４３５ｍｓ。这说明本文提
出的以真近点角迭代的方法收敛速度快，同时利用

解析梯度信息进行迭代能够加快收敛速度；

３）初值估计精度：基于线性插值确定初值的方
法ＡＧ＿ＩＰ算法，它的平均初值估计偏差为４．２９２°，
而直接利用迭代变量中间值确定初值的方法

ＡＧ＿Ｍｄ和ＳＣ＿Ｍｄ，对应的平均初值估计偏差为
１９．９０８４°。这说明利用线性插值确定初值的方法的
初值估计精度比较高。

６　结　论

针对经典的单圈 Ｌａｍｂｅｒｔ问题，建立了以转移
轨道在初始位置处的真近点为变量的 Ｌａｍｂｅｒｔ问题
求解模型，构造了一种基于解析梯度的牛顿迭代算

法，理论分析了该算法收敛速度。同时，采用线性插

值方法确定迭代初值，进一步提高了迭代算法的收

敛速度。针对ＡＧ＿ＩＰ、ＡＧ＿Ｍｄ、ＳＣ＿Ｍｄ以及 Ｇｏｏｄｉｎｇ
四种算法进行仿真对比，仿真结果表明本文提出的

ＡＧ＿ＩＰ算法的平均计算耗时为０．２７２ｍｓ，将其他三
种算法相比，耗时分别降低了３．５５％、３１．４９％以及
３７．４７％，仿真验证了基于线性插值法确定初值的方
法具有较高的初值估计精度，能够加快迭代收敛速

度，同时利用解析梯度构造的迭代公式，不仅计算量

小，且收敛速度快。以上特性将使该算法具有很好

的应用前景，既可应用于深空探测中对发射机会的

离线搜索，同时星载计算机能够满足其计算的要求，

因此也可应用于轨道自主修正控制、航天器交会对

接等在轨应用中。
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