
第
!"

卷
!

第
!

期

!#$%

年
!!

!

月 !!!!!!!!! !

中国管理科学

&'()*+*,-./)01-230)0

4

*5*)678(*)8*

! !!!!!!!!!

9-1:!"

!

;-:!

<*=>

!

!

!#$%

文章编号!

$##?@!#A

"

!#$%

#

#!@#$%!@#A

BCD

!

$#>$%?E$

$

F

>8)G(>(++)$##?@!#AH>!#$%>#!>#!#

优化离散灰色幂模型及其应用

杨保华$

!赵金帅!

"

$>

江苏师范大学商学院#江苏 徐州
!

!!$$$%

%

!>

江苏师范大学计算机学院#江苏 徐州
!

!!$$$%

$

摘
!

要!考虑已有的灰色预测模型主要能对指数型发展系统或幂函数型发展系统进行模拟预测!本文构建了一种不

仅能够模拟指数型和幂函数型的发展系统!并且能够体现出二者之间的相互作用关系的离散灰色幂模型'并针对初

始条件对离散灰色幂模型模拟精度的影响!首先给出了离散灰色幂模型的建模步骤!然后以平均相对误差最小化为

目标&参数之间的关系为约束条件!构建了离散灰色幂模型初始条件的优化模型!实现对离散灰色幂模型初始条件的

优化$结果表明!优化的离散灰色幂模型使得平均相对误差在理论上达到了最小化!其模拟精度和预测精度都高于

传统模型$最后!通过中国网络购物人数数据预测和仿真数据分析!说明了本文优化方法的有效性和适用性$
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引言

灰色预测模型*

$@!

+通过累加生成弱化序列的随机

性!寻找系统变化规律并以此为基础建立的预测模型!

一般具有较高的模拟精度和预测精度!为小样本信息

下行为序列的预测建模提供了有效工具$作为灰色预

测模型体系中的核心部分!
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)模型群*

?

+已被广

泛应用于能源&教育&经济&管理等方面!同时众多学者

在
L3

(

$
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)模型群的特性研究&背景值改进&时间响应

式优化&扩展研究等方面开展了系统深入的工作*
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极大地推动了
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(
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)模型群的发展$

由于灰色
L3

(

$

!

$

)预测模型存在着由离散形

式的方程到连续形式的方程转变所造成的误差!谢

乃明*

A

+提出了离散灰色预测模型避免了从差分方程

到微分方程的跳跃$而
L3

(
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)幂模型作为传统

L3

(
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)模型和灰色
9*/'.1+6

模型的扩展!模型中

幂指数可以根据建模的实际背景进行灵活调整!以

适用于不同的原始序列建模!较好地反映数据的非

线性特征*
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+

$为提高
L3

(

$
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$

)幂模型的建模精度!

研究人员分别从
L3

(
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)幂模型背景值插值系数

的优化*

O

+

&无偏性*

$#

+以及病态型*

$$

+等角度进行了研

究$此外!为提高幂模型对震荡型数据的适应性!学

者们又构建了基于傅立叶级数的小样本振荡序列灰

色预测模型*
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!这些模型的建立提高了
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幂模型的预测精度!并且在实践中得到了广泛的应

用*
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$在经典
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)模型和离散
L3

(
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)模

型的求解过程中!以第一个数据为白化微分方程的

初始条件!然而!

P(.7(2*)
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等*

!

+和王正新等*

O

+都从

理论上证明了第一个数据与模型的发展系数和预测

值无关!研究人员给出了一些初始条件选取的改进

方法*

%@$A
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$

事实上!时间序列预测在工业生产过程控制&经济

数据分析&气象学等领域中也有着重要的应用$目前

也有许多较成熟的方法!如统计回归*

$E

+

&神经网络*

$O

+

&

小波变换*

!#

+

&支持向量机*

!$

+和经验模态分解*

!!

+等!但

这些预测方法不仅需要复杂的数学计算!而且依赖于

大量的经验数据$因此!这些方法不适用于短期的小

样本数据预测$而对于具有相对较多的数据的时间序

列预测问题!研究人员也将上述的神经网络&小波变

换&支持向量机等方法引入到灰色预测模型!来提高灰

色预测模型的预测精度和适应能力*
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$

无论从什么角度对灰色预测模型进行优化分析!

都无法避免灰色
L3
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)模型仅能较好模拟指数型

变化序列和
L3

(

$

!

$

)幂模型仅能较好描述幂函数型

变化序列的不足$事实上!现实系统的演化趋势受到

多种因素的综合作用!其变化趋势不仅表现为指数型

的增长*
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+或幂函数型的饱和性增长*

E

+

!常常还会受



到两种增长趋势的综合性的非线性作用!从而使得系

统的时间序列表现出更复杂的变化态势$

基于此!本文借鉴离散灰色模型的思想!给出一

种能够描述系统变化趋势表现出复杂的变化规律的

离散灰色幂模型!该模型不仅能够描述时间序列的

指数型变化和幂函数型的变化规律!并能综合考虑

他们之间非线性作用'考虑到初始条件的选取对模

型模拟精度的影响!构建初始值优化的离散灰色幂

模型!应用实例和仿真分析表明新模型可以显著地

改善预测模型的建模精度并具有良好的适应性$
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离散灰色幂模型及其特性
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)$事实上!系统的演化发

展受到多种因素的影响!其变化规律可能是多种

因素的综合作用!如可采用小波变换&经验模态分

解或乘法分解等方式来找出系统内在蕴含规

律*
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$以往的研究也表明!灰色系统预测模型能

较好的模拟指数型发展规律的序列和幂函数型发展

规律的序列*
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$因此!本文给出的离散灰色幂模型

可以用于更复杂系统的小样本数据的预测$
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关于离散灰色幂模型

的时间响应式可以看出!该模型的模拟和预测结果
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证明%由离散灰色幂模型
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时间响应式可得%

(

$

)当
*

!

>

$

时!

+06

-

6

@

!

&

%

6

'

$

>

&

$

/

-

6

'

*

#

$

'

*

6

'

>

!

$

'

*

!

'

*

$

%

6

'

$

0

&

>

0

+

*

6

'

$

'

0

!

*

6

'

>

!

'

5

(

$

)

(

>

)0

! 令7@

!

7-

6

&

#

'

可得%

-

6

&

%

6

'

$

>

&

$

(

*

#

$

'

*

6

'

>

!

$

'

*

!

'

*

$

%

6

'

$

0

&

>

0

+

*

6

'

$

'

0

!

'

5

(

$

)

(

>

)

*

6

'

>

!

*

!

(

6

'

>

)

!

)

%

6

'

$

>

&

$

*

!

(

>

'

6

)

!

(

!

)当
*

!

&

$

时!

+06

-

6

@

!

&

%

6

'

$

>

&

$

/

-

6

'

*

#

(

6

'

>

)

'

*

$

%

6

'

$

0

&

>

0

+

*

6

'

>

!

'

5

(

$

)

(

>

)0

! 令7@

!

7-

6

&

#

'

即%

-

6

%

6

'

$

>

&

$

$

*

!

(

6

'

>

)

!

&

%

6

'

$

>

&

$

/

*

#

(

6

'

>

)

'

*

$

%

6

'

$

0

&

>

0

+

*

!

(

6

'

>

)

!

'

5

(

$

)

(

>

)

*

6

'

>

!

0所以有%

-

6

&

%

6

'

$

>

&

$

/

*

#

(

6

'

>

)

'

*

$

%

6

'

$

0

&

>

0

+

'

5

(

$

)

(

>

)

*

6

'

>

!

*

!

(

6

'

>

)

!

0

%

6

'

$

>

&

$

*

!

(

>

'

6

)

!

#%"

!

未知参数
#

]

)

#

!

和
#

"

的情形下灰色离散幂模

型初始条件的优化

以上是假定模型的参数
*

#

&

*

$

和
*

!

已经确定的

情形下得到的初始条件的最优解析解$事实上!初

始条件和
*

#

&

*

$

和
*

!

之间有着紧密的联系!一旦利

用最优的初始条件
-

$

和
-

6

替代原始条件
5

(

$

)

(

$

)和

5

(

$

)

(

6

)!参数
*

#

&

*

$

和
*

!

也会相应地变化$因此!有

必要考虑参数
*

#

&

*

$

和
*

!

未知的情形下!初始条件

优化的问题$

由定理
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可知%
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令 (

O

D

O

)

0

为用
O

D

I

替换
O

D

O

中第
0

列所获得

的矩阵!其中
0

&

$

!

!

!

?

$则有%

*

#

&
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(
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D

O

)
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(
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!
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(

O

D

O

)

!

U*6

(
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(
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(
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)对于
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'

5

(

$

)

(

$

)模型!在上述
*

#

&

*

$

和

*

!

的代数表达式中!令
5

(

$

)

(

$

)

&

-

$

$并以平均相对

模拟误差(

IJWS

)最小化为目标!以参数之间的关

系为约束条件!构建如下优化模型%

+06T="4

-

$

&

$

6

'

$

%

6

>

&

!

1

5

h

(

#

)

(

>

)

'

5

(

#

)

(

>

)

5

(

#

)

(

>

)

1

<:!:

5

h

(

#

)

(

>

)

&

5

h

(

$

)

(

>

)

'

5

h

(

$

)

(

>

'

$

)

5

h

(

$

)

(

>

)

&

*

#

$

'

*

>

'

$

!

$

'

*

!

2

*

$

%

>

'

$

0

&

$

0

+

*

>

'

$

'

0

!

2

-

$

*

>

'

$

!

>

&

!

!

?

!.!

6

"

#

$

:

(

A

)

(

!

)对于
%Y"+

'

5

(

$

)

(

6

)模型!在上述
*

#

&

*

$

和
*

!

的代数表达式中!令
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$并以平均相

对模拟误差最小化为目标!以参数之间的关系为约

束条件!构建如下优化模型%
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利用运筹学软件
PD;LC

(或
3IXPIQ

&

SeK

&SP

等)可以很方便的求解以上模型!得到参数
-

$

&

-

6

&

*

#

&

*

$

和
*

!

的优化值$

$

!

应用实例与仿真分析

中国电子商务市场随着社会信息化发展而迅速

崛起!网上购物作为一种新兴的消费模式应运而生$

!#$!

年!中国网络购物用户规模已达到
!:"!

亿人!

网购用
$

比例提升至
"!:O\

!交易规模达人民币

$!

!

RO"

亿元!占据中国社会零售总额的
%\

$并自

!##?

年起至
!#$$

年期间保持了
$##\

的年复合增

长!这一扩张速度已超过世界任何一个国家$对比

中国网民总量&宽带网络覆盖率&智能手机覆盖率&

中国人均可支配收入的增长前景!可以发现网络购

物市场的发展远未饱和$据麦肯锡全球研究院的估

计!

!#!#

年中国网购规模预估将达到
!R###@"####

亿元!保守估计其规模将是
!#$$

年的
?:R

倍$

事实上!网络购物人数规模的增长不仅会随电

子商务的快速发展而体现出指数型的增长趋势!而

且其自身规模也具有一定的饱和性(即"

7

#型增

长)!并且二者之间也具有一定的交互作用'即网络

购物人数演化不仅会体现出指数性的快速增长!也

会体现出系统发展极限的幂函数性!也受到他们之

间相互作用的影响$因此应用本文给出的离散灰色

幂模型可以较好地描述这种系统内在演化规律!进

而可以为系统发展的短期预测提供可选择的工具$

以中国
!##%@!#$!

年的网络购物人数数据(如

表
$

所示!数据来源于中国互联网络信息中心

(

&;;D&

)统计数据)为例!说明优化离散灰色幂模

型的优越性$应用
!##%@!#$!

年的
A

个数据!取

+&

$:AAA"

!按照本文提出的优化方法可得!
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$离散灰色幂模型为%
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>

(

O

)

根据时间响应式(

O

)可对
!#$?@!#$"

年的网络

购物人数进行预测!应用
L3

(

$

!

$

)模型&离散
L3

(

$

!

$

)模型和初值优化离散灰色幂模型的模拟与预

测结果如表
$

所示$

其中!

!##%

1

!#$!

年为模拟值!

!#$?@!#$"

年

为预测值$

表
$

显示!传统优化灰色离散幂模型对
!##%@

!#$!

年我国网络购物人数的平均模拟相对误差为

!:$O\

!按照灰色模型的检验标准*

!

+

!该模型通过
)

^

#:#R

的残差检验!可用于短期预测$应用式(

O

)

可以获得
!#$?

年和
!#$"

年的网络购物人数为

!E$A":EE

和
?!$E?:%A

$

从表
$

可以看出!应用本文提出的初值优化离

散灰色幂模型的模拟高于传统
L3

(

$

!

$

)模型和离

散
L3

(

$

!

$

)模型$此外!据
&;;D&

发布的
!#$?

,

R%$

,

第
!

期
! !!!!!!!!!!!!!!

杨保华等%优化离散灰色幂模型及其应用



年第
?!

次中国互联网发展状况统计报告!

!#$?

年

%

月底!我国网络购物网民规模达到
!:A$

亿人!与

!#$!

年
$!

月底相比!

!#$?

年上半年增长率为

$$:O\

$按此增长速度预计!

!#$?

年底网络购物

人数将达到
?

亿人$按此数据推断!初值优化离

散灰色幂模型的预测误差为
%\

!而
L3

(

$

!

$

)模

型和离散
L3

(

$

!

$

)模型的预测误差分别为
!E\

和
$"\

!因此!优化初始条件的离散灰色幂模型在

模拟和预测方面都比
L3

(

$

!

$

)模型和离散
L3

(

$

!

$

)模型更具有优势$

为进一步讨论分析本文构建模型的实用性及其

作用效果!下面通过数据仿真来进一步的说明本文

所构建模型的适用性$

仿真数据主要考虑
%

种情形的系统发展态势%

低速增长型&中速增长型&高速增长型&先增后减型&

递减型和先减后增型$其中低速增长型&中速增长

型和高速增长型用来模拟系统在不同上升阶段情

形'先增后减型和递减型用来模拟系统饱和后逐步

衰减的阶段'而先减后增型则用来描述增长型系统

受到冲击扰动后的恢复发展情形$

仿真数据的生成%以
!:$?R%

为初值!上述
%

种

情形的
+

值分别取为
$:#$?!"

&

$:??R"

&

#:O"RR

&

#:%?R"

&

@$:!?R"

和
@#:$??R

'若生成的仿真数据

不满足上述给定的情形!则重新产生直至生成数据

满足要求!具体生成的仿真数据见表
!

$

以每组前
R

个数据作为建立模型的基础数据!

第
%

个数据作为预测对比数据!应用本文给出的初

值优化方法!建立每类数据的优化预测模型!所得的

模拟数据与预测数据见表
!

$从表
!

的模拟结果的

平均模拟误差与预测结果的误差来看!本文给出的

优化初始条件的离散灰色幂模型对
%

种典型的数据

序列具有较好的模拟与预测效果!这也表明本文给

出的小样本数据预测模型能够适应多种类型的数据

序列!即具有较广的应用领域$

4

!

结语

人类面对的大量实际系统都具有信息不完全的

特点!正是现实世界中普遍存在的小样本&贫信息不

确定性系统为灰色系统理论提供了十分丰富的研究

资源*

!"

+

$本文借鉴已有的灰色预测模型研究的优

表
!

!

*(

"

!

&

!

#模型)离散
*(

"

!

&

!

#模型和优化离散灰色幂模型的建模结果

年份
实际值

(万人)

L3

(

$

!

$

)模型 离散
L3

(

$

!

$

)模型 初值优化离散灰色幂模型

预测值 相对误差(

\

) 预测值 相对误差(

\

) 预测值 相对误差(

\

)

!##% ??RA ??RA ??RA ?"?!:AEO !:!R

!##A "%"$ %$A#:#! ?!:OR %!RA:!R ?":E!! "R"A:R#% !:#$

!##E A"## E$O?:"? $#:A! E?$":R" $!:?% A?!E:#%% #:OA

!##O $#E## $#EE#:" #:A" $$#"E:!? !:!O $$!$R:!A ?:E"

!#$# $%#R$ $""E:R" O:OE $"%E#:A$ E:R" $R"A":"" ?:RO

!#$$ $O?OR $O$E%:E? $:#A $OR#A:R #:RE $OAO!:R% !:#R

!#$! !"!#! !R"AO R:!E !RO!$:!A A:$ !"#"$:? #:%%

平均模拟相对误差
$#:$? $#:OR !:$O

!#$? ?ERA$:! ?"""?:AE !E$A":EE

!#$" R?!R?:"R "RA%E:?A ?!$E?:%A

表
"

!

基于优化初始条件的离散灰色幂模型
5

种数据情形的模拟预测对比分析表

序号

系统数据类型

低速增长型数据 中速增长型数据 高速增长型数据 先增后减型数据 先减后增型数据 递减型数据

原始数据 预测数据 原始数据 预测数据 原始数据 预测数据 原始数据 预测数据 原始数据 预测数据 原始数据 预测数据

$ !:$?R% !:$EOA !:$?R% !:!$O" !:$?R% !:!O"A !:$?R% !:$#$A !:$?R% !:$AOR !:$?R% !:!RE$

! ?:$RO$ ?:$A!O !:O!OE !:O?#% O:#"?% O:$"%A !:E"A$ !:E!?! $:EE%A $:AE%A $:$R?O $:$%?E

? ?:ERAO ?:E$"# ":#?!? ":#?#% $?:%RA$ $?:AA%" ?:RA?$ ?:%O#% !:?%A$ !:!%A# #:"ROA #:"R?E

" ":"?%R ":"E!R R:%OO" R:A##E $O:"%$O $E:O%"A ?:?A#% ?:RAAR ?:#ROA ?:$?RA #:!AAO #:!EA!

R R:$O"? R:$AE? E:!?#$ E:!!OE !%:E#?A !%:%#?! ?:$%?? ?:!E#! ?:OOA" ?:OAA" #:!#R$ #:$OER

平均模拟

误差(

\

)

$:#O$ #:E"#? !:RR?! ?:$#OE !:O$?E !:EEE"

% %:#$?R R:O#$% $$:OR"" $!:#RR" ?%:$#OO ?%:E$%$ !:ORA$ !:OO?E R:!"ER R:?"RA #:$A$A #:$%E!

预测误差(

\

)

$:E%#E #:E""O $:ORRA $:!"$$ $:ER! !:#?E"

,
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势!提出并构建了离散灰色幂模型!新模型不仅能够

模拟指数型增长序列和幂函数型增长序列!并能够

综合考虑它们之间的相互作用的影响$在上述分析

基础上!建立了给定幂指数
+

的情况下!考虑了参数

*

#

&

*

$

和
*

!

已知和未知两种情形下离散灰色幂模型

初始条件的优化问题$应用实例和仿真结果表明!

优化初始条件可以有效地改善离散灰色幂模型的建

模精度$但考虑到离散灰色幂模型幂指数
+

取值的

多样性和灵活性的特点!如何根据实际问题的数据

特点!建立合理的优化模型求解离散灰色幂模型的

幂指数将是一个研究的重点$此外!以往的研究证

明了第一个数据与模型的发展系数和预测值无关!

这显然与灰色系统的最少信息原理相违背*

!

+

!因此!

研究建立能够体现灰色系统最小信息原理的新型预

测模型也将是一个重要的研究方向$
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