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电子教案电子教案 第六章 离散系统z域分析

6.1 z 变换
一、从拉普拉斯变换到z变换
二、收敛域

6.2 z 变换的性质
6.3 逆z变换
6.4 z 域分析
一、差分方程的变换解
二、系统的z域框图
三、s域与z域的关系
四、系统的频率响应
五、借助DTFT求离散系统的频率响应

点击目录 ，进入相关章节
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电子教案电子教案

第六章 离散系统z域分析
在连续系统中，为了避开解微分方程的困难，可以

通过拉氏变换把微分方程转换为代数方程。出于同样的
动机，也可以通过一种称为z变换的数学工具，把差分方
程转换为代数方程。

6.1 z变换
一、从拉普拉斯到z变换
对连续信号进行均匀冲激取样后，就得到离散信号。







k

TS kTtkTfttftf )()()()()( 取样信号
两边取双边拉普拉斯变换，得

第六章 离散系统z域分析
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





k

kTs
Sb kTfsF e)()(

令z = esT，上式将成为复变量z的函数，用F(z)表示；
f(kT) →f(k) ，得







k

kzkfzF )()(
称为序列f(k)的

双边z变换







0

)()(
k

kzkfzF 称为序列f(k)的
单边z变换

若f(k)为因果序列，则单边、双边z 变换相等，否则不
等。今后在不致混淆的情况下，统称它们为z变换。

F(z) = Z[f(k)] , f(k)= Z-1[F(z)] ；f(k)←→F(z)

6.1 z变换
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电子教案电子教案 6.1 z变换

二、收敛域

z变换定义为一无穷幂级数之和，显然只有当该幂级
数收敛，即








k

kzkf )(

时，其z变换才存在。上式称为绝对可和条件，它是
序列f(k)的z变换存在的充分条件。

收敛域的定义：

对于序列f(k)，满足 






k

kzkf )(

所有z值组成的集合称为z变换F(z)的收敛域。
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（1）整个z平面收敛；

6.1 z变换



信号与系统信号与系统

©西安电子科技大学电路与系统教研中心第第第666---666页页页 ■

电子教案电子教案 6.1 z变换

例1 求以下有限序列的z变换 (1) f1(k)=(k) ↓k=0
(2) f2(k)={1 , 2 , 3 , 2,1}解

(1) 1)()()(1  










k k

kk zkzkzF 

可见，其单边、双边z变换相等。与z 无关，所以
其收敛域为整个z 平面。

(2) f(k)的双边z 变换为
F(z) = z2 + 2z + 3 + 2z-1 + z-2

收敛域为0<z< ∞
f(k)的单边z 变换为

21

0

23)()( 




  zzzkfzF
k

k 收敛域为z> 0

对有限序列的z变换的收敛域一般为0<z<∞，有时
它在0或/和∞也收敛。
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（2）部分z平面收敛；

6.1 z变换
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例2 求因果序列









0,

0,0
)()(

ka

k
kakf k

k
y 

的z变换（式中a为常数）。

解：代入定义

1

11

0

1

0 1
)(1

lim)(lim)( 



















  az
az

azzazF
N

N

N

k

k

N
k

kk
y

可见，仅当az-1<1，即
z>a时，其z变换存在。

az
z

zFy 
)(

Re[z]

jIm[z]

|a|
o

收敛域为|z|>|a|

6.1 z变换
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)1(
0,0
0,

)( 







 kb
k
kb

kf k
k

f 例3 求反因果序列

的z变换。

解:
zb
zbzb

zbbzzF
N

N
m

m

k

k
f 1

111

1

1
1

1

1
)(

lim)()()(




















 

可见，b-1z<1,即z<b时，其z变换存在，

bz
z

zF f 


)(

收敛域为|z|< |b|
|b|

Re[z]

jIm[z]

o

6.1 z变换
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例4 双边序列f(k)=fy(k)+ff(k)=

解:








0,
0,

ka
kb

k

k

的z变换。

)()()( zFzFzF fy 

可见，其收敛域为a<z<b

o
|a|

|b|

Re[z]

jIm[z]

az
z

bz
z









a<b

6.1 z变换
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（3）整个z平面均不收敛；

6.1 z变换
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例5 双边序列f(k)=fy(k)+ff(k)=

解:

, 0
, 0

k

k

b k
a k

 



的z变换。

( )y

z
F z

z b




a<b

( )f

z
F z

z a





z>b

z<a

6.1 z变换
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（1）对于有限长的序列，其双边z变换在整个平面收敛；

（2）对因果序列，其z变换的收敛域为某个圆外区域；

（3）对反因果序列，其z变换的收敛域为某个圆内区域；

（4）对双边序列，其z变换(若存在) 收敛域为环状区域。

序列的收敛域大致有以下几种情况：

6.1 z变换
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电子教案电子教案 6.1 z变换

注意：对双边z变换必须表明收敛域，否则其对应的原
序列将不唯一。

例
1 1( ) 2 ( ) ( )

2
k z

f k k F z
z

  


, z>2

2 2( ) 2 ( 1) ( )
2

k z
f k k F z

z
   

 , z<2

对单边z变换，其收敛域比较简单，一定是某个圆以
外的区域。可以省略。

双边Fb (z) + 收敛域 f(k)
一一对应

单边F (z)
一一对应

f(k)

结论：
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常用序列的z变换：

1 1( ) ( ) ( ) , | |k z
f k a k F z z a

z a
   



2 2( ) ( 1) ( ) , | |k z
f k a k F z z a

z a
     



(k)

1z
z ，z>1

，z<1–(–k –1)

(k) ←→ 1 ，整个z平面

其中：a>0

( ) , | | 0mk m z z   
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

6.2 z变换的性质
本节讨论z变换的性质，若无特殊说明，它既适

用于单边也适用于双边z变换。

例1：2 ( ) 3 ( )k k  

一、线性

设 1111 ||),()(   zzFkf

2222 ||),()(   zzFkf

则: )()()()( 22112211 zFazFakfakfa 

1 2 1 2max( , ) | | min( , )z   

注：其收敛域至少是F1(z) 与F2(z)收敛域的相交部分。

1 2,a a 为任意常数

3
2 , | | 1

1
z

z
z

 

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解： )(2)1(2)( kkkf kk  

2||,
2

)]1(2[ 


 z
z

zkZ k

2
1

||,
12

2

2
1

)](2[ 





 z
z

z

z

z
kZ k

2||
2
1

,
)2)(12(

3
212

2
)( 










 z
zz
z

z
z

z
z

zF

例2： ，求 的双边z变换 。
| |( ) 2 kf k  ( )f k ( )F z
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二、移位（移序）特性 单边、双边差别大！

双边z变换的移位：

若 f(k) ←→ F(z) , <z<，且对整数m>0，则

证明： [ ( )] ( ) ( ) ( )
n k m

k n m m

k n

Z f k m f k m z f n z z z F z
 

 

 

     
单边z变换的移位：
若 f(k) ←→ F(z), |z| > ，且有整数m>0, 则

1

0

( ) ( ) ( )
m

m k

k

f k m z F z f k m z


 



   

( ) ( ), | |mf k m z F z z    

1( 1) ( ) ( 1)f k z F z f   
2 1( 2) ( ) ( 2) ( 1)f k z F z f f z      
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证明（右移）：
1

( )

0 0

[ ( )] ( ) ( ) ( )
m

k k k m m

k k k m

Z f k m f k m z f k m z f k m z z
  

    

  

        
上式第二项令k –m=n，则：

)()()()(
1

0

1

0 0

zFzzmkfzznfzmkf m
m

k

km
m

k n

nk 













   

1

0

( ) ( ) ( )
m

m m k

k

f k m z F z f k z






  

( 1) ( ) (0)f k zF z f z  
2 2( 2) ( ) (0) (1)f k z F z f z f z   

特例：若f(k)为因果序列，则 ( ) ( )mf k m z F z 

( ) ( ) ( )mf k m k m z F z   即：
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例1：求周期为N的有始周期性单位序列







0

)(
m

mNk

的z变换。

11
1

)(
00 















 N

N

N
m

mN

m z
z

z
zmNk解: z>1

例2：求f(k)= kε(k)的单边z变换F(z).

解:

( ) (0) ( )
1

z
zF z zf F z

z
  


2( )

( 1)
z

F z
z




( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )f k k k k k f k k         
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三、序列乘 （a可为实数、虚数、
复数） (z域尺度变换)

0:))(( akfaa kk

( ) ( ), | | | | | |k z
a f k F a z a

a
   则

证明： [ ( )] ( ) ( )( ) ( )k k k k

k k

z z
Z a f k a f k z f k F

a a

 
 

 

   

设 ( ) ( ), | |f k F z z    ,且有常数a

    ||)()(1 zzFkfk

若a=-1，有
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

例1： ( ) ?ka k 

( )
1

z
k

z
 



( )
1

k

z
zaa k

z z a
a

  
解:

例2：cos( ) ( ) ?k k  
1 0.5 0.5

cos( ) ( ) ( ) ( )
2 e e

j k j k
j j

z z
k k e e k

z z
 

   
   

 
解:

2

2

cos
cos( ) ( ) ,| | 1

2 cos 1
z z

k k z
z z

 



 

 

sin( ) ( ) ?k k  

1 1 0.5 0.5
sin( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

2 2 e e
j k j k

j j

z z
k k e e k

j j z z
 

   


   
 

2

sin
sin( ) ( ) ,| | 1

2 cos 1
z

k k z
z z

 


 
 
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

四、卷积性质：

设 1111 ||),()(   zzFkf

2222 ||),()(   zzFkf

则 ),min(||),max().()()()( 21212121   zzFzFkfkf

证明： k

k i

k

k

zikfifzkfkf 












  ])()([)]()([ 2121

 









i k

kzikfif ])()[( 21

)()()(])([ 2121 zFzFzFzif
i

i 






对单边z变换，要
求f1(k)、 f2(k)为

因果序列







i

i zFzif )()( 21

注：其收敛域一般为F1(z)与F2(z)收敛域的相交部分。
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

例： ，求 的双边 变换 。( ) ( )f k k k )(kf z )(zF

解： ( ) ( ) ( )* ( 1)f k k k k k    

1||,
1

)( 


 z
z

zk

2( ) , | | 1
( 1)

z
F z z

z
  



1

( 1) , | | 1
1

z z
k z

z




  

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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

五、序列乘k（z域微分）
设   ||),()( zzFkf

则 )()()( zF
dz
d

zkkf 

)]()[()()(2 zF
dz
dz

dz
dzkfk 

  ||,)))()(()(()()( zzF
dz
d

z
dz
d

z
dz
d

zkfk

m

m

  


次

证明： 





k

kzkfzF )()(











 
k

k

k

k z
dz
d

kfzkf
dz
d

zF
dz
d

))(()()(







k

kkzkf ))(( 1
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质







k

kzkkfzF
dz
d

z )()()(

令 )()(),()()( 11 kkfkfzF
dz
dzzF 

则 





k

kzkfzF )()( 11

即： 1 1( ) [ ( )]F z Z f k
)()()( zF

dz
d

zkkf 

解：
1

)(



z

z
k

2 2

d ( 1)
( ) , | | 1

d 1 ( 1) ( 1)
z z z z

k k z z z
z z z z


         

例：求 的双边 变换 。( ) ( )f k k k z )(zF
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

六、序列除(k+m)(z域积分）

则 1

( ) ( )
, | |m

mz

f k F
z d z

k m


  




  
 

若 ( ) ( ), | |f k F z z    ，设有整数m，且k+m>0

证明：

( 1)
1 1

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

k

k mk
m mz z z

k

k m
k m m k

z
k k k

m

f k
F

d d f k d

f k f k
f k z z z

k m k m k m

f k
z

k m


    

 






     
 



   
    

  



 

  
   

    


  

  

Z

( ) ( ) k

k

F z f k z







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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

例：求序列 的z变换。)(
1

1
k

k




解：
1

)(



z

zk

)
1

ln()
1

ln()
1

1
1

(
)1(

)(
1

1
2 















 z
z

zzdzdzk
k zzz 












若m=0 ,且k>0，则

( ) ( )
, | |

z

f k F
d z

k


  



  

即 1

( ) ( )
, | |m

mz

f k F
z d z

k m


  




  
 
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

设   ||),()( zzFkf

1 1 1
( ) ( ), | |f k F z z

 
   则

证明： ( ) ( )
k m

k m

k m

f k z f m z
 



 

  

( ) k

k

f k z






1( )F z

七、k域反转(仅适用双边z变换）

1( )( ) k

k

f k z


 




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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

1
1 1

( 1) , | |
1

k z z
a k z a

z a z



    

 
1

1

1 1
( 1) , | |ka k z

z a a


   


利用齐次性，k域和z域同时乘以a得

1

1
( 1) , | |k a

a k z
z a a


  


例2：已知 ( ) , | |k z
a k z a

z a
  

 ，求 的z变换。( 1)ka k 

解：

例1： 求),()(),()( zFkfkkf  )(zF

1||,
1

)( 


 z
z

z
k

1||,
1

1
1

)( 1

1







 



z
zz

z
zF

解：
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

八、部分和

若 f(k) ←→F(z) , <z<，则

)(
1

)( zF
z

z
if

k

i 



, max(,1)<z<

证明： )(
1

)()()()(*)( zF
z

zifikifkkf
k

ii 
 









例：求序列(a为实数) (k≥0)的z变换。


k

i

ia
0

解：
az

z
z

z
iaa

k

i

i
k

i

i




 1
)(

0

 ，|z|>max(|a|,1)
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

九、初值定理和终值定理

初值定理适用于右边序列，即适用于k<M(M为整数)
时f(k)=0的序列。它用于由象函数直接求得序列的初值
f(M), f(M+1), … 而不必求得原序列。

初值定理：

如果序列在k<M时，f(k)=0，它与象函数的关系为
f(k)←→F(z) ，<z<∞

则序列的初值
)(lim)( zFzMf m

z 


对因果序列f(k)，
)(lim)0( zFf

z 

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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

证明：











 
Mk

k

k

k zkfzkfzF )()()(

两边乘zM，得

)(lim)( zFzMf M

z 


...)2()1()( )2()1(   MMM zMfzMfzMf

 ...)2()1()( 21   zMfzMfMfzFzM

上式取z→∞，得
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

终值定理：

终值定理适用于右边序列，用于由象函数直接求
得序列的终值，而不必求得原序列。

如果序列在k<M时，f(k)=0，它与象函数的关系为

f(k) ←→ F(z) ，<z< 且0<1
则序列的终值

含单位圆

1

1
( ) lim ( ) lim ( )

k z

z
f f k F z

z 


  

1
( ) lim ( ) lim( 1) ( )

k z
f f k z F z

 
   或
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电子教案电子教案 6.2 z变换的性质

证明：    

 

1( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)

lim ( ) ( 1)

k

k M

N
k

N k M

f k f k F z z F z f k f k z

f k f k z


 





 

      

  





Z

 

 

 

1

1 1

1

lim(1 ) ( ) lim lim ( ) ( 1)

lim lim ( ) ( 1)

lim ( ) ( 1)

lim ( )

( )

N
k

z z N
k M

N
k

N z
k M

N

N k M

N

z F z f k f k z

f k f k z

f k f k

f N

f

 

  




 


 



   

  

  



 






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电子教案电子教案

设 )()( zFkf 

 




 ||,)()( zzkfzF
k

k

上式两边乘以 ， 为整数，在 的收敛域
内作围线积分：

1nz n 1)( nzzF

1 1 1( ) ( ) ( )n k n k n

c c c
k k

F z z dz f k z dz f k z dz
 

  

 

      
柯西公式：








 1,0
1,2

m
mj

dzz
c

m 

6.3 逆z变换

6.3 逆z变换
一、逆z变换








 

kn
knnkj

dzz
c

nk

,0
,11,21 即
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电子教案电子教案

令 ，得：kn 

,)()(2 1dzzzFkjf
c

k 

   kdzzzF
j

kf
c

k ,)(
2
1)( 1



上式称为 F(z) 的逆z变换.

Z逆变换的计算方法：

（1）反演积分法（留数法）；

（2）幂级数展开法；

（3）部分分式展开法；

（4）用 z 变换性质求逆 z 变换。

6.3 逆z变换
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电子教案电子教案 6.3 逆z变换

双边Fb (z) + 收敛域 f(k)
一一对应

单边F (z)
一一对应

f(k)

一般而言，双边序列f(k)可分解为因果序列f1(k)和
反因果序列f2(k)两部分，即

其中

2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )f k f k f k f k k f k k      

相应地，其z变换也分为两部分

2 1( ) ( ) ( ), | |F z F z F z z    

1
0

( ) [ ( ) ( )] ( ) , | |k

k

F z Z f k k f k z z 






  
1

2 ( ) [ ( ) ( 1)] ( ) , | |k

k

F z Z f k k f k z z 






    
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电子教案电子教案 6.3 逆z变换

已知象函数F(z)时，根据给定的收敛域不难由F(z)求
得F1(z)和F2(z)，并分别求得它们所对应的原序列f1(k)和
f2(k)，根据线性性质，将两者相加得到F(z) 所对应的原
序列f(k)。

二、幂级数展开法

根据z变换的定义，因果序列和反因果序列的象函数
分别是z-1和z的幂级数。其系数就是相应的序列值。

例：已知象函数
2)2)(1(

)( 2

22







zz
z

zz
z

zF

其收敛域如下，分别求其相对应的原序列f(k)。

(1) | | 2; (2) | | 1; (3) 1 | | 2z z z   。
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电子教案电子教案 6.3 逆z变换

解:（1）由于F(z)的收敛域在半径为2的圆外，故f(k)
为因果序列。用长除法将F(z)展开为z -1的幂级数：

1 2 3

2 2

1 3 5
2

z z z
z z z

     
 



2z 

2 2z z 

11 2z z
13 2z




22

2




zz
z

zF

  321 531 zzz

 ( ) 1, 1, 3, 5,

0

f k

k



 



于是，得原序列：
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电子教案电子教案 6.3 逆z变换

（2）由于F(z)的收敛域在半径为1的圆内，故f(k)为
反因果序列。用长除法将F(z)（其分子、分母按z 的
升幂排列）展开为z 的幂级数如下：


22

2




zz
z

zF

2 3 4 51 1 3 5
2 4 8 16

z z z z    

于是，得原序列：

2 3 4 5

2 2

1 1 3 5
2 4 8 16

2

z z z z

z z z

    

 



2 3 41 1
2 2

z z z 



3 41 1
2 2

z z 

3 4 51 1 1
2 4 4

z z z  

4 53 1
4 4

z z
5 3 1 1

( ) , , , , , 0
16 8 4 2

1

f k

k

    
 

 


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电子教案电子教案 6.3 逆z变换

(3) F(z)的收敛域为1<z<2的环形区域，其原序列f(k)
为双边序列。将F(z)展开为部分分式，有

2
1 2
3 3( ) , 1 | | 2

( 1)( 2) 1 2

z zz
F z z

z z z z
    

   

根据给定的收敛域不难看出，上式第一项属于因果
序列的象函数F1(z)，第二项属于反因果序列的象函数
F2(z)，即

1

1
3( ) , | | 1

1

z
F z z

z
 



2

2
3( ) , | | 2

2

z
F z z

z
 


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将它们分别展开为z -1及z的幂级数，有

  321
1 3

1
3
1

3
1

3
1

)( zzzzF

zzzzF
3
1

6
1

12
1

)( 23
2 

1 1 1 1 1 1 1
( ) , , , , , , , ,

12 6 3 3 3 3 3

0

f k

k

       
 

 

 

用上述方法求逆z变换，原序列通常难以写成闭合形式。

于是，得原序列：
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三、部分分式展开法

01
1

1

01
1

1

.....
.....

)(
)(

)(
azazaz

bzbzbzb
zA
zB

zF n
n

n

m
m

m
m




 





式中m≤n

（1）F(z)均为单极点，且不为0
( )F z
z

可展开为：

n

n

zz
K

zz
K

z
K

z
zF





 ....

)(

1

10

  
izz

ii z
zF

zzK


式中各系数


 


n

i i

i

zz
zK

KzF
1

0)(所以：
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根据给定的收敛域，将上式划分为F1(z)(z>)
和F2(z)(z<)两部分，根据已知的变换对，如

||||,)( az
az

z
ka k 




||||,)1( az
az

z
kak 


 

 1k

等，就可求得原函数。
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例1：已知象函数
)2)(1(

)(
2




zz
z

zF

其收敛域分别为：（1）z>2 (2) z<1 (3) 1<z<2

解: 部分分式展开为

2
3
2

1
3
1

)2)(1(
)(










zzzz
z

z
zF

23
2

13
1

)(






z

z
z

z
zF

(1)当z>2，f(k)为因果序列
)(])2(

3
2

)1(
3
1

[)( kkf kk 

(2) 当z<1，f(k)为反因果序列
)1(])2(

3
2

)1(
3
1

[)(  kkf kk 

(3)当1<z<2， f(k)为双边序列
)1()2(

3
2

)()1(
3
1

)(  kkkf kk 



信号与系统信号与系统

©西安电子科技大学电路与系统教研中心第第第666---474747页页页 ■

电子教案电子教案 6.3 逆z变换

例2：已知象函数
)3)(2)(1)(

2
1

(

)
2
1

2
9

4(
)(

23






zzzz

zzzz
zF ,1<z<2

的逆z变换。

解：

321
2

2
1

)(















z
z

z
z

z
z

z

z
zF

由收敛域可知，上式前两项的收敛域满足z>1，
后两项满足z<2。

)1()3()1()2()(2)()
2
1

()(  kkkkkf kkk 

321
2
1

)( 4321













z
K

z
K

z
K

z

K
z
zF
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(2) F(z)有共轭单极点

jdcz
K

jdcz
K

z
zF







*
11)(









 j

j

j

j

ez

zeK

ez

zeK
zF 







 11)(

1,2
jz c jd e    如 ，则

1 1| | jK K e 令 ，得

1| | ( ) 2 | | cos( ) ( )kz f k k k k     若 ，则

1| | ( ) 2 | | cos( ) ( 1)kz f k k k k      若 ，则
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例： )()(,
84

)( 2 zFkf
zz

z
zF 




（1） ，求22|| z )(kf

（2） ，求22|| z )(kf

)]22()][22([
)(

jzjz
z

zF




)22(4
1

)22(4
1

jz
z

j
jz

z
j







)22(
4
1

)22(
4
1

4

2

4

2








j

j

j

j

ez

z
e

ez

z
e











解：
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（1） 为因果序列)(,22|| kfz 

)(])22(
4
1

)22(
4
1

[)( 2222 keeeekf kjjkjj







)(][)22(
4
1 )

24
()

24
(

kee
kjkjk 

 




)()
24

cos()22(
2
1 kkk  

（2） )(,22|| kfz  为反因果序列

)1()
24

cos()22(
2
1

)(  kkkf k 
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 zFzFzF ba )( zF
az
zK

az
zK

az
zK

b
r

rr 








  )(
....

)()(
1

1
1211

(3) F(z)有重极点

F(z)展开式中含 项(r>1)，则逆变换为：raz
z

)( 
若z>a ,对应原序列为因果序列：

)(
)!1(

)2).....(1( 1 ka
r

rkkk rk 




1

1 1

1 ( )
[( ) ]

( 1)!

i
r

i z ai

d F z
K z a

i dz z



 

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以z>a 为例：

)()1(
2
1 2 kakk k 当r=3时，为

)(1 kka k 当r=2时，为

可这样推导记忆：

[ ( )]k z
Z a k

z a
 



两边对a求导得: 1
2[ ( )]

( )
k z

Z ka k
z a

 


再对a求导得: 2
3

2
[ ( 1) ( )]

( )
k z

Z k k a k
z a

 


故: 2
3

1
[ ( 1) ( )]
2 ( )

k z
Z k k a k

z a
 


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例：已知象函数 3

23

)1(
)(





z

zz
zF ，z>1。求原函数。

解:
1)1()1()1(

)( 13
2

12
3

11
3

2














z
K

z
K

z
K

z
zz

z
zF

;2
)(

)1(
1

3
11 

zz
zF

zK 3
12

1

d ( )
( 1) 3;

d z

F z
K z

z z 

     
2

3
13 2

1

1 d ( )
( 1) 1.

2 d
z

F z
K z

z z


     

1)1(
3

)1(
2

)(
23 








z
z

z
z

z
z

zF

      kkkkkkkf  21131
!2

2 



 
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例1： 求逆变换 。3||,
)3)(2(

1
)( 


 z

zz
zF )(kf

解：

3
3
1

2
2
1

6
1

)3)(2(
1)(












zzzzzzz
zF

33
1

22
1

6
1)(







z
z

z
zzF

)()3
3
1

2
2
1

()(
6
1

)( kkkf kk  

)()32()(
6
1 11 kk kk  

6.3 逆z变换

四、用性质求逆z变换

方法1：
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方法2：
3

1
2

1
)3)(2(

1
)(











zzzz

zF

)
32

(1





 

z
z

z
zz

)1(3)1(2)( 11   kkkf kk 

)1()23( 11   kkk 

6.3 逆z变换

1 1(3 2 )[ ( ) ( )]k k k k    

)()32()(
6
1 11 kk kk  
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例2、因果周期信号 如图，求 的单边 变换 。)(kf )(kf z )(zF

设第一周期内信号为 ，则 可表示为)(kfT )(kf

 )2()()()( NkfNkfkfkf TTT 





0

)(
m

T mNkf

设 )()(),()( zFkfzFkf TT 

  )()()()( 2 zFzzFzzFzF T
N

T
N

T

)1)(( 2   NN
T zzzF

1||
1

)(



  z

z
zF

N
T

6.3 逆z变换

( )f k
( )Tf k

k0 1 2 2NN

解：
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五、反演积分法（留数法）*

 11
( )

2
k

C
f k F z z dz k

j
  

1

C ( ) k -1

f k

F z z

根据复变函数理论中的留数定理，因果序列

等于积分路径 内 的极点留数之和，即：

 ( )f k F z z   

1

0 0

i

k

z
C

k
f k F z z

 

 -1

内极点

Res[ ( ) ] k 0
 

C

0 Re[ ]z

Im[ ]z

6.3 逆z变换
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2

C ( ) k -1

f k

F z z

根据复变函数理论中的留数定理，反因果序列

等于积分路径 外部区域内 的极点留数之和并取负

号，即：

2

0 0

i

k

z
C

k
f k F z z <



 -1

外极点

Res[ ( ) ] k 0

1 2( ) ( ) ( )f k f k f k等于 与 之和，即：

1 2

0
( ) ( )

i

i

k

z
C

k

z
C

F z z k
f k f k f k

F z z <

 
  






-1

内极点

-1

外极点

Res[ ( ) ]

Res[ ( ) ] k 0

6.3 逆z变换
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1( ) ( ) kF z F z z 为有理分式时， 的极点留数为：

1( ) k
iF z z z z 若 在 有一阶极点，则

( )
i

i

k k
i z zz

F z z z z F z z-1 -1
=Res[ ( ) ]= ( )

1( ) k
iF z z z z r 若 在 有 重极点，则

1

1 [( ) ]
( 1)! i

i

r
k r k

i z zrz

d
F z z z z F z z

r dz



 


-1 -1
=

1
Res[ ( ) ]= ( )

6.3 逆z变换
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2

4
( ) ,1 3, ( )

( 1) ( 3)
z

F z z f k
z z

  
 

已知 求原函数 。例：

解： 1
2

4
( )

( 1) ( 3)

k
k z

F z z
z z

 
 

1 21, 3z z 

1

2
1 1

4
[( 1) ] [ ]

3

k
k k

z zz

d d z
F z z z F z z

dz dz z
  


-1 -1

= =Res[ ( ) ] ( )

(2 1)k 

2
3( 3)k k

zz
F z z z F z z -1 -1

=Res[ ( ) ] ( )

3k

6.3 逆z变换
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0
( )

i

i

k

z
C

k

z
C

F z z k
f k

F z z <

 







-1

内极点

-1

外极点

Res[ ( ) ]

Res[ ( ) ] k 0

(2 1) 0
3 0k

k k
k

  
 

(2 1) ( ) 3 ( 1)kk k k     

6.3 逆z变换
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6.4 离散系统的z域分析

单边z变换将系统的初始条件自然地包含于其代数方程
中，可求得零输入、零状态响应和全响应。
一、差分方程的z域解







 
m

j
jm

n

i
in jkfbikya

00

)()(

设f(k)在k=0时接入，系统初始状态为y(-1),y(-2),… y(-n)。
取单边z变换得：

1

0 0 0

[ ( ) ( ) ] [ ( )]
n i m

i k j
n i m j

i k j

a z Y z y k i z b z F z


  
 

  

    

  





 









 

m

j

j
jm

n

i

n

i

i

k

k
in

i
in zFzbzikyazYza

00 0

1

0

)()(])([)(][

6.4 离散系统的z域分析
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)()()(
)(
)(

)(
)()( zYzYzF

zA
zB

zA
zMzY fx 

)(
)(

)(

)(
)(

zA
zB

zF

zY
zH f 令 称为系统函数。

h(k)←→H(z)

例1：若某系统的差分方程为

y(k) –y(k –1) –2y(k –2)= f(k)+2f(k –2)
已知y( –1)=2，y(–2)= –1/2，f(k)= (k)。求系统

的yx(k)、yf(k)、y(k)。

6.4 离散系统的z域分析
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1 2

1 2 1 2

2 2

2 2

(1 2 ) ( 1) 2 ( 2) 1 2( ) ( )
1 2 1 2
4 2

2 2 1

z y y zY z F z
z z z z

z z z z
z z z z z

 

   

     
   

 
 

    

)(])1()2(2[)(
12

2
)1)(2(

4
)(

2

kky
z

z
z

z
zz

zz
zY kk

xx 












)(]
2
3

)1(
2
1

2[)(
12

3
12

1
2

2
)( 1 kky

z
z

z
z

z
z

zY kk
ff 








 

解：方程取z变换，得：

1 2 1 2( ) [ ( ) ( 1)] 2[ ( ) ( 2) ( 1) ] ( ) 2 ( )Y z z Y z y z Y z y y z F z z F z            

整理得：
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例2：
1

( ) ( ) ( )
2

3 1 1 9 1
( ) [ ( ) 4( ) ( ) ] ( )

2 2 3 2 2
( )

k

k k k
f

f k k

y k k

h k







    

某系统，已知当输入 时，其零状态响应

求系统的单位序列响应 和描述系统的差分方程。

解：

3
1

2

2
1

3

6
1

6
1

2
)(

)(
)(

2

2














z

z

z

z

zz

zz
zF

zY
zH f

)1(2)()2(
6
1

)1(
6
1

)(  kfkfkykyky

1 1
( ) 3 2 ( )

2 3

k k

h k k
          
     

系统的差分方程为：
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例3 ： (求LTI系统差分方程的3种响应)

已知离散系统的方程为：

)2()2(2)1(3)(  kfkykyky

)()(,0)2(,1)1( kkfyy 

求： ).(),(),( kykyky fx

1、求完全响应 ：)(ky

由单边z变换的右移性质：

,)()()(
1

0





 
m

k

km zmkfzFzmkf

6.4 离散系统的z域分析

解：
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根据右移性质，对系统差分方程取单边z变换，得
0 1

1 2 2

0 0

( ) 3[ ( ) ( 1) ] 2[ ( ) ( 2) ] ( )k k

k k

Y z z Y z y k z z Y z y k z z F z    

 

       
由上式得：

)()2(2)1()23()231)(( 2121 zFzyyzzzzY  

)(
231231

)2(2)1()23(
)( 21

2

21

1

zF
zz

z
zz

yyz
zY 















1
)(,

)2)(1)(1(
33 23








z

z
zF

zzz
zzz

2||,
)2(3

11
)1(2

1
)1(6

1









 z

z
z

z
z

z
z

0,)2(
3

11
)1(

2
1

1
6
1

)(  kky kkk

6.4 离散系统的z域分析
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2、求零输入响应 0)2()2(,1)1()1(:)(  yyyyky xxx

的方程：)(kyx 0)2(2)1(3)(  kykyky xxx

根据右移性质，对 的方程取单边 变换，得：)(kyx z

0])2()([2])1()([3)(
1

0

2
0

0

1  








k

k
xx

k

k
xxx zkyzYzzkyzYzzY

由上式得：

2||,
)2)(1(

23
231

)2(2)1()23(
)(

2

21

1








 



z
zz

zz
zz

yyz
zY xx

x

2
4

1 





z
z

z
z

0,)2()1()( 2   kky kk
x

6.4 离散系统的z域分析
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3、求零状态响应 0)2()1(),()(:)(  fff yykkfky 

)(ky f 的方程： )2()2(2)1(3)(  kfkykyky fff

由右移性质，对 的方程取单边 变换，得)(ky f z

)()(2)(3)( 221 zFzzYzzyzzY fff
 

1
)(),(

)231(
)( 21

2





 



z
z

zFzF
zz

z
zY f

2||,
)2)(1)(1(




 z
zzz

z

,
)2(3

1
)1(2

1
)1(6

1









z

z
z

z
z

z

)(])2(
3
1

)1(
2
1

1
6
1

[)( kky kkk
f 

6.4 离散系统的z域分析
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说明：前向差分方程的解法：

（1）用左移性质： ,)()()(
1

0






m

k

kmm zkfzFzmkf

初始条件：对 、 、)1()0(:)( yyky

对 、 、 )1()0(:)( xxx yyky

（2）转变为由后向差分方程，用右移性质求解，

初始条件：对 、 、 )2()1(:)(  yyky

对 、 、 )2()1(:)(  xxx yyky

若初始条件不适用，则用递推法由相应的差分
方程递推得到需要的初始条件。

6.4 离散系统的z域分析
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二、系统函数H(z):

1、定义：
)(
)(

)(
zF
zY

zH f

)]([)()],([)( kfZzFkyZzY ff 

2、物理意义：
)]([)( khZzH 

3、计算：

)(
)(

)(
zF
zY

zH f（1）

（2） )]([)( khZzH 

（3）由系统差分方程求 )(zH

6.4 离散系统的z域分析
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例： 1 0 1 0( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

( )
f f fy k a y k a y k b f k b f k

H z

       已知： ；

求： 。

)()()()()( 2
0

1
1

2
0

1
1 zFzbzFzbzYzazYzazY fff

 

)()()()1( 2
0

1
1

2
0

1
1 zFzbzbzYzaza f

 

2
0

1
1

2
0

1
1

1)(
)(

)( 






zaza
zbzb

zF
zY

zH f

01
2

01

azaz
bzb




6.4 离散系统的z域分析

解：由于是零状态响应，对方程取z变换，得：
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4、应用：

（4）表示系统特性：频率特性、稳定性等。

（1）求 );()()()],([)( 1 zFzHzYzYZky fff  

（2）求 )];([)( 1 zHZkh 

（3）求 ;
)(
)(

)()],([)( 1

zH
zY

zFzFZkf f 

6.4 离散系统的z域分析
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三、系统的z域框图:

6.4 离散系统的z域分析

z

数乘器
（标量乘法器）

k 域 模型名 称 z 域模 型

( )f k ( )af ka

a( )f k ( )af k
或

( )F z ( )aF za

( )F z ( )aF z
或

a

加法器
2( )f k

∑
1( )f k

1 2( ) ( )f k f k

 2 ( )F z
∑

1( )F z
1 2( ) ( )F z F z



( )f k ( 1)f k 迟延单元 D
( )F z

1z ∑
1 ( ) ( 1)z F z f  





( 1)f 

迟延单元
（零状态）

( )f k ( 1)f k D ( )F z 1z 1 ( )z F z
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例1: 求图示LTI因果系统的单位序列响应。

( )f k ( )y k


4
3






3
1

x(k) x(k-1) x(k-2)

解： 画出z域框图：

( )F z ( )Y z


4
3






3
1

1z1z
X(z)
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1 2( ) ( ) 4 ( ) 3 ( )X z F z z X z z X z   由右边加法器可得：

系统函数为：

2

( ) 3 1 4 1
4 3 3 1

H z z
z z z z z

 
  

   

1

1 2 2

( ) ( ) ( ) 3 (3 1)
( )

( ) ( ) ( ) 1 4 3 4 3
Y z Y z X z z z z

H z
F z X z F z z z z z



 

 
   

   

由部分分式展开得：

由左边加法器可得： 1( ) 3 ( ) ( )Y z X z z X z 

所以系统的单位序列响应为：

( ) [ 1 4(3) ] ( )kh k k

4
( )

1 3
z z

H z
z z


 
 
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所以系统的单位序列响应为：

( ) [ 1 4(3) ] ( )kh k k

4
( )

1 3
z z

H z
z z


 
 
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例2: 求图示LTI因果系统的单位序列响应。

( )f k ( )y k


4
3






3
1

x(k) x(k-1) x(k-2)

解： 设一中间变量x(k)，则左边的加法器输出为：

( ) ( ) 4 ( 1) 3 ( 2)x k f k x k x k    

( ) 3 ( ) ( 1)y k x k x k  
右边加法器输出为：

( ) 4 ( 1) 3 ( 2) ( ) (1)x k x k x k f k    整理得：

例1经典解法
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( ) 4 ( 1) 3 ( 2) 3 ( ) ( 1) (2)y k y k y k f k f k      

所以，图示系统的差分方程为：

k≥2时，(2)式的零状态响应化为齐次方程：

( ) 4 ( 1) 3 ( 2) 0 (3)h k h k h k    

初始状态：
( 1) ( 2) 0h h   

迭代得：

(0) 4 ( 1) 3 ( 2) 3 3h h h     
(1) 4 (0) 3 ( 1) 1 11h h h   

由(2)得： ( ) 4 ( 1) 3 ( 2) 3 ( ) ( 1)h k h k h k k k       
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（3）式的特征根为：

1 21, 3  
所以： 1 2( ) [ (1) (3) ] ( )k kh k C C k 

代入初始条件得：

1 2(0) 3h C C  

1 2(1) 3 11h C C  
解得：

1 21, 4C C 

由于h(0),h(1)作为初始值代入，因而方程的解
也满足k=0和k=1。所以系统的单位序列响应为：

( ) [ 1 4(3) ] ( )kh k k
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sz平面与 平面的映射关系

s= ,

2
, T

j

sT

s

j z

z

e

e

  




 

 
  

 

设

又 其中 为序列时间间隔

,
T

j T j T

T
ee e e


   

 

  


则 即

1
ln

sTz e

s z
T

 





复变量s与z的关系：

四、s域与z域的关系
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s平面的左半平面（<0)--->z平面的单位圆内部（z=<1)

s平面的j轴（=0)--->z平面的单位圆（z==1)

s平面上的原点（=0，=0）---->z平面上z=1的点（=1，=0）

s平面的右半平面（>0)--->z平面的单位圆外部（z=>1)

6.4 离散系统的z域分析

s平面上实轴（=0)--->z平面的正实轴（=0)



j

0

Im[ ]z

0 Re[ ]z

| | 1z  s平面 z平面
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z 平面到 s 平面的映射是多值的。在z平面上的一点
 jez

映射到s平面将是无穷多点，即

,
2

ln
1

ln
1

T
m

j
T

z
T

s





 ,2,1,0 m
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五、离散系统的频率响应：

1、LTI离散系统对正弦序列的响应：

设系统输入  kTkAkf ,cos)(

初始时刻 0k

响应为 )(ky

)(kf 表示为： )(
2

)( TkjTkj ee
A

kf  

6.4 离散系统的z域分析

（1）系统对 的响应：Tkje 

设输入 ，响应为
Tkjekf )( )(1 ky

则 1( ) ( ) j Tky k h k e  
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即 




 
m

mkTjTkj emhekhky )(
1 )()()(

为因果信号）)((,)(
0

khemhe
m

TmjTkj 












0

))((
m

mTjTkj emhe

6.4 离散系统的z域分析

设 的收敛域含单位圆，令z为：)]([)( khZzH 

则 1
0

( ) [ ( ) ] j T
j Tk m

z e
m

y k e h m z 


 




 
)(|)( TjTkj

ez
Tkj eHezHe Tj




  

j j Tz re e  
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*

*

( ) |

( )

j T
j Tk

z e

j Tk j T

e H z

e H e






 




其中， 的收敛域含单位圆。)(zH

6.4 离散系统的z域分析

（2）系统对 的响应：
j Tke

设输入 ，响应为( ) j Tkf k e 2 ( )y k

则 2 ( ) ( ) j Tky k h k e 

（3）系统对正弦序列的响应：

系统输入 )(
2

)cos()( TkjTkj ee
A

TkAkf  

响应为 )(ky
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由系统的线性性质，得：

)]()([
2

)( 21 kykyAky 

)]()([
2

TjTkjTjTkj eHeeHe
A  

设 ( )( ) | ( ) |j T j T j TH e H e e   

( )( ) | ( ) |j T j T j TH e H e e     则

( ( )) ( ( ))( ) | ( ) | [ ]
2

j T j Tk T j Tk TA
y k H e e e         

| ( ) | cos( ( )),j TA H e Tk T k     

一般情况：
)cos()(  TkAkf

( ) | ( ) | cos( ( ))j Ty k A H e Tk T     

称LTI离散系统的正弦稳态响应。)(ky

6.4 离散系统的z域分析



信号与系统信号与系统

©西安电子科技大学电路与系统教研中心第第第666---888888页页页 ■

电子教案电子教案

2、LTI离散系统的频率响应：

若LTI因果离散系统得系统函数H(z)得收敛域包含

单位圆， ， 则 称为LTI因果离散系

统的频率响应。其中

)1,|(|  z )( TjeH 

Tjez
Tj zHeH 

  |)()(

( )( ) | ( ) |j T j T j TH e H e e   

|)(| TjeH  称为系统的幅频响应；

( )T 称为系统的相频响应；

6.4 离散系统的z域分析
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（2） 是 的连续函数；)( TjeH  T

（3） 表示系统对不同频率 的正弦序列

的稳态响应特性。

)( TjeH  T

（1） 是 的周期函数，周期为 ；)( TjeH  T 2

6.4 离散系统的z域分析

说明：
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例1： 0 1 ( )j TH e  已知离散系统如图所示， ，求 。

),()1()( kfkayky  为因果信号)(kf

系统函数 ：)(zH

)()1()( kfkayky ff 

)()()( 1 zFzYazzY ff  

az
az

z
azzF

zY
zH f 





  ||,

1
1

)(
)(

)( 1

6.4 离散系统的z域分析

( )y k

a

( )f k

系统差分方程为：解：
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因为 ，所以 的收敛域含单位圆，
系统的频率响应为：

10 a )(zH

6.4 离散系统的z域分析

ae
e

zHeH Tj

Tj

ez
Tj

Tj


 






|)()(

|sincos|
1

||
1|)(|

aTjTae
eH Tj

Tj





 



TaT  22 sin)(cos

1




Taa 


cos2)1(
1

2
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幅频响应曲线：（ 称数字角频率）T

a
eHT Tj


 

1
1

|)(|,0

a
eHT Tj


 

1
1|)(|,

a
eHT Tj


 

1
1

|)(|,2

6.4 离散系统的z域分析

T

| ( ) |, 0.5j TH e a 

0  2 3 4

2
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系统函数为

 kkkkf ),
42

cos(9)
4

cos(99)(


例2：已知离散系统的输入 为)(kf

求稳态响应 。,
2
1

||,
12

1
)( 


 z

z
zH )(ky

因为 ，所以 收敛域包含单位圆。
2
1

|| z )(zH
1

( )
2 1

j T
j TH e

e





3
1)( TjeH

6.4 离散系统的z域分析

解：

设系统对 的响应为 ，则)(1 kf )(1 ky

1

1
( ) 9 | ( ) | cos[ ( )] 9 3, 0

3
j Ty k H e Tk T T        

1( ) 9 9cos( ), 0f k Tk T    设（1）
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3.3036.0
12

1
)(

4







j

Tj

e
eH

2 ( ) 9 | ( ) | cos[ ( )],
4

j Ty k H e Tk T T
     

)3.30
4

cos(36.09  k


)3.30
4

cos(24.3  k

设系统对 的响应为 ，则2 ( )f k 2 ( )y k

2 ( ) 9cos( ),
4 4

f k k T
 

  设（2）
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4.6345.0
21

1

12

1
)(

2









j
e

eH
j

Tj


6.4 离散系统的z域分析

3( ) 9 | ( ) | cos[ ( ), ,
4 2

j Ty k H e Tk T T
 

      

)4.63
42

cos[45.09  k

)4.18
2

cos(05.4  k


设系统对 的响应为 ，则3 ( )f k 3 ( )y k

3( ) 9cos( ),
2 4 2

f k k T
  

   设（3）
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)()()()( 321 kykykyky 

)4.18
2

cos(05.4)3.30
4

cos(24.33   kk


 k

(4) 设系统对 的响应为 ：( )f k ( )y k



信号与系统信号与系统

©西安电子科技大学电路与系统教研中心第第第666---979797页页页 ■

电子教案电子教案 6.4 离散系统的z域分析

3、借助DTFT求离散系统的频率响应

( ) ( ) | j
j

z e
H e H z 







