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　　摘　要：　现有商空间模型中论域结构一般被指定为拓扑结构，问题的粒度由等价关系唯一地确定．当论域结构
由拓扑结构变成应用广泛的代数结构时，引入同余关系的概念，系统地论证了两个重要结论在基于代数结构的商空间

模型中依然成立，即全体同余关系构成的完备半序格和保假，保真原理的存在性．而当确定问题粒度的等价关系不是
一个同余关系时，对偶地定义了上（下）同余与上（下）商，简捷地证明了它们的存在性并得出了一些重要性质，为商空

间的合成与分解提供了理论依据．最后以纠错码进行传输的路由选择算法为实例，分析了基于代数结构的商空间模型
在网络安全传输过程中的应用．从结构上扩展了现有商空间模型，为商空间理论与代数理论的结合提供了基础．
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１　引言
　　粒计算（ＧｒＣ）的概念最早由 ＴＹＬｉｎ提出，它是模
糊集、区间分析、粗糙集、商空间理论等的超集［１～３］，其

研究的目标在于建立粒度化问题求解的一般理论和方

法［４～６］．商空间理论由张钹院士和张铃教授提出，是最
主要的粒计算模型之一．它用三元组（Ｘ，ｆ，Ｔ）描述问
题，其中Ｘ表示论域，ｆ是论域的属性函数，Ｔ表示论域
的结构，用论域上的等价关系 Ｒ刻画问题的粒度［７，８］．

商空间理论与其他粒计算模型的一个显著区别就是引

入了对空间结构的描述，这也使得它能具有更强大的

描述和求解问题的能力［９～１１］．张铃教授等对论域为拓
扑结构的商空间模型进行了系统的研究，形成了相应

的理论体系［１２］，获得了两个基本结论，即粒度世界的完

备性和粒度转换时的性质保留特性［１３］．
事实上，结构是对象描述中最复杂的，常见的结构

有拓扑，代数，逻辑推理等．如果论域结构为代数结构，
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那么商空间基本结论是否依然成立．本文假设商空间
的论域结构为代数结构，首先利用同余关系和闭包的

概念定义同余闭包并给出其重要性质．然后讨论商运
算的定义及其存在性的充要条件和全体同余关系是否

构成完备半序格．接下来分析了任意个同余关系之和
是否仍为同余关系，即具有商运算的不同粒度世界的

下确界是否仍然具有商运算．最后，利用等价关系与划
分一一对应的关系以及之前所得出的一些结论进一步

讨论任意商空间是否总是存在上（下）商，并研究了上

（下）商的一些重要性质．

２　商运算和粒度完备性
　　为了简便起见把商空间模型中的三元组简化成二
元组（Ｘ，），Ｘ还是表示问题论域，表示论域的代数结
构．代数结构即运算，可能论域有多种不同的运算，这里
仅讨论一个二元运算的情况．
２１　同余闭包及其性质
　　定义１　设Ｒ为代数（Ｘ，）上的一个等价关系．若
Ｒ在运算下具有置换性，即当 ａＲｂ时，对ｃ∈Ｘ有
ａｃＲｂｃ且ｃａＲｃｂ，则称Ｒ为关于运算的同余
关系，简称Ｒ为同余关系．

根据同余关系的定义和相关概念就可很容易地得

出如下两个命题．具体证明从略．
　　命题１　设Ｒ为代数（Ｘ，）上一个等价关系．Ｒ是
同余关系的充要条件是当［ａ］＝［ｂ］和［ｃ］＝［ｄ］时有
［ａｃ］＝［ｂｄ］．
　　命题２　代数（Ｘ，）上的全等关系Ｅ和恒等关系 Ｉ
一定是同余关系．
　　引理１　代数（Ｘ，）上任意个同余关系的交是同余
关系．
　　证明　设｛Ｒα｝α为代数（Ｘ，）上若干个同余关系
的集合，记Ｒ ＝∩αＲα．先证ｘ∈Ｘ，［ｘ］Ｒ ＝∩α［ｘ］Ｒα．
一方面，对ｙ∈［ｘ］Ｒ，有（ｘ，ｙ）∈Ｒ

．于是α，（ｘ，ｙ）
∈Ｒα，从而可知 ｙ∈∩α［ｘ］Ｒα．另一方面，对ｙ∈∩α

［ｘ］Ｒα，有α，ｙ∈［ｘ］Ｒα，从而α，（ｘ，ｙ）∈Ｒα，即（ｘ，ｙ）
∈Ｒ，亦即ｙ∈［ｘ］Ｒ．因此ｘ∈Ｘ，［ｘ］Ｒ ＝∩α［ｘ］Ｒα．

现在证明Ｒ是同余关系．设［ａ］Ｒ ＝［ｂ］Ｒ和［ｃ］Ｒ
＝［ｄ］Ｒ．由于α，ＲαＲ

，则［ｘ］Ｒα［ｘ］Ｒ，因此若
［ａ］Ｒ ＝［ｂ］Ｒ，则有α，［ａ］Ｒα＝［ｂ］Ｒα．同理，α，［ｃ］Ｒα
＝［ｄ］Ｒα．又因 Ｒα是同余关系，且［ｘ］Ｒ ＝∩α［ｘ］Ｒα，于
是［ａｃ］Ｒ ＝∩α［ａｃ］Ｒα＝∩α［ｂｄ］Ｒα＝［ｂｄ］Ｒ．因
此，Ｒ为同余关系．综上所述，引理得证．

闭包概念在数学上被广泛运用，下面定义的同余

闭包是本文为了从关系的角度更为简捷地讨论商运算

存在性以及上（下）商的存在性而特意引入的．
　　定义２　设Ｒ为代数（Ｘ，）上的一个等价关系，若

存在同余关系ｃ（Ｒ）Ｒ，且对任意同余关系 Ｒ′Ｒ都
有ｃ（Ｒ）Ｒ′，则称ｃ（Ｒ）为Ｒ的同余闭包．

一言以蔽之，等价关系 Ｒ的同余闭包就是包含 Ｒ
的最小同余关系．

下面给出同余闭包的一些重要性质．
　　定理１　代数（Ｘ，）上任意非空等价关系都存在同
余闭包．
　　证明　设 Ｒ是（Ｘ，）上任意非空等价关系，令
｛Ｒα｝α为Ｘ上包含Ｒ的全体同余关系．设 Ｒ

 ＝∩αＲα．
因为全等关系ＥＲ且一定是同余关系，故｛Ｒα｝α≠Φ．
又α，ＲＲα，从而若要 ｃ（Ｒ）＝Ｒ

，只需证得 Ｒ为
同余关系．由引理１可知 Ｒ为同余关系，因此 ｃ（Ｒ）＝
Ｒ，命题得证．

若设Ｃ（Ｒ）为代数（Ｘ，）上的全体同余关系，则根
据定 理 １的 证 明 过 程 可 进 一 步 得 出 ｃ（Ｒ）＝
∩ＲＲα∈Ｃ（Ｒ）Ｒα．
　　定理２　代数（Ｘ，）上任意非空等价关系 Ｒ是同
余关系当且仅当ｃ（Ｒ）＝Ｒ．
　　证明　若 ｃ（Ｒ）＝Ｒ，显然 Ｒ是同余关系．另一方
面，若Ｒ是同余关系，且令｛Ｒα｝α为（Ｘ，）上包含 Ｒ的
全体同余关系，则Ｒ∈｛Ｒα｝α．于是Ｒ∩αＲα＝ｃ（Ｒ），又
Ｒｃ（Ｒ），因此ｃ（Ｒ）＝Ｒ．
　　定理３　设Ｒ１，Ｒ２是代数（Ｘ，）上的两个非空等价
关系，若Ｒ１Ｒ２，则ｃ（Ｒ１）ｃ（Ｒ２）．
　　证明　因为Ｒ２ｃ（Ｒ２），且Ｒ１Ｒ２，故Ｒ１ｃ（Ｒ２）．
又由于ｃ（Ｒ２）是同余关系，故由同余闭包的定义可知
ｃ（Ｒ１）ｃ（Ｒ２）．
２２　商运算的定义，存在性及其粒度完备性

有了以上的铺垫就可以比较简捷地研究商运算的

存在性问题了．给定代数（Ｘ，）的一个等价关系 Ｒ，等
价于给定了 Ｘ的一个划分，从粒计算的角度而言也就
相当于给定了 Ｘ的一个粒度，那么自然就会关注在新
的粒度世界 Ｘ／Ｒ上是否可导出一种代数结构，即定义
一种运算并且新的代数结构能与原代数结构同态．代
数（Ｘ，）在保持同态性下的颗粒化是粒计算的本质要
求，因为一方面可减小求解问题的规模，另一方面可使

得新的结构继承原来结构的一些重要性质，从而有助

于在新结构上计算和推理．因此，研究这种运算的存在
性成为了构造粒度世界，用粒度的观点和方法求解问

题的关键．
　　定义３　设 Ｒ是代数（Ｘ，）上一个等价关系，ｐ：Ｘ
→Ｘ／Ｒ为投影．若在商空间 Ｘ／Ｒ上存在运算 ′，使得 ｐ
是同态映射，即对ｘ，ｙ∈Ｘ都有 ｐ（ｘｙ）＝ｐ（ｘ）′
ｐ（ｙ），则称′为商空间Ｘ／Ｒ上的商运算，简称商运算．

对于具有多个算子的代数系统只需对每个算子而

言投影都是同态映射即可．定义３同时说明了，如果商
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运算存在，那么商空间与原空间同态．从而当 ａｘ＝ｂ
有解时，可得［ａ］′［ｘ］＝［ａｘ］＝［ｂ］，因此［ａ］′［ｘ］
＝［ｂ］也有解；当［ａ］′［ｘ］＝［ｂ］无解时，也就是说［ａ］
′［ｘ］＝［ａｘ］≠［ｂ］，则 ａｘ＝ｂ一定无解．这说明在
具有代数结构的商空间中保假原理依然成立．下面开
始讨论商运算的存在性．
　　定理４　Ｒ是代数（Ｘ，）上的非空等价关系，则商
空间Ｘ／Ｒ存在商运算的充要条件是ｃ（Ｒ）＝Ｒ．
　　证明　根据定理２的结论，可知原命题等价于商空
间Ｘ／Ｒ存在商运算当且仅当 Ｒ是同余关系．下面证明
这一命题是成立的．一方面，若 Ｒ是同余关系，则可定
义Ｘ／Ｒ上的二元运算′，满足对ｘ，ｙ∈Ｘ，［ｘ］′［ｙ］＝
［ｘｙ］．上述定义是良定的，因为：若［ｘ１］＝［ｘ２］且［ｙ１］
＝［ｙ２］，由于Ｒ是同余关系，故［ｘ１ｙ１］＝［ｘ２ｙ２］．因
此，［ｘ１］′［ｙ１］＝［ｘ１ｙ１］＝［ｘ２ｙ２］＝［ｘ２］′［ｙ２］．显
然ｐ满足同态性，故 ′是商运算．另一方面，若商空间
Ｘ／Ｒ上存在商运算 ′，则对ｘ，ｙ，ｗ，ｚ∈Ｘ，当［ｘ］＝
［ｙ］，［ｗ］＝［ｚ］时，有［ｘｗ］＝ｐ（ｘｗ）＝ｐ（ｘ）′ｐ（ｗ）
＝［ｘ］′［ｗ］＝［ｙ］′［ｚ］＝［ｙｚ］，因此，Ｒ是同余关系．
综上所述，命题得证．

在商空间理论中，不同粒度世界的全体构成一个

完备半序格．那么对于存在商运算的不同商空间的全
体是否也构成一个完备半序格呢？下面讨论这一问题．
　　定义４　设Ｒ１，Ｒ２为Ｘ上的两个非空等价关系．若
Ｒ１Ｒ２，则称Ｒ１比Ｒ２细，或Ｒ１细于Ｒ２，记为Ｒ２≤Ｒ１或
Ｒ１Ｒ２

在商空间理论中用等价关系来刻画问题的粒度，

因此研究不同粒度世界之间的关系就可以从不同等价

关系间的联系入手．下面的命题给出了不同粒度世界
之间的关系．
　　命题３［１３］　设Ｒ为 Ｘ上全体非空等价关系，则在
定义４的偏序”≤”下，（Ｒ，≤）是一个完备半序格．

命题３是商空间理论中最基本的也是最重要的定
理，它为研究不同粒度世界之间的转换，分解，合成等运

算提供了理论依据．本文把全体同余关系作为研究对
象也得出了类似结论，即全体同余关系构成一个完备

半序格．为此，先给出如下引理．
根据等价关系的定义可很容易地得出引理２的结

论．具体证明从略．引理２说明元素在算子 下的置换
性具有传递性．
　　引理２　设Ｒ是代数（Ｘ，）上的等价关系，ａ，ｂ，ｃ∈
Ｘ，（ａ，ｃ），（ｃ，ｂ）∈Ｒ．若对ｘ∈Ｘ，（ｘａ，ｘｃ），（ａｘ，
ｃｘ）∈Ｒ而且（ｘｃ，ｘｂ），（ｃｘ，ｂｘ）∈Ｒ，则有（ｘ
ａ，ｘｂ），（ａｘ，ｂｘ）∈Ｒ．
　　引理３　设 Ｃ（Ｒ）是代数（Ｘ，）上的全体同余关
系，非空集合｛Ｒα｝αＣ（Ｒ），则ｔ（∪αＲα）∈Ｃ（Ｒ）．

　　证明　对ｘ１，ｘ２∈ｔ（∪αＲα），由于 ｔ（∪αＲα）是∪α
Ｒα的传递闭包，因此若（ｘ１，ｘ２）∈∪αＲα，则Ｒα０∈
｛Ｒα｝α使得（ｘ１，ｘ２）∈Ｒα０．由于 Ｒα０是同余关系，必定满
足对ｘ∈Ｘ，（ｘｘ１，ｘｘ２），（ｘ１ｘ，ｘ２ｘ）∈Ｒα０
ｔ（∪αＲα）；否则（ｘ１，ｘ２）∪αＲα，由传递闭包的定义可
知，ｙ１＝ｘ１，ｙ２，…，ｙｍ＝ｘ２∈Ｘ，使得（ｙｉ，ｙｉ＋１）∈∪αＲα，
ｉ＝１，２，…，ｍ－１，故对每个 ｉ，Ｒｉ∈｛Ｒα｝α，使得对ｘ
∈Ｘ，（ｘｙｉ，ｘｙｉ＋１），（ｙｉｘ，ｙｉ＋１ｘ）∈ｔ（∪αＲα）再由引
理２可知，对ｘ∈Ｘ，（ｘｘ１，ｘｘ２），（ｘ１ｘ，ｘ２ｘ）∈
ｔ（∪αＲα）．因此ｔ（∪αＲα）为同余关系，命题得证．
　　定理５　设（Ｘ，）是代数，Ｃ（Ｒ）为Ｘ上全体同余关系，
则在定义４的偏序”≤”下，（Ｃ（Ｒ），≤）构成一个完备半序格．
　　证明　先证明∩αＲα是｛Ｒα｝α的上确界．由引理１
可知，∩αＲα是同余关系．由于对α，Ｒα≤∩αＲα，故
∩αＲα是｛Ｒα｝α的上界．又对Ｒ′∈Ｃ（Ｒ）且α，Ｒ′
Ｒα，即Ｒ′Ｒα，则 Ｒ′∩αＲα，即∩αＲα≤Ｒ′，因此∩αＲα
为｛Ｒα｝α的上确界．

再证明ｔ（∪αＲα）是｛Ｒα｝α的下确界．由引理３知
ｔ（∪αＲα）是同余关系，又对α，Ｒαｔ（∪αＲα），即
ｔ（∪αＲα）≤Ｒα，故 ｔ（∪αＲα）是｛Ｒα｝α的下界．又对于
Ｒ′为｛Ｒα｝α的下界，即α，Ｒ′≤Ｒα，有∪αＲαＲ′．由
传递闭包的性质可知，ｔ（∪αＲα）ｔ（Ｒ′）＝Ｒ′，即 Ｒ′≤
ｔ（∪αＲα），因此ｔ（∪αＲα）为｛Ｒα｝α的下确界．综上所述，
命题得证．

在商空间理论中不同粒度世界对应着不同等价关

系，因此可知具有商运算的不同粒度世界也构成一个

完备半序格．

３　上（下）商的定义，存在性及其性质
　　代数（Ｘ，）的商空间 Ｘ／Ｒ存在商运算当且仅当 Ｒ
是同余关系．但是，并非任意的等价关系都是同余关系，
从而并非代数（Ｘ，）的任何商空间都存在商运算．假如
Ｘ的商空间 Ｘ１不存在商运算，是否可以给出一个与 Ｘ１
近似的且存在商运算的商空间．显然，有两种近似方
法［１３］：（１）在比Ｘ１细的所有存在商运算的商空间中是
否存在最粗的商空间 珔Ｘ；（２）在比Ｘ１粗的所有存在商运
算的商空间中是否存在最细的商空间 Ｘ？如果有这么
一个近似对（Ｘ，珔Ｘ）存在，那么就可用它来近似描述商空
间Ｘ１可以证明这种近似对是唯一存在的．由于论域Ｘ
上的一个等价关系与 Ｘ的一个划分是一一对应的，因
此可以从等价关系的角度来研究上述近似对的存在

性．下面先定义上（下）同余的概念，然后以此为基础来
讨论这种近似对的存在性．
　　定义５　设Ｒ是代数（Ｘ，）上的非空等价关系．若
存在同余关系 珔ＲＲ，且对任意同余关系 Ｒ′Ｒ都有 Ｒ′
珔Ｒ，则称 珔Ｒ为Ｒ的上同余．
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　　定义６　设Ｒ是代数（Ｘ，）上的非空等价关系．若
存在同余关系Ｒ≤Ｒ，且对任意同余关系Ｒ′≤Ｒ都有 Ｒ′
≤Ｒ，则称Ｒ为Ｒ的下同余．

实际上，Ｒ的上同余珔Ｒ就是比Ｒ细的所有同余关系
中最粗的同余关系，而 Ｒ的下同余 Ｒ是比 Ｒ粗的所有
同余关系中的最细的同余关系．可以证明代数（Ｘ，）上
任意等价关系Ｒ都存在上（下）同余．
　　定理６　设 Ｃ（Ｒ）为代数（Ｘ，）上的全体同余关
系，则（Ｘ，）的任意非空等价关系 Ｒ都存在上（下）同
余，且Ｒ＝ｃ（Ｒ），珔Ｒ＝ｔ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲＲα）．
　　证明　由于 Ｒｃ（Ｒ）∈Ｃ（Ｒ），则同余关系 ｃ（Ｒ）
≤Ｒ．又根据同余闭包的性质，对Ｒ′∈Ｃ（Ｒ）且Ｒ′≤Ｒ，
即ＲＲ′，有 ｃ（Ｒ）Ｒ′，即 Ｒ′≤ｃ（Ｒ）．故 Ｒ＝ｃ（Ｒ）．设
｛Ｒα∈Ｃ（Ｒ）｜Ｒ≤Ｒα｝，从而根据定理５和引理３可得
ｉｎｆ｛Ｒα｝α＝ｔ（∪αＲα），且 ｔ（∪αＲα）∈Ｃ（Ｒ），再由下确
界定义可得 珔Ｒ＝ｔ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲＲα）．

根据定理６的结论，再结合定理２和定理４，很容易
得出如下推论．具体证明从略．
　　推论１　代数（Ｘ，）上任一非空等价关系 Ｒ是同
余关系的充要条件是Ｒ＝珔Ｒ和Ｒ＝Ｒ．
　　推论２　代数（Ｘ，）在等价关系 Ｒ下存在商运算
的充要条件是Ｒ＝珔Ｒ和Ｒ＝Ｒ．

根据等价关系和商集的一一对应性，再结合以上结

论就可以很简洁地讨论上（下）商运算的存在性了．
　　定义７　设Ｘ１是代数（Ｘ，）的一个商空间．若存在
Ｘ的商空间 珔Ｘ，满足Ｘ１≤珔Ｘ且 珔Ｘ上存在商运算，并且对
任意Ｘ′Ｘ１上存在商运算，都有 珔Ｘ≤Ｘ′，则称 珔Ｘ为 Ｘ的
上商，相应的商运算为Ｘ１的上商运算．
　　定义８　设Ｘ１是代数（Ｘ，）的一个商空间．若存在
Ｘ的商空间Ｘ，满足Ｘ≤Ｘ１且 Ｘ上存在商运算，并且对
任意Ｘ′≤Ｘ１上存在商运算，都有Ｘ′≤Ｘ，则称Ｘ为 Ｘ的
下商，相应的商运算为Ｘ１的下商运算．

根据等价关系与划分的一一对应关系，我们很容

易得出代数（Ｘ，）的任意商空间必然存在上（下）商的
结论．下面以定理的形式给出，证明从略．
　　定理７　设Ｘ１是代数（Ｘ，）的任意一个商空间，Ｘ１
对应的等价关系为Ｒ，则Ｘ１的上（下）商均存在，且商空
间Ｘ／Ｒ为Ｘ１的下商，商空间Ｘ／珔Ｒ为Ｒ１的上商．

根据定理７的结论，可以在论域的全体等价关系上
定义一对上（下）同余算子，也就是说可以在全体粒度

世界上定义一对上（下）商算子．上（下）商算子可看成
粒度世界中的一对近似算子，它可以把不具商代数结

构的商空间近似成具有商代数结构的商空间．这为利
用粒计算的思想，近似求解具有代数结构的问题提供

了理论基础．下面将给出上（下）同余算子（或商算子）
的一些重要性质．

　　定理８　设Ｒ１，Ｒ２是代数（Ｘ，）上的两个非空等价
关系．若Ｒ１≤Ｒ２，则

（１）Ｒ１≤Ｒ２；２）Ｒ１≤Ｒ２．
　　证明　（１）由于 Ｒ１≤Ｒ２，则 Ｒ２Ｒ１，于是 Ｒ２＝
ｃ（Ｒ２）Ｒ１＝ｃ（Ｒ１），因此Ｒ１≤Ｒ２．

（２）设Ｃ（Ｒ）是（Ｘ，）上同余关系的全体．由于Ｒ２
＝ｔ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ２Ｒα）ｔ（Ｒ２）＝Ｒ２Ｒ１，故 Ｒ１≤Ｒ２，由
于Ｒ２是同余关系，再根据上同余的定义可知，Ｒ１≤Ｒ２．

定理８表明上（下）同余算子具有保序性，也就是
说粒度细的商空间其上（下）商空间也细，或者说粒度

粗的商空间其上（下）商空间也粗．由于不同商空间的
全体构成一个完备格，因此可以在全体商空间上定义

一对格算子．下面给出一对格算子的定义，并在此格上
讨论上（下）商算子的一些重要性质．这些性质为进一
步研究粒度世界之间的转换关系和粒度世界的结构特

性提供了数学基础．
　　定义９　设Ｑ（Ｘ）是代数（Ｘ，）上的全体商空间构
成的集合，商空间Ｘ１，Ｘ２∈Ｑ（Ｘ），记 Ｘ１∧Ｘ２，Ｘ１∨Ｘ２分
别为Ｘ１，Ｘ２的下确界和上确界．

从划分的角度来看，Ｘ１∧Ｘ２即为 Ｘ１与 Ｘ２的和划
分，Ｘ１∨Ｘ２为Ｘ１与Ｘ２的积划分．因此，若Ｘ１，Ｘ２对应的
等价关系分别为Ｒ１，Ｒ２，则Ｘ１∧Ｘ２对应的等价关系为 ｔ
（Ｒ１∪Ｒ２），Ｘ１∨Ｘ２对应的等价关系为Ｒ１∩Ｒ２
　　定理 ９　设 Ｘ１，Ｘ２是代数（Ｘ，）上的两个商空
间，则

（１）Ｘ１＝Ｘ１，Ｘ１＝Ｘ１，（２）Ｘ１∨Ｘ２≤Ｘ１∨Ｘ２，
（３）Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２，（４）Ｘ１∨Ｘ２≤Ｘ１∨Ｘ２，
（５）Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２．

　　证明　设 Ｘ１，Ｘ２对应的等价关系分别为 Ｒ１，Ｒ２，
Ｃ（Ｒ）为代数（Ｘ，）上的全体同余关系构成的集合．

（１）由于Ｘ１对应的等价关系为Ｒ１，且 Ｒ１为同余关
系，故Ｒ１＝Ｒ１，从而Ｘ１＝Ｘ１．同理可证Ｘ１＝Ｘ１．

（２）由于Ｘ１∨Ｘ２对应的等价关系为ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２），
Ｘ１∨Ｘ２对应的等价关系为ｃ（Ｒ１∩Ｒ２），则命题Ｘ１∨Ｘ２≤
Ｘ１∨Ｘ２等价于 ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２）．现在开始
证明，因为Ｒ１∩Ｒ２Ｒ１，Ｒ１∩Ｒ２Ｒ２，由定理３知 ｃ（Ｒ１
∩Ｒ２）ｃ（Ｒ１），ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）ｃ（Ｒ２），则 ｃ（Ｒ１∩Ｒ２）
ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２），因此Ｘ１∨Ｘ２≤Ｘ１∨Ｘ２．

（３）易知Ｘ１∧Ｘ２对应的等价关系为 ｔ（ｃ（Ｒ１）∪
ｃ（Ｒ２））．Ｘ１∧Ｘ２对应的等价关系为 ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），故
Ｘ１∧Ｘ２对应的等价关系为 ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２））．于是命题
Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２等价于 ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２））ｔ（ｃ（Ｒ１）∪
（Ｒ２））．现在开始证明，因为 Ｒ１ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），Ｒ２ｔ（Ｒ１
∪Ｒ２），由定理３知ｃ（Ｒ１）ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）），ｃ（Ｒ２）ｃ（ｔ
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（Ｒ１∪Ｒ２）），则ｃ（Ｒ１）∪ｃ（Ｒ２）ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２））．由传递
闭包定义的极小性可知，关系 ｃ（Ｒ１）∪ｃ（Ｒ２）的传递闭
包ｔ（ｃ（Ｒ１）∪ｃ（Ｒ２））是包含ｃ（Ｒ１）∪ｃ（Ｒ２）且满足传递
性的最小关系，又显然 ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２））满足传递性且
ｃ（Ｒ１）∪ｃ（Ｒ２）ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）），故 ｔ（ｃ（Ｒ１）∩ｃ（Ｒ２））
ｃ（ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）），因此Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２．

（４）先证∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），ＲγＲ１∩Ｒ２Ｒγ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα）∩
（∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２ Ｒβ）．这 是 因 为：对 （ｘ，ｙ）∈
∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），ＲγＲ１∩Ｒ２Ｒγ，Ｒλ０∈Ｃ（Ｒ），Ｒλ０Ｒ１∩Ｒ２使得
（ｘ，ｙ）∈Ｒλ０．又因 Ｒλ０Ｒ１∩Ｒ２，则 Ｒλ０Ｒ１，Ｒλ０Ｒ２，则
（ｘ，ｙ）∈∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα，（ｘ，ｙ）∈∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ，从而
（ｘ，ｙ）∈（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα）∩（∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ）．故结论
∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），ＲγＲ１∩Ｒ２Ｒγ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα）∩（∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２

Ｒβ）成立．
再证ｔ（Ａ∩Ｂ）ｔ（Ａ）∩ｔ（Ｂ），其中 Ａ，Ｂ为二元关

系．Ａ∩ＢＡ，Ａ∩ＢＢ，则易知 ｔ（Ａ∩Ｂ）ｔ（Ａ），ｔ（Ａ∩
Ｂ）ｔ（Ｂ），故 ｔ（Ａ∩Ｂ）ｔ（Ａ）∩ｔ（Ｂ）．现令 Ａ＝
∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα，Ｂ＝∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ，于是可得结论
ｔ（（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα）∩ （∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ））
ｔ（∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα）∩ｔ（∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ）成立．

有了上面两个结论就可开始证明命题了．由于
Ｘ１∨Ｘ２对应的等价关系为Ｒ１∩Ｒ２，Ｘ１∨Ｘ２对应的等价关
系为Ｒ１∩Ｒ２，于是命题Ｘ１∨Ｘ２≤Ｘ１∨Ｘ２等价于Ｒ１∩Ｒ２
Ｒ１∩Ｒ２．由上述两个结论可知

Ｒ１∩Ｒ２＝ｔ∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），ＲγＲ１∩Ｒ２Ｒ( )γ
ｔ ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∩ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )( )β

ｔ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∩ｔ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )β ＝Ｒ１∩Ｒ２，因
此Ｘ１∨Ｘ２≤Ｘ１∨Ｘ２．
５）先证ｔ（Ａ）∪ｔ（Ｂ）ｔ（Ａ∪Ｂ），其中 Ａ，Ｂ为二元

关系．ＡＡ∪Ｂ，ＢＡ∪Ｂ，则易知 ｔ（Ａ）ｔ（Ａ∪Ｂ），
ｔ（Ｂ）ｔ（Ａ∪Ｂ），故 ｔ（Ａ）∪ｔ（Ｂ）ｔ（Ａ∪Ｂ）．现令 Ａ＝
∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα，Ｂ＝∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ，于是可得结论
ｔ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ｔ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )β
ｔ ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )( )β 成立．

再证明结论

∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )β 
∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２）Ｒγ成立．（ｘ，ｙ）∈
∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )β ，不妨设（ｘ，ｙ）∈
∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒα，于是Ｒα０∈Ｃ（Ｒ）使得（ｘ，ｙ）∈Ｒα０
Ｒ１ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），从而可知（ｘ，ｙ）∈∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２）Ｒγ．
同理，若 （ｘ，ｙ）∈ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒβ，则有 （ｘ，ｙ）∈
∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２） Ｒγ． 于 是 可 得 出 结 论

∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )β 
∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２）Ｒγ．

有了上面两个结论就可开始证明命题了．由于

Ｘ１∧Ｘ２对应的等价关系为ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），Ｘ１∧Ｘ２对应的等
价关系为ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），于是命题Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２等价于
ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）．由上述两个结论可知
ｔ（Ｒ１∪Ｒ２）＝ｔｔ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )( α

　　　　　∪ｔ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( ) )β

ｔｔ ∪Ｒα∈Ｃ（Ｒ），ＲαＲ１Ｒ( )α ∪ ∪Ｒβ∈Ｃ（Ｒ），ＲβＲ２Ｒ( )( )( )β

ｔｔ∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２）Ｒ( )( )γ ＝
ｔ∪Ｒγ∈Ｃ（Ｒ），Ｒγｔ（Ｒ１∪Ｒ２）Ｒ( )γ
＝ｔ（Ｒ１∪Ｒ２），故Ｘ１∧Ｘ２≤Ｘ１∧Ｘ２．
若Ｘ１，Ｘ２是代数（Ｘ，）上两个存在商运算的商空

间，则易知商空间Ｘ１，Ｘ２的合成 Ｘ３＝Ｘ１∨Ｘ２也存在商
运算．设Ｘ１，Ｘ２对应的等价关系为 Ｒ１，Ｒ２，则 Ｘ３对应的
等价关系为 Ｒ３＝Ｒ１∩Ｒ２若代数方程［ａ］１１［ｘ］１＝
［ｂ］１和［ａ］２２［ｘ］２＝［ｂ］２在各自的论域上有解（［ｘ］ｉ
表示ｘ关于 Ｒｉ的等价类，ｉ＝１，２），又［ａ］３３［ｘ］３＝
［ａｘ］３＝［ａｘ］１∩［ａｘ］２＝［ｂ］１∩［ｂ］２＝［ｂ］３，（其
中ｊ表示 Ｘｊ上的商运算，ｊ＝１，２，３），则可知合成空间
Ｘ３＝Ｘ１∨Ｘ２也有解．从而在具有代数结构的商空间中
保真原理依然成立．

４　代数商空间模型在网络安全传输过程中的
应用

　　作为最重要的粒度计算模型之一，商空间模型在
图形图像处理，海量数据挖掘和复杂问题求解等领域

应用广泛．而作为商空间模型的一种重要论域结构，代
数系统在计算机科学中同样应用广泛，如群理论和有

限域理论是编码理论的数学基础；半群理论和格理论

在自动机理论和形式语言中发挥了重要作用；关系代

数理论成为最流行的数据库的理论模型；格和布尔代

数是电子线路设计，电子计算机硬件设计和通讯系统

设计的重要工具［１７］．
下面以纠错码进行传输的路由选择算法为实例，

分析基于代数结构的商空间模型在网络安全传输过程

中的应用．
二进制数字信号在网络传输过程中，由于存在着

各种干扰，可能会产生失真现象．其中一个常用的解决
途径就是采用纠错码传输，使得二进制数码一旦在传

递过程中出错，接收端的纠错码就能立即发现错误，并

将其纠正．
　　定义１０　由０和１组成的串称为字，一些字的集合
称为编码，编码中的字称为码字，不在编码中的字称为

废码，编码中的每个二进制信号０或１称为码元．
下面通过实例分析来了解编码发现错误和纠正错

误的能力．设有长度为 ２的字，当选取编码 Ｓ２＝｛００，
０１，１０，１１｝时，Ｓ２中的任何一个码字发生错误后还是一
个码字，故编码Ｓ２不具有发现错误的能力．而当选取编
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码Ｃ２＝｛０１，１０｝时，因为００和１１均为废码，当０１在传
递过程中第一个码元由０变为１，即整个字成为１１时，
由于１１是废码，故发现了错误，即编码 Ｃ２具有发现错
误的能力，但它不具有纠正错误的能力．

设有长度为３字，选取编码 Ｃ３＝｛１０１，０１０｝，则编
码Ｃ３既具有发现错误又具有纠正错误的能力．因为码
字１０１出现单个错误后将变为：００１，１１１，１００；而码字
０１０出现错误后将变为１１０，０００，０１１故如码字１０１在
传递过程中任何一个码元出现了错误，整个码字只会

变为１１１，１００或００１，但是都可知其原码为 １０１但显
然，Ｃ３仅能发现单个错误．
　　定义１１　设Ｓｎ是长度为ｎ的字集，即Ｓｎ＝｛ａ１ａ２…
ａｎ｜ａｉ＝０或１，ｉ＝１，２，…，ｎ｝，其中 Ｘ，Ｙ∈Ｓｎ，Ｘ＝ｘ１ｘ２…
ｘｎ，Ｙｎ＝ｙ１ｙ２…ｙｎ，则在Ｓｎ上定义二元运算 为：Ｚ＝ＸＹ
＝ｚ１ｚ２…ｚｎ，其中 ｚｉ＝ｘｉ＋２ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），运算符 ＋２
为模２加运算（即 ０＋２１＝１＋２０＝１，０＋２０＝１＋２１＝
０），称运算为按位加运算．

显然，＜Ｓｎ，＞是一个代数系统．并且运算 满足结
合律，它的幺元为００…０，每个元素的逆元都是它自身，
因此，＜Ｓｎ，＞是一个群．事实上，在纠错码理论中还有
描述两个编码之间相似度的汉明距离的公式表示，一

个编码发现单个错误和多个错误能力的充要条件的论

证等，在此不再赘述．
以上分析说明，以纠错码进行传输的数据，其数据

之间是一种如定义１１所示的代数结构，即按位加运算．
随着网络的不断增大和动态更新，路由器路由选

择表会急速增大，路由器之间路由表及其更新信息的

传输量也会急速增大，且传输过程中数据容易出

错［１８，２０］．因此，文中对路由表信息的编码采用纠错码，
对路由的选择也不得不引入分级（不同粒度）的概念．

对于互联网这样的网络，仅分两级是不够的，有必

要将区域分组．目前常用的做法是先形成簇，簇又分成
区，区再分成组，以此法继续下去（见图１）．这种分组法
正是商空间模型应用的典型实例．在分组法的不同粒
度世界中，簇的粒度最粗，组的粒度最细．

对一个庞大的网络，不同粒度的簇，区和组的确

定方法有所不同．因为路由表信息是由具有代数结构
的纠错码表示，为了保持不同粒度之间转换时的保

假，保真原理成立，在确定其粒度层次时，我们必须以

具有特定属性的同余关系来划分等价类．那么，一个
大型网络，到底需要分为几种粒度呢．这可引用 Ｋａ
ｍｏｕｎ和 Ｋｌｅｉｎｒｏｃｋ的结论［１６］，他们发现有 Ｎ个路由器
的子网的最优级数为 ｌｎＮ，其中每个路由器需要的表
项总数为 ｅｌｎＮ．

从上述的讨论可知，复杂网络中的路由可归结为

粒计算理论中具有代数结构的商空间模型的应用．

５　结论
　　在基于商空间的粒计算模型中粒度构造是通过等
价关系（划分）来完成的，所以不同的等价关系就对应

着问题的不同粒度［１４］，从而可以通过分析不同等价关

系间的联系来研究不同粒度世界间的关系．因此，从等
价关系的角度来研究具有代数结构的商空间模型就十

分自然，也比较简便［１９］．对于具有代数结构的问题（Ｘ，
），给定其上一个等价关系 Ｒ，并不一定可以得到它的
一个商空间，因为这个等价关系没有考虑到问题的结

构．要想获得原问题的一个商空间就必须考虑问题的
结构，即对等价关系加以约束．由此也可看出结构因素
是非常重要的，它在商空间模型中扮演着重要的角

色［１５］，一方面它增强了商空间的表达能力，另一方面也

增添了问题粒化的复杂性．在具有代数结构的商空间
模型中与问题粒度一一对应的不是一般的等价关系，

而是比等价关系更强的同余关系．由于全体同余关系
仍然构成一个完备半序格，因此在具有代数结构的商

空间模型中粒度世界的结构仍然具有完备性．另外，由
于此处在商空间的构造中本身就遵循了同态原则，因

此保假，保真原理在具有代数结构的商空间模型中依

然成立．这些结论说明了在具有代数结构的商空间模
型中商空间理论的基本结论依然成立．本文还从关系
的角度引入了对应于上（下）商概念的上（下）同余，从

论证的过程可以看出从关系的角度来证明上（下）商的

存在性相比文献［１３］中的方式更为简捷．在现有商空
间模型中问题描述模式（Ｘ，ｆ，Ｔ）的 Ｔ一般指定为拓扑
结构，而代数结构也是一种常见的和十分重要的论域

结构，因此从这个角度而言，本文扩展了现有商空间模

型，也为商空间理论和相关代数理论的结合奠定了

基础．

参考文献

［１］ＹａｏＹＹ．Ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ａ］．Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ４ｔｈ
ＣｈｉｎｅｓｅＮａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｏｕｇｈＳｅｔｓａｎｄＳｏｆｔＣｏｍ
ｐｕｔｉｎｇ［Ｃ］．Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ：ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００４．１－５．

７５９



电　　子　　学　　报 ２０１６年

［２］ＰｅｄｒｙｃｚＷ．Ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｅｍｅｒｇｉｎｇｐａｒａｄｉｇｍ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＵｎｃｅｒｔａｉｎＳｙｓｔｅｍｓ，２００７，１（１）：３８－６１．

［３］ＹａｏＹＹ．Ｔｈｅｒｉｓｅｏｆｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＰｏｓｔｓａｎｄＴｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ
（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ），２００８，２０（３）：２９９－３０６．

［４］ＦＤｅｎｇ，ＨＰａｎ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｉｎｔｒｕｓｉｏｎｄｅｔｅｃｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ
ｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．ＭｏｄｅｒｎＥｌｅｃｔｒｏｎ
ｉｃｓＴｅｃｈｎｉｑｕｅ，２０１１，３４（１０）：１１５－１１７．

［５］王国胤，张清华，胡军．粒计算研究综述［Ｊ］．智能系统学
报，２００７，２（６）：８－２６．
ＷａｎｇＧｕｏＹｉｎｇ，ＺｈａｎｇＱｉｎｇＨｕａ，ＨｕＪｕｎ．Ａｎｏｖｅｒｖｉｅｗｏｆ
ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．ＣＡＡＩＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２００７，２（６）：８－２６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６］ＺｈａｎｇＸｉａｎｙｏｎｇ，ＭｉａｏＤｕｏｑｉａｎ．Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｄｒｏｕｇｈｓｅｔｍｏｄｅｌｓｉｎ
ｔｈｅｄｏｕｂｌｅｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｐａｃｅｏｆｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
ａｎｄｇｒａｄｅ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１４，６（２６８）：１４７
－１６８．

［７］ＹａｏＹｉｙｕ．Ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ：ｐａｓｔ，ｐｒｅｓｅｎｔａｎｄｆｕｔｕｒｅ
［Ａ］．ＰｒｏｃｏｆｔｈｅＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＧｒａｎｕ
ｌａｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｃ］．Ｈａｎｇｚｈｏｕ，Ｃｈｉｎａ，２００８．８０－８５．

［８］张燕平，张铃，吴涛．不同粒度世界的描述法商空间法
［Ｊ］．计算机学报，２００４，２７（３）：３２８－３３３．
ＺｈａｎｇＹａｎＰｉｎｇ，ＺｈａｎｇＬｉｎｇ，ＷｕＴａｏ．Ｔｈｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｎｕｌａｒｗｏｒｌｄｓａｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅ［Ｊ］．Ｃｈｉｎｅｓｅ
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００４，２７（３）：３２８－３３３．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［９］李道国，等．粒度计算研究综述［Ｊ］．计算机科学，２００５，３２
（９）：１－１２．
ＬｉＤａｏＧｕｏ，ｅｔａｌ．Ａｎｏｖｅｒｖｉｅｗｏｆｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．
ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００５，３２（９）：１－１２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］王向阳，张燕平．粒度计算中的商结构［Ｊ］．计算机技术
与发展，２００８，１８（１）：１１１－１１８．
ＷａｎｇＸｉａｎｇＹａｎｇ，ＺｈａｎｇＹａｎＰｉｎｇ．Ｔｈｅｑｕｏｔｉｅｎｔｓｔｒｕｃ
ｔｕｒｅｉｎｇｒａｎｕｌｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙａｎｄ
Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ，２００８，１８（１）：１１１１１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］ＷａｎｇＪ，ＺｈｏｕＪ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｒｅｄｕｃｔｆｅａｔｕｒｅｓｉｎｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅ
ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｒｏｕｇｈｓｅｔｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００９，７２
（１０）：２６４３－２６４８．

［１２］ＪｉｎｇＴａｏＹａｏ，ＶａｓｉｌａｋｏｓＡＶ，ＰｅｄｒｙｃｚＷ．Ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍ
ｐｕｔｉｎｇ：ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｓａｎｄｃｈａｌｌｅｎｇｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＣｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ，２０１３，４３（６）：１９７７－１９８９．

［１３］张铃，张钹．问题题求解理论及应用（第二版）［Ｍ］．北
京：清华大学出版社，２００７．
ＺｈａｎｇＬｉｎ，ＺｈａｎｇＢｏ．ＴｈｅｏｒｙａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆＰｒｏｂｌｅｍ
Ｓｏｌｖｉｎｇ（Ｓｅｃｏｎｄｅｄｉｔｉｏｎ）［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒ
ｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］ＺｈａｎｇＬｉｎｇ，ＺｈａｎｇＢｏ．Ｔｈｅｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐｒｏｂ
ｌｅｍｓｏｌｖｉｎｇ［Ｊ］．ＦｕｎｄａｍｅｎｔａＩｎｆｏｒｍａｔｃａｅ，２００４，５９（２）：

２８７－２９８．
［１５］ＺｈａｏＬｉＱｕａｎ，ｅｔａｌ．Ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅｔｈｅｏｒｙ

ｂａｓｅｄｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ａ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｇｎｉｔｉｖｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｃｓ［Ｃ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ，２００６．
３０９－３１３．

［１６］ＫａｍｏｕｎＤ，ＫｌｅｉｍｒｏｃｋＬ．ＳｔｏｃｋａｓｔｉｃＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＥｖａｌｕａ
ｔｉｏｎｏｆＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌＲｏｕｔｉｎｇｆｏｒＬａｒｇｅＮｅｔｗｏｒｋｓ［Ｍ］．
ＣｏｍｐｕｔｅｒＮｅｔｗｏｒｋｓ，１９７９，３（５）：３３７－３５３．

［１７］ＷａｎｇＳｈｅｎｇｓｈｅｎｇ，ＬＩＵＤａｙｏｕ．Ａｎｅｆｆｃｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｓｐａｔｉａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒ
ｎａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２００９，１８（１）：４２－４６．

［１８］ＷａｎｇＣｈｅｎｇｙａｏ，ＺｈｅｎｇＸｕｅｆｅｎｇ．Ｓｅｒｖｉｃｅｏｒｉｅｎｔｅｄｄｙｎａｍ
ｉｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｒｏｌｅｆｏｒｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｈｉｅｒ
ａｒｃｈｉｃａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｌｅｃ
ｔｒｏｎｉｃｓ，２０１３，２２（２）：２５３－２５７．

［１９］王加阳，杨正华．两种结构的商空间模型比较研究［Ｊ］．
电子学报，２０１３，４１（１１）：２２６２－２２６９．
ＷａｎｇＪｉａｙａｎｇ，ＹａｎｇＺｈｅｎｇｈｕａ．Ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙｏｆ
ｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅｍｏｄｅｌｗｉｔｈｔｗｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃ
ｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１３，４１（１１）：２２６２－２２６９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２０］贾杰，等．无线传感器网络中联合路由优化的高能效链
路调度［Ｊ］．电子学报，２０１４，４２（６）：１１１８－１１２４．
ＪｉａＪｉｅ，ｅｔａｌ．ＥｎｅｒｇｙＥｆｆｉｃｉｅｎｔｌｉｎｋｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｃｏｍｂｉｎｅｄ
ｗｉｔｈｒｏｕｔｉｎｇｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］．
ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１４，４２（６）：１１１８－１１２４．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

作者简介

陈林书　男，１９８１年生，湖南平江人．讲师，
博士研究生．２００７年于中南大学计算机应用专
业硕士毕业，后进入湖南科技大学计算机学院工

作，主要研究方向为粒计算与智能信息处理．
Ｅｍａｉｌ：ｃｈｅｎｌｉｎｓｈｕ＠１６３．ｃｏｍ

王加阳　男，１９６３年出生于湖南长沙，中南
大学信息科学与工程学院教授，博士生导师，主

要研究方向为智能计算与信息融合．
Ｅｍａｉｌ：ｃｓｕｗｊｙ＠１６３．ｃｏｍ

８５９


