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基于 l1稀疏正则化的信源个数估计新算法 
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摘  要：针对现有信号源个数估计相关算法在低信噪比和较少快拍数下存在欠估计的问题，提出一种适用于空间

平稳噪声下基于 l1稀疏正则化的信源个数估计新算法。该算法利用信号协方差矩阵特征值分解得到的特征值序列

的稀疏性，选取合适的正则化参数对信号源个数进行估计。理论分析和仿真实验表明，所提算法可以在较低信噪

比的空间平稳噪声条件下，实现对较少快拍数下阵列接收数据信源个数的精确估计。 
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New source number estimation algorithm  

based on l1 sparse regularization 
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Abstract: In view of the problems of inefficient in low SNR and less snapshots when using existing sources number es-

timation related algorithms, a new algorithm based on l1 sparse regularization under space stationary noise was proposed 

to estimate the number of signal sources. The algorithm estimated the sources number by using the sparse representation 

of eigenvalues vectors with the suitable regularization parameter. Theoretical analysis and simulation results show that 

the algorithm can realize an accurate sources number estimation in low SNR and less snapshots. 
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1  引言 

随着阵列传感器在雷达、声纳、无线通信和

医学成像等许多领域的广泛使用
[1]
，阵列信号处

理的重要性日益凸显。精确的信源数是许多超分

辨阵列信号处理算法实现的基础，如果信源个数

估计错误，这些算法的估计性能会显著下降，甚

至完全失效。 

阵列信号中的信源个数最初是通过假设检验

方法来估计的，在空间平稳白噪声条件下，根据先

验知识预设判决门限，此方法的缺点是带有很强的

主观性。为解决这一问题，Wax和 Kailath
[2]
首先将

信息论准则引入阵列信号信源个数估计中，该类方

法中最具代表性且比较简单易行的是根据 Akaike

信息论准则(AIC, Akaike information criterion)
[3]
和

最小描述长度(MDL, minimum description length)
[4]

准则提出的信源数估计算法。为了进一步提高抗噪

能力，文献[5]从算法的顽健性出发提出了一个比较

稳健的 MDL 算法(robust-MDL)，文献[6]则采用最

大特征值变化率准则 (MEVRC, maximum eigen-

value varied rate criteria)对信源个数进行估计。然

而，上述的信号源个数估计方法均是利用白噪声信
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号模型推导出来的，仅适用于白噪声条件。但在实

际中，由于各种因素的影响，白噪声条件难以满足。

为此，文献[7]提出了用 Gerschgorin圆盘定理（GDE, 

Gerschgorin disk estimator）判断信源个数的方法，

可适用于有色噪声条件，但其调整因子的选择较为困

难。另一方面，在低快拍数和低信噪比的情况下，上

述算法信源个数估计的精度均显著下降。 

针对上述问题，本文将理想情况下信号协方差

矩阵特征值分解得到的具有稀疏性的特征值（SREV, 

sparse representation of eigenvalues vectors）序列作

为重构目标；同时利用协方差矩阵估计误差的概率

分布获取重构残差项较大概率的置信上界，以此作

为约束条件来最小化待求解矢量的
1
� 范数，从而得

到一种简单易懂且较为准确的参数选取方法，进而

提出了一种基于
1
� 稀疏正则化

[8,9]
的阵列信号信源

个数估计新算法(
1
-SREV� )。与现有的基于信息论

准则、基于盖尔圆盘定理的信号源估算方法不同，

本文是在稀疏表示理论框架内研究信号源个数估

计问题，结合稀疏表示能够用较少的采样数据重构

原信号的优点，使本文算法具有不需精确已知阵列

流形、适用于较低信噪比且较少快拍数条件、阵列

信号个数估计顽健性较好等优点。 

2  信号模型 

假设 K 个入射角为 , 1,2, ,
i
i Kθ = � 的远场平稳

窄 带 信 号 [ ]T1 2
( ) ( ), ( ), , ( )

K
t s t s t s t=s � 入 射 到 由

M ( )M K> 个阵元组成的阵列天线上，则 t时刻接

收到的数据 [ ]T1
( ) ( ), , ( )

M
t x t x t=x � 为 

 ( ) ( ) ( )t t t= +x As n  (1) 

其中， [ ]1 2
( ), ( ), , ( )

K
θ θ θ=A a a a� 为M K× 维的阵列

流形矩阵； [ ]T1 2
( ) ( ), ( ), , ( )

M
t n t n t n t=n � 为 1M × 维

的空间平稳白噪声，将其表示为阵列接收数据模型

的矩阵形式 

 X = AS + N  (2) 

其中， =[ (1), (2), , ( ), ]tX x x x� � 为阵列接收数据矩

阵， =[ (1), (2), , ( ), ]tS s s s� � 为信号数据矩阵，

=[ (1), (2), , ( ), ]tN n n n� � 为噪声数据矩阵。则阵列

信号的协方差矩阵的表达式为 

 

{ }
{ } { }

H

H H H

H 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

s n

E t t

E t t E t t

σ

=

= +

= +

R x x

A s s A n n

AR A I
 

(3)

 

这里 H( ) ( )
s

E t t⎡ ⎤= ⎣ ⎦R s s 为信号的协方差矩阵， 2

n
σ I

表示噪声协方差矩阵，对式(3)进行特征值分解有 

 H
R = UVU  (4) 

其中，U 为特征矢量矩阵，V 为由特征值组成的对

角矩阵 

 ( )1 2
diag

M
λ λ λ=V �  (5) 

式(5)中的特征值满足如下关系 

 2

1 2 1K K M n
λ λ λ λ λ σ+ = = =≥ ≥ ≥� � �  (6) 

从而得到 K个较大的特征值和M K− 个等于 2

n
σ 的

特征值。因此，对信号源个数 K的确定转换为求最

小相等特征值的个数问题。 

然而考虑实际情况，在有限快拍数的情况下，

信号源个数估计受到较大影响，具体原因如下：设

有限快拍数下，采样协方差矩阵 R̂如式(7)所示。 

 H

1

1ˆ ( ) ( ), 1,2, ,
L

l

t t t L
L =

= =∑R x x �  (7) 

得到的采样协方差矩阵 R̂与理想自相关矩阵 R存

在计算误差，这里将这种误差表示为 

 ˆ = +ΔR R R  (8) 

其中，矩阵ΔR为误差矩阵，文献[10]表明其满足下

列渐进高斯分布 

 ( ) ( )2
1

vec Δ ~AsN ,
M ×

R 0 Σ  (9) 

这里，vec( )i 表示矩阵列向量化，AsN(μ, σ
2
)表示均

值为 μ，方差为 σ
2
的渐近正态分布，Σ为协方差矩

阵
T

L

⊗≈ R R
Σ ， L为快拍数，⊗表示 Kronecker

积。由于计算误差的影响，有限快拍数据下的阵列

协方差矩阵的噪声特征值不再相等，而是具有式(10)

所示的关系。 

 2

1 2K K M n
λ λ λ σ+ +> > > >�  (10) 

将式(8)与式(2)做比较，可以看出误差矩阵ΔR类似

于信号模型中噪声矩阵 N的地位，结合式(3)对式(8)

进行修改，从而构建相关域上模型 R�，其表达式如

式(11)所示，基于此模型本文提出了一种阵列信号

信源个数估计新算法。 

 2 Hˆ = Δ
n s

σ= − +R R I AR A R�  (11) 

3  信源个数估计算法研究 

3.1  算法原理 

首先假设在无限快拍数，即式(6)成立的理想条
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件下，本文很自然地想到利用特征值分解后得到的

最小特征值
M
λ 作为噪声功率的估计 2

ˆ

n M
σ λ≈ ，消除

特征值序列 [ ]1 2 M
λ λ λ=Λ � 中的噪声功率，从

而得到稀疏度为 K的稀疏向量 M∈u �  

2

1 1

ˆ

[ , , , 0 , , 0 ]

n

M K M K M

σ
λ λ λ λ +

= −
= − −

u

� �

Λ
 

(12)
 

则向量 u中非零元素的个数便是信号源的个数。 

然而，在有限阵列快拍数据下，由于噪声的特

性（如均值、方差）会有一定偏差，导致阵列信号

协方差矩阵特征值分解得到的噪声子空间不再相

等，则利用上述方法得到的向量 D如式(13)所示。 

[ ]
2

1 +1

ˆ

, , , , ,

n

M K M K M M M

σ
λ λ λ λ λ λ λ λ

= −
= − − − −

D Λ

� �

  (13) 

参考式(12)，本文的核心思想是利用稀疏表示

相关算法，对稀疏向量 u进行重构，进而将信源个

数估计转化为向量 M∈u � 的稀疏度 K的求解，其

稀疏度用
0

� 范数表示为
0

0
u ，从而得到信源个数估

计的算法如下。 

 

0

0

2 2

2

min

s.t. β− ≤

u

D u

 (14) 

其中， β 为“容噪”参数[9]
，其具体选取方法将在

下节中介绍。这里，向量 u为稀疏的假设是必要的，

因为如果没有此假设，则式(14)为病态问题。但是，

式(14)需要列出 u中所有非零项位置的C
K

M
种可能

的线性组合，才能得到最优解。因此，其数值计算

极不稳定且为 NP 难问题。针对此问题，学者们提

出许多近似算法，其中包括贪婪逼近算法
[10]
、

FOCUSS 算法
[11]
以及

1
� 和

p
� 松弛算法

[12]
等。基于

上述理论基础，本文提出了基于
1
� 稀疏正则化的信

源个数估计新算法，其目标函数为 

 
2

2 1
min γ− +D u u  (15) 

其中，γ 为正则化参数，其具体选取将在下节中具
体介绍。这里假设 γ 选取适当，设定信源个数为 3，

阵列的阵元数目为 6，则在不同信噪比的空间平稳

白噪声条件下，通过式(15)得到的稀疏向量 u如表 1

所示。由此表可以看出，本文算法可以将低信噪比

下混淆的信号子空间与噪声子空间很好地分离开

来，使噪声子空间的功率近似为零，进而将信源个

数的估计转化为稀疏向量 u中的稀疏度的求取。 

3.2  正则化参数选取 

式(15)中的正则化参数 γ 是信源个数估计算法
中的重要参数，它的选取是否适当不仅影响算法的

收敛性及收敛速度，而且决定所求得的解是否收敛

于真实解。为此，本文采用 L-curve法
[13]
对参数 γ 进

行遍历搜索，将残差项最小值作为参数 γ 的估计
值，得到参数 γ 在 0.5 0.6∼ 范围内。表 2为此范围

的参数 γ 在不同信噪比下的正确检测率，由此表可
以看出，在 0.5 0.6∼ 范围内参数 γ 越小，意味着
对向量的稀疏性约束越弱，故更适合在低信噪比

条件下进行信源个数估计；但随着信噪比的增高，

向量的稀疏性随之增强，故参数 γ 有所增大，准
确率也更高。虽然此方法相对繁琐，但对于固定

系统模型来说，参数 γ 的值是不变的，故可预先
设定。 

由于正则化参数 γ 的选取较为复杂，本文利用
拉格朗日乘子法将式(15)的无约束优化问题转化为

如(16)所示的约束优化求解问题。 

 
1

2 2

2

min

s.t. β−

u

D u ≤

 (16) 

则将正则化参数 γ 的估计转化为式(17)中相对简单

易懂的参数 β 的选取问题。由上节介绍可知，本文
的目标是构建一个仅包含信号特征值的稀疏向量

u，这意味着参数 β 的选取应满足：β 足够大，使

表 1 不同信噪比条件下的稀疏向量 u  

i
u  SNR = −10 dB SNR = −5 dB SNR = 0 dB SNR = 5 dB SNR = 10 dB 

1
u  11.38 10.62 10.66 10.57 10.57 

2
u  6.04 5.91 5.83 5.80 5.77 

3
u  0.63 0.25 0.08 0.08 0.08 

4
u  0.06 

9
5.28 10

−×  
10

7.42 10
−×  

10
2.95 10

−×  
10

2.12 10
−×  

5
u  

9
2.36 10

−×  
9

2.93 10
−×  

10
2.97 10

−×  
10

1.32 10
−×  

10
1.04 10

−×  

6
u  

29
2.24 10

−×  
29

5.86 10
−×  

31
5.00 10

−×  
31

5.51 10
−×  

31
6.53 10

−×  
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满足
2

2
β≥n 的概率很小，这里 2

ˆ

n n
σ= −n Λ ，

[ ]1 2n K K M
λ λ λ+ +=Λ � 。由本文第 2节可知，向

量 n中的元素不为零是有限快拍数下误差矩阵 ΔR
所引起的，由于 vec( )ΔR 是符合渐进高斯分布[14]

的，

故可将向量 n的方差
2

2
n 近似看作服从自由度为

M 的 2χ 分布。根据分布情况，设定置信值 p（通

常情况下，为使式(16)对于阵列信号个数具有较好

的顽健性，设置 0.01p = ），将
2

2
n 上限值作为参数

β 的值。 

3.3  算法实现步骤 

为了解决(16)中的
1
� 稀疏正则化问题，本文使

用斯坦福大学 Grant和 Boyd教授等开发的 CVX工

具箱对其进行求解，信源个数估计的具体求解步骤

如下所示。 

-

1
SREV� 信源个数估计算法 

已知 : 阵列接收信号 ( )tx ；阵元个数 M ；
2β = 2 2( ( ))Mχ  

求解: 信源个数 K  

算法: 对阵列信号 ( )tx 的协方差矩阵进行特征

值分解得到特征值序列 Λ； 

将最小特征值作为噪声功率的估计 2ˆ ( )
n

Mσ = Λ ，

进而得到向量 2ˆ
n

σ−D = Λ ； 

引入向量 M∈u � ，使其满足： 

( )( )
1

2 2 2
2

2

2

cvx_begin

variable 

min

s.t. ,

cvx_end

Mχβ β− =

u

u

D u ≤

 

求取向量 u的稀疏度作为信号源个数估计值。 

本文通过分析算法所需的乘法次数估算运算复杂

度。以K个信号源的M 维阵列为例，采用式(15)的信

号源估计的运算复杂度主要包括
1
� 稀疏正则化目标函

数和特征值分解，为 3 3( )O M KM+ ，采用式(16)的运

算复杂度则为 3 3( )O K M 。而采用 RMDL算法的运算

复杂度为 4( )O M
[5]
。虽然本文算法在运算复杂度上并

没有明显改善，但是本文利用采样协方差矩阵 R̂与理

想自相关矩阵R存在计算误差矩阵 ˆ=Δ −R R R满足渐

进高斯分布 2
1

vec( )~AsN( , )
M ×

ΔR 0 Σ 的原理，将其作

为“容噪”参数 β 的选取依据，从而克服了有限快
拍数所引起的误差，估计的韧性更好，抗噪性能更

强。同时结合稀疏表示能够用较少的采样数据重构

原信号的优点，使本文算法更加适用于较少快拍数

的条件。 

4  仿真 

为了说明上述算法的有效性，将本文提出的

算法
1
-SREV� 与已有算法 RMDL

[5]
、AIC

[3]
、

MEVRC
[6]
和 MGDE

[7]
进行信号源个数估计实验

比较，其中，MGDE算法调整因子经多次实验取

0.1。本文设定实验条件为 10 阵元，间距为半波

长的均匀圆阵，接收信号为 3 个远场独立源，其

入射角分别为( 40�， 60
�， 80

� )，Monte Carlo 实

验次数为 200。衡量算法性能的指标选为估计准

确率
d
P ，其定义为正确估计次数与 Monte Carlo

实验次数的比值。 

4.1  不同信噪比下，信源个数估计算法性能对比分析 

本文在空间平稳噪声条件下，快拍数为 50

时，对上述 5 种算法的信源个数估计性能进行比

较分析。图 1 为平稳噪声条件下，5 种算法信源

个数估计准确率
d
P 随 SNR变化曲线仿真。由此图

可以看出，当信噪比较低( 4 dBSNR −≤ )时，相对

于其他 3 种方法，AIC 算法和本文算法估计性能

较好，且 AIC算法准确率要高于本文算法；随着

信噪比的增加( 4 dB 2 dBSNR− < < − )，本文算法性

能迅速提高，但 AIC算法改善不明显；随着 SNR

进一步增加( 2 dBSNR≥ )，本文算法和其他算法

均达到 100%估计准确率，但 AIC 算法对信源个

数准确率仍无法达到 100%，从而影响后续基于信

表 2 正则化参数 γ 取值为范围内 0.5~0.6不同信噪比下的估计准确率 

估计准确率 
正则化参数 γ  

SNR = −20 dB SNR = −10 dB SNR = 0 dB SNR = 10 dB SNR = 20 dB 

0.5 66% 52% 0 0 0 

0.55 46% 72.5% 0 0 0 

0.6 0 30 100% 100% 100% 

注：粗体数字对应的是每个信噪比条件下的最高识别率。 
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源个数相关阵元信号处理算法的顽健性。综上考

虑，相对于其他算法，本文算法具有更好的综合

性能。 

 

图 1  平稳噪声条件下，对应于 SNR的算法性能比较 

虽然本文算法是白噪声假设下提出的，但当噪

声为色噪声时（实验中的色噪声是白噪声经过滤波

裁剪得到的），在参数 β 预先设定好的情况下，同
样具有较好的结果。由文献[15]可知，RMDL、

AIC、MEVRC 和 EDC 的估计算法都是基于白噪

声信号模型推导出来的，无法准确估计此时的信

源数。MGDE算法虽然可以处理，但是当 MGDE

进行酉变换时，其阵列协方差矩阵较小特征值对

应的特征向量与导向矢量并不是完全正交的，所

以在信噪比较高的情况下，其估计的误差也不会

趋于零。图 2 为色噪声条件下，信源个数估计准

确率对应于 SNR的算法性能对比，可以看出，本

文提出的
1
-SRAE� 算法，相对于 MGDE算法受色

噪声的影响更小。 

 

图 2  色噪声条件下，对应于 SNR的算法性能比较 

4.2  不同快拍数下，信号源个数估计算法性能对比

分析 

图 3是 5种算法在信噪比为 0 dB的平稳噪声条

件下，快拍数的变化从 10 到 240 时算法的估计性

能比较仿真。从图中可以看出，在较少快拍数（快

拍数小于 10）的条件下，AIC算法的估计精度相对

较高，其他各算法的估计准确率均不高。但随着快

拍数的增加，由于本文算法较好地克服了有限快拍

所引起的误差，估计准确率迅速提升。当快拍数增

加到 50时，估计准确率便达到了 100%，RMDL算

法则在快拍数为 70时，才达到 100%的估计准确率，

而其他算法则在快拍数增加到 200 时，仍无法达到

100%的估计准确率。综上可以看出，本文算法可以

在较少快拍数下实现对信源个数的精确估计。 

 

图 3  不同快拍数下，不同算法信源个数估计准确率对比 

5  结束语 

精确的信源数是许多超分辨阵列信号处理算法

实现的基础。针对现有的信号源个数估计算法在低

信噪比和低快拍数下估计性能差的问题，本文提出

了一种适用于远场阵列信号的基于
1
� 稀疏正则化的

信源个数估计新算法，理论和仿真实验证明了该算

法在低快怕数和低信噪比的情况下，与现有信号源

个数估计算法相比具有较好的一致性和顽健性。 
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