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　　摘　要：　为解决骨干粒子群优化（ＢａｒｅＢｏｎｅＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＢＢＰＳＯ）的早期收敛问题，本文通过粒子
的运动行为分析了导致ＢＢＰＳＯ早期收敛的因素，并提出并行协作ＢＢＰＳＯ，该算法采用并行的主群和从群之间的协作
学习来平衡勘探和开采能力．为了增强主群的勘探能力，提出动态学习榜样策略以保持群体多样性；同时提出随机反
向学习机制以实现从群的从全局到局部的自适应搜索功能．在１４个不同特征的测试函数上将本文算法与６种知名的
ＢＢＰＳＯ算法进行对比，仿真结果和统计分析表明本文算法在收敛速度和精度上都有显著提高．
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ｏｒｄｅｒｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｍａｓｔｅｒｓｗａｒｍ，ａｄｙｎａｍｉｃｌｅａｒｎｉｎｇｅｘｅｍｐｌａｒｓｔｒａｔｅｇｙｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏｐｒｅｓｅｒｖｅ
ｔｈｅｓｗａｒｍｄｉｖｅｒｓｉｔｙ．Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ａｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｅａｂｉｌｉｔｉｅｓｏｆｔｈｅ
ｓｌａｖｅｓｗａｒｍｆｒｏｍｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｅａｒｃｈｔｏｔｈｅｌｏｃａｌｓｅａｒｃｈ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｅｖａｌｕａｔｅｄｏｎ１４ｂｅｎｃｈｍａｒｋｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙｏｕｔ
ｐｅｒｆｏｒｍｓｓｉｘｓｔａｔｅｏｆｔｈｅａｒｔＢＢＰＳＯｖａｒｉａｎｔｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓｐｅｅｄａｎｄｓｏｌｕｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ＢＢＰＳＯ；ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅｌｅａｒｎｉｎｇ；ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ；ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ

１　引言

　　粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）［１］是
一种基于群体的随机优化技术，源于对鸟群，鱼群及人

类集体行为的研究．由于 ＰＳＯ概念简洁、易于实现和优
良的性能使其在诸多领域的优化问题中得到应用．但
是ＰＳＯ的优化性能和收敛行为依赖学习参数的选择，
如惯性权重，加速系数等［２，３］．为了提高 ＰＳＯ的优化性
能，很多改进策略被提出［４～７］．但是在保持算法简洁结
构的前提下，同时提高算法的收敛速度和精度仍是ＰＳＯ
一个富有挑战性的问题［８］．

２００３年，Ｋｅｎｎｅｄｙ提出了一种无参数的骨干粒子群
优化［９］（ＢＢＰＳＯ），该算法采用基于群体最优和个体历
史最优信息的高斯采样在解空间中进行搜索．与传统
的ＰＳＯ相比，ＢＢＰＳＯ减少了速度项、加速系数、速度阈
值等参数，使得算法结构更为简洁易于操作．目前，ＢＢ
ＰＳＯ在图像的特征选择，经济调度和故障诊断等实际问
题中的应用取得优良的效果［１０，１１］．

由于ＢＢＰＳＯ收敛速度快，当解决复杂多峰问题时，
群体容易迅速聚集，从而陷入早期收敛．为了提高算法
的勘探能力，Ｋｒｏｈｌｉｎｇ等［１２］提出了高斯和柯西跳跃策略

的ＢＢＰＳＯ算法．Ｏｒｍａｎ等［１３］将差分算法操作引入 ＢＢＰ
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ＳＯ以增强群体多样性．Ｚｈａｎｇ等［１４］提出了基于突变和

交叉策略ＢＢＰＳＯ算法以提高粒子的逃逸能力克服早期
收敛现象．Ｒｉｃｃａｒｄｏ等［１５］指出采样方法的微小变化利于

ＢＢＰＳＯ在解空间中开拓搜索新的空间．Ｂｌａｃｋｗｅｌｌ［１６］对
ＢＢＰＳＯ做了的群体行为分析，给出了群体坍塌（ｃｏｌ
ｌａｐｓｅ）条件，提出了跳跃策略的 ＢＢＰＳＯ算法．Ｚｈａｎｇ
等［１７］提出了具有自适应突变的 ＢＢＰＳＯ算法，并将该算
法应用于图像的特征选择．

上述研究表明，突变和跳跃等辅助策略可以增加

群体的多样性，但是也降低了算法的收敛速度．为了同
时提高算法的收敛速度和精度，本文首先分析了导致

ＢＢＰＳＯ早期收敛的因素，依据分析结果，提出了并行协
作 ＢＢＰＳＯ （ＰａｒａｌｌｅｌＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＢＢＰＳＯ，ＰＣＢＢＰＳＯ）．
ＰＣＢＢＰＳＯ算法利用两个并行异构种群的协作学习来平
衡群体的勘探和开采能力．两个种群分别称为主群和
从群．为了增强主群的勘探能力，提出动态学习榜样策
略以保持群体多样性；同时提出随机反向学习机制使

从群随着进化代数的增加自适应地从全局搜索转向局

部搜索．当主群和从群的进化状态满足交互条件时，启
动群体间的交互机制，该机制可以提高两群的收敛

精度．

２　经典ＰＳＯ模型
　　设搜索空间为 Ｄ维，群体规模为 Ｎ，粒子 ｉ的位置
和速度，分别用Ｄ维向量表示Ｘｉ＝（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，ＸｉＤ）和
Ｖｉ＝（Ｖｉ１，Ｖｉ２，…，ＶｉＤ）．第 ｉ个粒子迄今为止搜索到的
历史最优位置Ｐｉ＝（Ｐｉ１，Ｐｉ２，…，ＰｉＤ），记为 Ｐｂｅｓｔ；整个
粒子群迄今为止搜索到的最优位置 Ｐｇ＝（Ｐｇ１，Ｐｇ２，…，
ＰｇＤ），记为Ｇｂｅｓｔ．经典 ＰＳＯ模型中粒子的速度和位置按
如下公式更新：

　　Ｖｉ（ｔ＋１）＝ｗＶｉ（ｔ）＋ｃ１ｒ１（Ｐｉ（ｔ）－Ｘｉ（ｔ））
＋ｃ２ｒ２（Ｐｇ（ｔ）－Ｘｉ（ｔ）） （１）

Ｘｉ（ｔ＋１）＝Ｘｉ（ｔ）＋Ｖｉ（ｔ＋１） （２）
其中ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｗ为惯性权重，ｒ１和ｒ２为［０，１］之间
独立均匀分布的随机数；ｃ１和ｃ２为加速系数．

３　ＢＢＰＳＯ算法及其运动行为分析

３１　ＢＢＰＳＯ算法
文献［２］指出经典 ＰＳＯ算法中每个粒子收敛于自

身个体历史极值和全局极值的加权平均值，即：

ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｘｉ（ｔ）＝

φ１Ｐｉ＋φ２Ｐｇ
φ１＋φ２

（３）

其中φ１和φ２为随机数，分别为 φ１＝ｒ１ｃ１，φ２＝ｒ２ｃ２．依
据此结论，Ｋｅｎｎｅｄｙ提出了骨干粒子群优化（ＢＢＰＳＯ），
算法中没有速度项，粒子ｉ的位置更新方程如下式：

Ｘｉｊ（ｔ＋１）＝Ｎ（ｕｉｊ（ｔ），σ
２
ｉｊ（ｔ）） （４）

其中符号 Ｎ（．）为高斯分布，均值 ｕｉｊ＝０５（Ｐｉｊ（ｔ）＋
Ｐｇｊ（ｔ）），标准差 σｉｊ＝｜Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｇｊ（ｔ）｜，ｊ＝１，２，…，Ｄ．
潘峰等［１８］指出经典 ＰＳＯ同 ＢＢＰＳＯ具有近似的搜索
机制．
３２　ＢＢＰＳＯ行为分析

在ＢＢＰＳＯ中，粒子的更新位置 Ｘ（ｔ＋１）是个随机
变量．为了描述粒子的一维搜索空间，本文引入置信区
间的概念，即对一个给定的 ａ（０＜ａ＜１），并满足 Ｐ（θＬ
≤Ｘ≤θＵ）＝１－ａ，［θＬ，θＵ］称为粒子位置 Ｘ（ｔ＋１）的置
信度为１－ａ的置信区间．该区间可看作粒子更新位置
Ｘ（ｔ＋１）置信水平为１－ａ的搜索空间．

由于群体中的粒子均为独立进化，任意选取一个

粒子ｉ的运动做分析，得到的结论可以推广至其他粒
子．不失一般性，将式（４）简化为一维模型，即
Ｘｉ（ｔ＋１）＝Ｎ（０５（Ｐｉ（ｔ）＋Ｐｇ（ｔ）），｜Ｐｉ（ｔ）－Ｐｇ（ｔ）｜

２）

（５）
依据置信区间的概念，求最短的置信区间是困难的，可

转求等尾置信区间．
结论１　［ｕｉ（ｔ）－σｉ（ｔ）Φ

－１（１－ａ／２），ｕｉ（ｔ）＋
σｉ（ｔ）Φ

－１（１－ａ／２）］为粒子 ｉ更新位置 Ｘｉ（ｔ＋１）置信
水平为 １－ａ的等尾置信区间，其中 Ｘｉ（ｔ＋１）～
Ｎ（ｕｉ（ｔ），σ

２
ｉ（ｔ）），ｕｉ（ｔ）＝０５（Ｐｉ（ｔ）＋Ｐｇ（ｔ）），σｉ（ｔ）

＝｜Ｐｉ（ｔ）－Ｐｇ（ｔ））｜，Φ为标准正态分布函数，ａ是置信
水平．

证明　令［θＬ，θＵ］为随机变量 Ｘｉ（ｔ＋１）取值的某
一区间，并满足Ｐ（θＬ≤Ｘｉ（ｔ＋１）≤θＵ）＝１－ａ，将该式
变形得

Ｐ（
θＬ－ｕｉ（ｔ）
σｉ（ｔ）

≤
Ｘｉ（ｔ＋１）－ｕｉ（ｔ）

σｉ（ｔ）
≤
θＵ－ｕｉ（ｔ）
σｉ（ｔ）

）＝１－ａ

（６）
令ｃ＝（θＵ－ｕｉ（ｔ））／σｉ（ｔ），欲求等尾置信区间，则 ｃ＝
－（θＬ－ｕｉ（ｔ））／σｉ（ｔ）．由式（６）可得式（７），

Φ（ｃ）－Φ（１－ｃ）＝１－ａ （７）
由式（７）可解得 ｃ＝Φ－１（１－ａ／２）．置信下限和上限分
别为：θＬ＝ｕｉ（ｔ）－σｉ（ｔ）Φ

－１（１－ａ／２），θＵ＝ｕｉ（ｔ）＋
σｉ（ｔ）Φ

－１（１－ａ／２）．
根据结论１可知，粒子更新位置的置信区间的大小

依赖于正态分布的标准差．当置信水平为００５时，粒子
更新位置Ｘｉ（ｔ＋１）的置信区间为［ｕｉ（ｔ）－１９６σｉ（ｔ），
ｕｉ（ｔ）＋１９６σｉ（ｔ）］，即粒子更新的位置以９５％概率将
落在这个区间．下面结合图１分析群体陷入早期收敛的
原因，图１为一维粒子置信区间示例图，其中置信水平
为００５．

图１中Ｐ０和Ｐ１分别表示粒子 Ｘ０和 Ｘ１的历史最
优位置Ｐｂｅｓｔ，Ｐｇ表示群体的历史最优位置 Ｇｂｅｓｔ，Ａ和 Ｂ

４４６１
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分别是Ｐ１和Ｐ０与Ｐｇ的中心点．点Ｐ１，Ａ，Ｐｇ，Ｂ和Ｐ０在
数轴上位置分别为（－２，－１，０，３，６）．Ｘ０和 Ｘ１在下一
次更新且置信水平为００５的置信区间分别为［－８７６，
１４７６］，［－４９２，２９２］．图中虚弧线表示 Ｘ０的下一次
更新的置信区间，实弧线表示 Ｘ１的下一次更新的置信
区间．由图１可知，与Ｐ１比较，Ｐ０与 Ｐｇ的距离较远，Ｐ０
的下一次更新的置信区间较大，表明粒子有较大的搜

索空间．在进化初期，粒子的 Ｐｂｅｓｔ与 Ｇｂｅｓｔ相距较远时，群
体具有较强的勘探能力．随着 Ｐｂｅｓｔ向 Ｇｂｅｓｔ靠近，更新粒
子的置信区间随之变小，粒子开始集聚．另外，从图中可
以看出，群体中所有更新粒子的置信区间会覆盖 Ｐｇ附
近的区域，使得更新粒子落在这个区域的概率增加，这

也是ＢＢＰＳＯ快速收敛的重要原因．

４　并行协作ＢＢＰＳＯ

４１　主群的学习机制
为了解决群体多样性丧失问题，主群利用动态学

习榜样策略来实现全局搜索．动态学习榜样策略是指
粒子不再只学习单一的群体最优值Ｇｂｅｓｔ，还可以向其他
粒子的历史最优值Ｐｂｅｓｔ学习．如何从多个 Ｐｂｅｓｔ中选择自
己的学习榜样，本文采用优胜榜样的方法．下面给出优
胜榜样的定义．

定义１　优胜榜样　设群体历史最优个体集合Ｐ＝
｛Ｐ１，…，Ｐｉ，…，ＰＮ｝（ｉ∈１，２，…，Ｎ）对于随机变量 ｔ，
ｋ（ｔ，ｋ∈１，２，…，Ｎ，ｔ≠ｋ），有Ｆ（Ｐｋ）＞Ｆ（Ｐｔ），那么粒子ｉ
的第ｊ维优质学习榜样是Ｐｋｊ．

定义１中的Ｆ是适应度函数，适应度值越大代表解
越好．优胜榜样是指在每次比较中获胜的 Ｐｂｅｓｔ．主群中
第ｉ个粒子位置的更新方程为：
Ｘｉｊ（ｔ＋１）＝Ｎ（０５（Ｐｉｊ（ｔ）＋Ｐｋｊ（ｔ）），｜Ｐｉｊ（ｔ）－Ｐｋｊ（ｔ）｜

２）

（８）
式（８）中的Ｐｋｊ是粒子 ｉ的第 ｊ维优胜榜样．从式（８）可
知，每个粒子的每一维都有一个不同的优胜榜样，这种

学习方式不仅减小了粒子在主群的群体最优值（Ｐｍｇ）附
近搜索的概率，而且利于扩大粒子的搜索空间和维持

群体的多样性．
４２　从群的学习机制

从群的功能是随着进化代数的增加由全局搜索转

向局部搜索，以提高进化后期解的质量．由 ＢＢＰＳＯ机理
分析可知，粒子更新位置的搜索区间的大小依赖于高

斯抽样的标准差．为了保证从群能够快速的收敛，粒子

仍只向从群的群体最优值 Ｐｓｇ学习，但是更新粒子高斯
抽样的标准差依据概率选择当前粒子到Ｐｓｇ的距离或是
当前粒子到Ｐｓｇ反向解Ｐ


ｇ 的距离．进化前期，粒子以较

大概率接收Ｐｇ．增大搜索空间以提高勘探能力，避免陷
入早期收敛；进化后期，粒子以较大概率接收 Ｐｓｇ，利于
群体的局部搜索，提高解的收敛精度．

从群粒子ｉ位置的更新方程为：
Ｘｉｊ（ｔ＋１）＝Ｎ（０．５（Ｐｉｊ（ｔ）＋Ｐ

ｓ
ｇｊ（ｔ）），｜Ｐｉｊ（ｔ）－Ｇｊ（ｔ）｜

２）

（９）
式（９）中的Ｇｊ按下式生成：
Ｇｊ（ｔ＋１）

＝
Ｐｇｊ（ｔ）， （ｒａｎｄ＜ｐｃ）∧（Ｆ（Ｐ

ｓ
ｇ（ｔ））＝Ｆ（Ｐ

ｓ
ｇ（ｔ－１））

Ｐｓｇｊ（ｔ），{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１０）
式（１０）中Ｐｇ 是Ｐ

ｓ
ｇ的随机反向解；由式（９）和（１０）可知，

当从群的全局最优解Ｐｓｇ得到更新时，高斯抽样的标准差
为当前粒子到Ｐｓｇ的距离，以增强粒子的开采能力；当从
群的Ｐｓｇ保持不变时，高斯抽样的标准差依概率选择当前
粒子到Ｐｓｇ的距离或到Ｐ


ｇ 的距离．式（１０）中ｐｃ为接收概

率，ｐｃ的值随着迭代次数从１线性递减到０，即ｐｃ＝１－ｔ／
ｔｍａｘ，ｔ为当前迭代次数，ｔｍａｘ为最大的迭代次数．进化前期，
ｐｃ的值大利于群体的勘探；进化后期，ｐｃ的值递减，利于
群体的开采．Ｐｓｇ随机反向解Ｐ


ｇ 按下式生成．

Ｐｇｊ（ｔ）＝
Ｘｕｊ＋Ｘ

ｌ
ｊ－Ｐ

ｓ
ｇｊ（ｔ）， ｒａｎｄ＜０５

Ｐｓｇｊ（ｔ），{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１１）

式（１１）中的Ｘｕｊ和Ｘ
ｌ
ｊ分别为粒子位置第 ｊ维的取值的

上界和下界．Ｐｓｇ每维都以５０％的概率进行反向操作．
４３　交互机制

在本文算法中，随着反向解接收概率的减少，从群

加快收敛，提高解的质量．如果主群的群体最优值（Ｐｍｇ）
优于从群的群体最优值（Ｐｓｇ），从群则接收主群的Ｐ

ｍ
ｇ，即

Ｐｓｇ＝Ｐ
ｍ
ｇ．这种交互是单向的，信息是从主群流向从群．

为了保持自身的探测能力，主群不接收从群的信息．如
果从群接收了主群的信息，从群将不启用反向学习．交
互机制利于提高主群和从群解的收敛精度．
４４　算法流程

ＢＢＰＳＯ算法的算法流程如下：

算法１　ＢＢＰＳＯ算法

Ｓｔｅｐ１　初始化种群：分别随机初始化Ｎｍ个主群和 Ｎｓ个从群的粒子
位置，其中Ｎ＝Ｎｍ＋Ｎｓ．

Ｓｔｅｐ２　将群体当前的位置作为自身历史最优位置；分别计算主
群和从群粒子的适应度，将主群中适应度最大的个体赋值给主群的群

体最优值Ｐｍｇ，将从群中适应度最大的个体赋值给主群的群体最优

５４６１
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值Ｐｓｇ．
Ｓｔｅｐ３　对于主群，根据式（８）调整粒子的位置；对于从群，根据

式（９）、（１０）和（１１）调整粒子的位置．
Ｓｔｅｐ４　计算主群和从群粒子的适应度值，主群和从群分别记录

种群目前所搜索到的最优值Ｐｍｇ和Ｐｓｇ．

Ｓｔｅｐ５　判断是否满足群体交换条件，如若满足条件则将 Ｐｓｇ＝

Ｐｍｇ；否则，转向下一步．
Ｓｔｅｐ６　判断迭代次数是否达到最大迭代次数，如若满足条件则

停止迭代，将Ｐｍｇ和Ｐｓｇ的适应度做比较，将适应度值大的个体作为输
出结果；否则，转至Ｓｔｅｐ２．

５　数值实验及分析

５１　测试函数和参数设置
为了验证本文算法的优化性能，采用了１４个测试

函数，包括常规测试函数（ｆ１～ｆ７），带旋转函数（ｆ８～
ｆ１１）和漂移函数（ｆ１２～ｆ１４），表１列出了函数的名称，
取值范围和最优值．本文算法与传统 ＢＢＰＳＯ［９］算法及
其改进的算法ＢＢＥｘｐ［９］，ＢＢＤＥ［１４］，ＢＢＰＳＯ－ＭＣ

［１５］，ＢＢＰ
ＳＯ－Ｊ

［１７］和ＡＢＰＳＯ［１８］进行了实验比较．对比算法的参数
设置均参照相应的文献，其中 ＢＢＤＥ的重组概率为
０７；ＢＢＰＳＯ－ＭＣ的突变概率为 ０５，方差固定值为
０００１，邻域规模为２；ＢＢＰＳＯ－Ｊ的学习率为０７．本文设
置进化代数为３００００代，运行次数为３０次，种群规模为
４０，本文算法中的主群和从群的规模分别为２０．

表１　测试函数

函数 函数名 搜索空间 最优值

ｆ１ Ｓｐｈｅｒｅ ［－１００，１００］ ０
ｆ２ Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－３０，３０］ ０
ｆ３ Ａｃｋｌｅｙ ［－３２，３２］ ０
ｆ４ Ｇｒｉｅｗａｎｋ ［－６００，６００］ ０
ｆ５ Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ ０
ｆ６ Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ－ｎｏｎｃｏｎｔ ［－５．１２，５．１２］ ０
ｆ７ Ｓｃｈｅｗｆｅｌ２．２６ ［－５００，５００］ １２５６９．５
ｆ８ ＲｏｔａｔｅｄＡｃｋｌｅｙ ［－３２，３２］ ０
ｆ９ ＲｏｔａｔｅｄＧｒｉｅｗａｎｋ ［－６００，６００］ ０
ｆ１０ ＲｏｔａｔｅｄＲａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ ０
ｆ１１ ＲｏｔａｔｅｄＲａｓｔｒｉｇｉｎ－ｎｏｎｃｏｎｔ ［－５．１２，５．１２］ ０
ｆ１２ ＳｈｉｆｔｅｄＲｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－１００，１００］ ３９０
ｆ１３ ＳｈｉｆｔｅｄＡｃｋｌｅｙ ［－３２，３２］ －１４０
ｆ１４ ＳｈｉｆｔｅｄＧｒｉｅｗａｎｋ ［－６００，６００］ －１８０

５２　评价指标
本文采用适应度均值和方差评价算法的优化性

能，其中适应度值为（ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ））（ｘ和 ｘ分别代表
理论最优值和算法获得最优值）．为了判断本文算法与
６种对比算法的性能是否存在显著性差异，采用 ｗｉｌｃｏｘ
ｏｎｒａｎｋｓｕｍｔｅｓｔ检验对结果进行统计分析，显著性水平
设为００５，分别用符号“＋”，“－”和“＝”表示本文算
法的性能要优于，劣于和相当于对比算法．实验结果如
表２所示，获得的最优结果用粗体显示．

表２　７种算法在１４个测试函数上的均值和方差
函数 ＢＢＥｘｐ ＢＢＰＳＯ ＢＢＰＳＯ－ＭＣ ＢＢＤＥ ＢＢＰＳＯ－Ｊ ＡＢＰＳＯ ＰＣＢＢＰＳＯ

ｆ１
０．００Ｅ＋００＝
（０．００Ｅ＋００）

０．００Ｅ＋００＝
（０．００Ｅ＋００）

０．００Ｅ＋００＝
（０．００Ｅ＋００）

４．９４Ｅ３２４＝
（０．００Ｅ＋００）

１．３７Ｅ０２＋
（１．３１Ｅ０２）

４．７４Ｅ０９＋
（３．９３Ｅ０９）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ２
３．３１Ｅ＋００
（１．３６Ｅ＋００）

１．７０Ｅ＋００
（３．７６Ｅ＋００）

１．０５Ｅ＋０１＋
（５．３２Ｅ＋００）

４．７７Ｅ＋０１＋
（３．６３Ｅ＋０１）

２．７４Ｅ＋０１＋
（１．７２Ｅ＋０１）

２．４３Ｅ＋０１＋
（３．４６Ｅ＋０１）

６．５１Ｅ＋００
（１．５０Ｅ＋００）

ｆ３
７．１１Ｅ１５＝
（０．００Ｅ＋００）

７．１１Ｅ１５＝
（０．００Ｅ＋００）

２．５８Ｅ１４＝
（７．８８Ｅ１５）

１．８６Ｅ０１＋
（４．１６Ｅ０１）

１．１０Ｅ０２＋
（１．２６Ｅ０２）

３．７１Ｅ０７＋
（１．７６Ｅ０７）

４．３３Ｅ１５
（１．０５Ｅ１５）

ｆ４
１．８５Ｅ０３＋
（３．７０Ｅ０３）

４．９２Ｅ０３＋
（８．５３Ｅ０３）

０．００Ｅ＋００＝
（０．００Ｅ＋００）

５．５１Ｅ０３＋
（２．４６Ｅ０３）

１．４５Ｅ０１＋
（６．６７Ｅ０２）

７．８８Ｅ０３＋
（８．２３Ｅ０３）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ５
７．２１Ｅ＋００＋
（３．８４Ｅ＋００）

４．３８Ｅ＋０１＋
（１．３２Ｅ＋０１）

６．３７Ｅ＋００＋
（２．８７Ｅ＋００）

８．１６Ｅ＋００＋
（３．６１Ｅ＋００）

１．２８Ｅ０２＋
（２．０５Ｅ０２）

２．１９Ｅ＋００＋
（１．０９Ｅ＋００）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ６
１．２０Ｅ＋００＋
（１．６４Ｅ＋００）

１．０４Ｅ＋０１＋
（５．０８Ｅ＋００）

１．４０Ｅ＋００＋
（１．１４Ｅ＋００）

１．３０Ｅ＋０１＋
（４．５３Ｅ＋００）

４．０２Ｅ０５＋
（６．９６Ｅ０５）

４．００Ｅ０１＋
（５．４８Ｅ０１）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ７
３．４４Ｅ＋０２＋
（１．０１Ｅ＋０２）

２．００Ｅ＋０３＋
（６．４４Ｅ＋０２）

５．６５Ｅ＋０２＋
（３．２１Ｅ＋０２）

６．７４Ｅ＋０２＋
（３．１３Ｅ＋０２）

１．５５Ｅ０２＋
（８．０５Ｅ０３）

２．０５Ｅ１０＋
（３．１０Ｅ１０）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ８
７．１１Ｅ１５＝
（０．００Ｅ＋００）

８．１１Ｅ０１＋
（７．５８Ｅ０１）

２．１３Ｅ１４＝
（６．６５Ｅ１５）

１．２１Ｅ１＋
（８．５６Ｅ１）

３．０８Ｅ＋００＋
（２．４９Ｅ０１）

４．１５Ｅ０７＋
（３．００Ｅ０７）

４．９７Ｅ１５
（１．９８Ｅ１５）

ｆ９
５．２２Ｅ０３＋
（４．０８Ｅ０３）

４．１１Ｅ０２＋
（７．１１Ｅ０３）

３．４７Ｅ０３＋
（６．４２Ｅ０３）

１．５２Ｅ０２＋
（２．４７Ｅ０２）

３．７４Ｅ０１＋
（１．５７Ｅ０１）

６．０３Ｅ０３＋
（６．１２Ｅ０３）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）

ｆ１０
２．５７Ｅ＋０１＋
（８．５１Ｅ＋００）

５．０４Ｅ＋０１＋
（１．９８Ｅ＋０１）

３．２０Ｅ＋０１＋
（２．０９Ｅ＋０１）

１．６５Ｅ＋０１＋
（９．４０Ｅ＋００）

６．５６Ｅ＋０１＋
（２．４９Ｅ＋０１）

４．５１Ｅ＋０１＋
（１．４７Ｅ＋０１）

１．２７Ｅ＋０１
（１．１８Ｅ＋０１）

ｆ１１
２．９８Ｅ＋０１＋
（４．０７Ｅ＋００）

６．６３Ｅ＋０１＋
（１．８８Ｅ＋０１）

２．４１Ｅ＋０１
（７．２６Ｅ＋００）

２．２４Ｅ＋０１
（２．０７Ｅ＋００）

６．７０Ｅ＋０１＋
（４．３６Ｅ＋００）

３．７０Ｅ＋０１＋
（１．４１Ｅ＋０１）

２．５６Ｅ＋０１
（７．５０Ｅ＋００）

ｆ１２
１．９４Ｅ＋０１＋
（３．００Ｅ＋０１）

１．９１Ｅ＋００
（１．８９Ｅ＋００）

２．１４Ｅ＋０１＋
（１．９７Ｅ＋０１）

８．２１Ｅ＋０１＋
（３．９４Ｅ＋０１）

１．８１Ｅ＋０２＋
（３．０５Ｅ＋０１）

３．４０Ｅ＋０１＋
（２．１９Ｅ＋０１）

１．１１Ｅ＋０１
（７．４１Ｅ＋００）

ｆ１３
４．９７Ｅ１４＝
（１．７２Ｅ１４）

５．４９Ｅ０１＋
（９．５０Ｅ０１）

１．９３Ｅ１３＋
（５．０８Ｅ１４）

６．２５Ｅ１４＝
（４．６７Ｅ１４）

１．７１Ｅ０３＋
（１．２７Ｅ０３）

２．４７Ｅ０７＋
（１．４３Ｅ０７）

３．９８Ｅ１４
（１．５６Ｅ１４）

ｆ１４
２．８４Ｅ１４＋
（０．００Ｅ＋００）

９．８６Ｅ０２＋
（２．４６Ｅ０２）

１．０２Ｅ１３＋
（８．６７Ｅ１４）

１．１４Ｅ１４＋
（１．５６Ｅ１４）

２．１４Ｅ０１＋
（５．２４Ｅ０２）

２．５５Ｅ０２＋
（３．２０Ｅ０２）

０．００Ｅ＋００
（０．００Ｅ＋００）
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５３　算法的收敛精度和速度比较
对于典型测试函数（ｆ１～ｆ７），除了函数ｆ２，本文提出

的ＰＣＢＢＰＳＯ均获得最优结果，其中找到了单峰函数 ｆ１
和多模函数ｆ４～ｆ７理论最优解．对于函数ｆ２，ＢＢＰＳＯ获得
了最好的结果，ＰＣＢＢＰＳＯ的结果为第三．特别地，对于复
杂多模函数（ｆ５～ｆ７），ＰＣＢＢＰＳＯ是唯一可以找到理论解
的算法．对于带旋转函数（ｆ８～ｆ１０），ＰＣＢＢＰＳＯ获得的结
果均明显优于其他６种算法，其中ｆ９函数找到了全局最
优解；对于偏移函数（ｆ１１～ｆ１４），ＰＣＢＢＰＳＯ获得了偏移函
数ｆ１３和ｆ１４的最优结果，并找到了ｆ１４的全局最优值．对
于ｆ１１，ＰＣＢＢＰＳＯ优越于ＢＢＥｘｐ，ＢＢＰＳＯ，ＢＢＰＳＯ－Ｊ和ＡＢ
ＰＳＯ４种算法．对于偏移函数ｆ１２，ＰＣＢＢＰＳＯ获得的结果
仅次于ＢＢＰＳＯ，优于其他５种算法．

由ｗｉｌｃｏｘｏｎｒａｎｋｓｕｍｔｅｓｔ检验结果可知，ＰＣＢＢＰＳＯ
在 １４个函数上明显优于 ＡＢＰＳＯ和 ＢＢＰＳＯ－Ｊ．与
ＢＢＤＥ，ＢＢＰＳＯ－ＭＣ，ＢＢＰＳＯ和 ＢＢＥｘｐ相比，本文算法分
别在１２个，８个，１０个和９个函数上表现更优．为了综
合比较算法之间的性能，本文采用 Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验对结

果进行分析，表３给出了７种算法的平均排名，本文算
法综合性能为第一．

限于篇幅，本文只给出３个测试函数收敛曲线的对
比，如图２所示．为便于比较，图中纵坐标为算法获取最
优值的对数值．由图２可知，对于多模函数ｆ６，ｆ７和ｆ９，本
文算法不仅找到全局最优解而且均在１５０００代内收敛，
说明算法较好地平衡了算法的收敛精度和速度．

表３　７种算法的平均排名

算法 平均排名

ＰＣＢＢＰＳＯ １．１７６

ＢＢＥｘｐ ２．５８７

ＢＢＰＳＯ－ＭＣ ３．２８５

ＡＢＰＳＯ ４．２４１

ＢＢＤＥ ４．６４２

ＢＢＰＳＯ ４．７１４

ＢＢＰＳＯ－Ｊ ５．０７１

５４　策略分析
ＰＣＢＢＰＳＯ利用动态学习榜样（ＤｙｎａｍｉｃＬｅａｒｎｉｎｇ

Ｅｘａｍｐｌｅ，ＤＬＥ）策略和随机反向学习（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＯｐｐｏｓｉ
ｔｉｏｎｂａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＳＯＬ）机制协作搜索，其中ＤＬＥ是实
现全局搜索，而 ＳＯＬ是实现全局搜索自适应转向局部
搜索．为了研究策略的有效性，将这两个策略分别独立
优化表１中的函数，实验结果如表４所示．

由表 ４可知，对于复杂多模函数 ｆ７，ｆ８，ｆ９，ｆ１０，
ｆ１１，ｆ１３和 ｆ１４，ＤＬＥ比 ＳＯＬ获得了更优的结果，这表
明 ＤＬＥ具有全局搜索的能力；对于多模函数 ｆ４，ｆ５和
ｆ６，ＤＬＥ和 ＳＯＬ均获得最优值，说明 ＳＯＬ在进化前期
具有较强的探测能力，有效地避免早期收敛问题；对

于函数 ｆ１，ｆ２，ｆ３和 ｆ１２，与 ＤＬＥ相比，ＳＯＬ优化的结果
具有更高的精度，这表明 ＳＯＬ在进化后期加强了局部
搜索．与 ＤＬＥ和 ＳＯＬ的独立优化结果相比，ＰＣＢＢＰＳＯ
获得了所有函数的最优结果，表明 ＤＬＥ和 ＳＯＬ协作

优化可以更好平衡群体的勘探和利用，展现出满意的

整体优化性能．
表４　不同学习策略的比较结果

函数 ＤＬＥ ＳＯＬ ＰＣＢＢＰＳＯ
ｆ１ ６．９０Ｅ５４±７．２７Ｅ５５０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ２ １．９５Ｅ＋０１±５．８１Ｅ０１９．２４Ｅ＋００±２．１７Ｅ＋００６．５１Ｅ＋００±１．５０Ｅ＋００
ｆ３ ５．３３Ｅ１５±２．５１Ｅ１５ ３．５５Ｅ１５±１．８７Ｅ１５ ４．３３Ｅ１５±１．０５Ｅ１５
ｆ４ ０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ５ ０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ６ ０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋０００．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ７ ０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００８．０９Ｅ＋０２±４．３２Ｅ＋０１０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ８ ５．３３Ｅ１５±２．５１Ｅ１５ ７．１１Ｅ１５±３．１６Ｅ１５ ４．９７Ｅ１５±１．９８Ｅ１５
ｆ９ ５．２２Ｅ１４±１．０４Ｅ１４ ９．８６Ｅ０３±５．３１Ｅ０３０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
ｆ１０２．３１Ｅ＋０１±５．７９Ｅ＋００３．０４Ｅ＋０１±１．０４Ｅ＋０１１．２７Ｅ＋０１±１．１８Ｅ＋０１
ｆ１１３．１８Ｅ＋０１±１．１１Ｅ＋０１４．６３Ｅ＋０１±２．１７Ｅ＋０１２．５６Ｅ＋０１±７．５０Ｅ＋００
ｆ１２５．０２Ｅ＋０１±３．００Ｅ＋０１１．１３Ｅ＋０１±９．３３Ｅ＋００１．１１Ｅ＋０１±７．４１Ｅ＋００
ｆ１３ ５．６８Ｅ１４±２．２１Ｅ１４ １．９０Ｅ＋００±６．１１Ｅ０１ ３．９８Ｅ１４±１．５６Ｅ１４
ｆ１４ ２．８４Ｅ１４±６．３９Ｅ１５ ６．１５Ｅ０２±４．６８Ｅ０２０．００Ｅ＋００±０．００Ｅ＋００
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６　结论
　　本文提出了一种并行协作 ＢＢＰＳＯ（ＰＣＢＢＰＳＯ）算
法，采用并行的主群和从群的协调进化以平衡算法的

速度和精度．主群利用动态学习榜样策略扩大搜索的
区域范围，保持群体多样性；从群通过随机反向学习机

制使群体在进化前期提高群体的全局勘探能力，而进

化后期增强群体的局部开采能力．通过１４个典型函数
进行测试，对比结果表明本文算法在解的精度与收敛

速度上具有更优的性能．
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