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　　摘　要：　现实中的多目标优化问题越来越多，而且日益复杂．受混合多目标优化算法设计思想的启发，将烟花爆
炸方法和精英反向学习机制引入至多目标优化领域，提出一种应用精英反向学习的多目标烟花爆炸算法（ＭｕｌｔｉＯｂ
ｊｅｃｔｉｖｅＦｉｒｅｗｏｒｋｓＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍＵｓｉｎｇＥｌｉｔｅＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＭＯＦＡＥＯＬ）．该算法利用精英反向学习策
略加强算法的全局搜索能力，利用烟花爆炸方法增强算法的局部搜索能力并提高求解的精度．这两种搜索机制相互协
同以更好地平衡算法的全局勘探和局部开采的能力．ＭＯＦＡＥＯＬ算法与另外５种代表性多目标优化算法一同在由ＺＤＴ
系列和ＤＴＬＺ系列组成的测试集上进行性能比较．实验表明，ＭＯＦＡＥＯＬ算法在收敛性、多样性和稳定性方面均优于或
部分优于其他对比算法．
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１　引言
　　科学研究与工程实践中存在着大量需要同时优化

多个目标函数的优化问题，它们通常被称为多目标优

化问题（ＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，ＭＯＰ）．
ＭＯＰ问题中各目标之间相互冲突，整体上一般不存在
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单个的最优解，而是一组 Ｐａｒｅｔｏ解的集合．ＭＯＰ问题的
复杂性导致经典的数学规划方法等一般难以凑效．

有关ＭＯＰ问题的研究得到了长足的发展并取得了
丰富的成果，概括起来大致可分为３类：

（１）基于进化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＡ）的
多目标优化方法．其中代表性的算法包括 ＮＳＧＡＩＩ［１］、
ＳＰＥＡ２［２］、ＰＡＥＳ［３］、ＰＥＳＡ［４］和ＰＥＳＡＩＩ［５］等．这类算法基
于群体进化的方式实现了搜索的多向性和全局性，能

够在一次运行中获得一组解；其次，ＥＡ算法可以处理
诸如不连续、非凸以及多峰等复杂的目标函数和约束

条件．
（２）基于新型进化机制的多目标优化算法．例如，

基于粒子群优化（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）模型
和新型占优机制的ＣＭＯＰＳＯ算法［６］和ＯＭＯＰＳＯ算法［７］

等；基于分布估计算法提出的ＲＭＭＥＤＡ算法［８］以及将

传统的数学规划方法和进化算法相结合提出的ＭＯＥＡ／
Ｄ算法［９］等．这些新型进化范例的引入提高了多目标优
化算法解题的效率与效果，开辟了解决 ＭＯＰ问题的新
途径．

（３）混合多目标优化算法．例如，Ｍｏｌｉｎａ等［１０］将分

散搜索和禁忌搜索结合以解决非线性多目标优化问

题；Ｓｏｌｉｍａｎ等［１１］将协同进化与局部搜索的思想融入到

多目标差分进化算法中，以指导搜索进程朝Ｐａｒｅｔｏ最优
解逼近；谢承旺等［１２］将多种不同策略融合到多目标粒

子群优化算法，并在多目标基准测试实例中取得了不

错的效果．这类算法一般根据算子（组件）和元启发式
方法的特点有机结合，发挥多目标优化算法和元启发

式方法的长处，进行优势互补，从而克服单个的多目标

优化算法或元启发式方法所固有的局限性，可进一步

增强算法在解空间搜索的效果．
上述不同种类的多目标优化算法虽然在解决一些

ＭＯＰ问题中表现出了较好的性能，也取得了不错的应
用效果，但现实中的多目标优化问题正日益增多，而且

也越来越复杂，迫切需要探索新的有效的进化机制应

对这种局面，以更好地解决这些较难的ＭＯＰ问题．
２０１０年，Ｔａｎ等［１３］通过模拟烟花爆炸中炸点的扩

散机制提出了一种新颖的烟花搜索算法（ＦｉｒｅｗｏｒｋｓＥｘ
ｐｌｏｓｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＦＥＡ）．由于烟花弹爆炸时，释放出的
火星散布在以烟花弹（炸点）为中心的一个圆形邻域

内，如果将该邻域看成是问题解空间的一个局部区域，

炸出的火星看成是区域中的点，则一次爆炸就类似于

对局部区域的一次探索，这种探索可看作是对空间中

该炸点附近的一次局部搜索．ＦＥＡ算法为智能优化领
域提供了新思想，注入了新活力，并引起了研究者的重

视．文献［１４］在原始ＦＥＡ算法的基础上，对爆炸点的方
向和爆炸半径等参数进行改进，提高了算法的性能．文

献［１５］借鉴 ＰＳＯ算法引入了交流算子，实现种群内个
体之间的交流，引导种群向全局最优解逼近．文献［１６］
将遗传算法思想引入 ＦＥＡ中，随机选择某炸点与当前
最佳炸点位置进行信息交换，增加种群的多样性，克服

算法早熟收敛．文献［１７］将精英反向学习机制引入至
ＦＥＡ算法以指导种群向全局最优解所在的空间逼近，
并取得了较好的求解精度和收敛速度．然而，上述对
ＦＥＡ算法及其变种的研究均局限于单目标优化．２０１３
年，Ｚｈｅｎｇ等［１８］将多目标烟花爆炸算法（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅ
ＦｉｒｅｗｏｒｋｓＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＦＡ）用于解决精准
农业中的施肥问题，但其沿用单目标优化模式生成火

星的做法值得商榷．
鉴于ＦＥＡ算法基于群体的搜索以及具有执行参数

较少、求解速度快和较强的局部搜索能力等优势，而且

有关多目标烟花爆炸方面的研究尚不多见，因此，开展

多目标烟花爆炸算法的研究具有现实意义．但也应注
意到：烟花爆炸优化采用了贪婪选择的方式，随着迭代

的进行，所有个体逐渐向当前最优个体靠拢，而且其爆

炸半径也逐渐缩小，种群的多样性也会逐渐降低，这对

于多目标优化算法是不能接受的．因为保持群体的多
样性是指导搜索朝Ｐａｒｅｔｏ前沿逼近，克服多目标优化算
法早熟收敛的重要措施．基于此，本文将精英反向学习
机制（ＥｌｉｔｅＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＥＯＬ）引入至多目
标烟花爆炸算法，一方面利用精英个体包含了比普通

个体更多的有益搜索信息；另一方面，通过精英反向学

习产生的反向解能远离局部最优区域，扩大算法在精

英反向解所在区域内的搜索，增强算法的全局搜索能

力，有利于算法较快收敛于全局 Ｐａｒｅｔｏ前沿．本文提出
了应用精英反向学习的多目标烟花爆炸算法（Ｍｕｌｔｉ
ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＦｉｒｅｗｏｒｋｓＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍＵｓｉｎｇＥｌｉｔｅＯｐ
ｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＭＯＦＡＥＯＬ），其中的精英反向学
习机制与烟花爆炸优化方法相互协同，以期更好地平

衡算法的全局探索能力和局部开采能力，并能有效地

解决复杂的多目标优化问题．另外，ＭＯＦＡＥＯＬ算法采
用改进的ｋ最近邻方法［２］更新外部档案以保持解群的

多样性．

２　相关概念

２１　多目标优化问题
根据优化的对偶理论，只需考虑最小化问题．不失

一般性，一个具有ｎ个决策变量，ｍ个目标函数，（ｐ＋ｑ）
个约束的ＭＯＰ问题可定义为：

ｍｉｎ　Ｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ））
Ｔ

ｓ．ｔ．　ｇｉ（ｘ）≥０，ｉ＝１，２，…，ｐ
　 　ｈｊ（ｘ）＝０，ｊ＝１，２，…，

{
ｑ

（１）

其中，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ∈ＸＲｎ是 ｎ维决策向量，Ｘ

１８１１
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为ｎ维决策空间；ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）∈ＹＲ
ｍ为ｍ维目

标空间；目标函数Ｆ（ｘ）定义了由决策空间 Ｘ向目标空
间Ｙ映射的函数，ｇ（ｘ）定义了ｐ个不等式约束，ｈ（ｘ）定
义了ｑ个等式约束．约束函数ｇ（ｘ）和ｈ（ｘ）共同确定决
策向量ｘ的可行域．在此基础上给出几个重要的定义．
　　定义１（可行解集）　可行解集 Ｘｆ为满足式（１）中
约束函数ｇ（ｘ）和ｈ（ｘ）的决策向量ｘ的集合，即Ｘｆ＝｛ｘ
∈Ｘ｜ｇ（ｘ）≥０且ｈ（ｘ）＝０｝．
　　定义 ２（Ｐａｒｅｔｏ支配）　假设 ｘ１，ｘ２∈Ｘｆ是上述
ＭＯＰ问题的可行解，称 ｘ１Ｐａｒｅｔｏ支配 ｘ２（记为 ｘ１ｘ２）
当且仅当ｉ＝１，２，…，ｍ：ｆｉ（ｘ１）≤ｆｉ（ｘ２）∧ｊ＝１，２，
…，ｍ：ｆｊ（ｘ１）＜ｆｊ（ｘ２）成立．
　　定义３（Ｐａｒｅｔｏ最优解）　假设ｘ∈Ｘｆ且不存在其

他的解ｘ∈Ｘｆ，使得ｆｉ（ｘ
）≤ｆｉ（ｘ

）（ｉ＝１，２，…，ｍ）成
立且至少有一个是严格不等式，则称 ｘ是式（１）的 Ｐａ
ｒｅｔｏ最优解．
　　定义４（Ｐａｒｅｔｏ最优解集）　Ｐａｒｅｔｏ最优解集（Ｐａｒｅ
ｔｏＳｅｔ，ＰＳ）是所有Ｐａｒｅｔｏ最优解的集合，即ＰＳ＝｛ｘ｝＝
｛ｘ∈Ｘｆ｜ｘ′∈Ｘｆ：ｆｉ（ｘ′）≤ｆｉ（ｘ

），ｉ＝１，２，…，ｍ｝．
　　定义５（Ｐａｒｅｔｏ前沿）　Ｐａｒｅｔｏ前沿（ＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ，
ＰＦ）是Ｐａｒｅｔｏ最优解集在目标空间中的投影，即 ＰＦ＝
｛Ｆ（ｘ）｜ｘ∈ＰＳ｝．
　　定义６（当前种群的非劣解集ＮＤＳ）　假设Ｐｏｐ（ｔ）
为ＭＯＥＡ算法的第ｔ代种群，个体 ｘ∈Ｐｏｐ（ｔ）为群体
的非劣解，当且仅当ｘ′∈Ｐｏｐ（ｔ）：ｘ′ｘ．Ｐｏｐ（ｔ）中
所有非劣解 ｘ组成的集合称为当前群体的非劣解集
ＮＤＳ，即ＮＤＳ＝｛ｘ｝＝｛ｘ｜ｘ∈Ｐｏｐ（ｔ）且ｘ′∈Ｐｏｐ（ｔ），
使ｘ′ｘ｝．
２２　精英反向学习

Ｔｉｚｈｏｏｓｈ［１９］于２００５年提出了反向学习（Ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎ
ＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＯＢＬ）的概念，并说明了反向解要比当前
解有高近５０％的概率靠近全局最优．其主要思想是通
过在当前个体所在区域产生反向个体，并将反向个体

与当前个体一起参与竞争，优秀个体进入下一代．
　　定义７（反向解）　设在区间［ａ，ｂ］上存在一个实
数ｘ，则ｘ的反向数定义为ｘ′＝ａ＋ｂ－ｘ．基于此，假设在
Ｒ域上存在某 ｎ维的解点 ｐ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），且 ｘｉ∈
［ａｉ，ｂｉ］，则定义 ｐ′＝（ｘ

′
１，ｘ

′
２，…，ｘ

′
ｎ）为 ｐ的反向解．其

中，ｘ′ｉ＝β（ａｉ＋ｂｉ）－ｘｉ，β为［０，１］区间均匀分布的随
机数，也称为一般化系数．
　　定义８（基于反向解的优化）　设待优化问题为式
（１）中的最小化多目标优化问题，若存在当前解 Ｘ，其
反向解为Ｘ′，对 Ｘ和 Ｘ′采用如下更新机制：①若 Ｘ
Ｘ′，则保留当前解Ｘ；②若 Ｘ′Ｘ，则用 Ｘ′替换 Ｘ；③若
Ｘ和Ｘ′彼此非支配，则随机选择其中某个个体保留．

多目标优化问题中的非支配解一般视为精英个

体，这些个体通常包含了更多的引导种群向全局最优

Ｐａｒｅｔｏ前沿收敛的有益信息．如果最终算法能够全局收
敛，那么精英个体所形成的搜索区域必然会收敛到全

局最优 Ｐａｒｅｔｏ解集所形成的搜索区域．因此，加强精英
个体所在空间邻域的搜索，将会提高算法的收敛速度，

改善算法的全局收敛能力．
　　定义９（精英反向解）　设ｎ维搜索空间中群体Ｐｏｐ
中的某精英个体Ｘｂｅｓｔ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）的反向解为Ｘ

′
ｂｅｓｔ

＝（ｘ′１，ｘ
′
２，…，ｘ

′
ｎ），则该精英反向解可定义为 ｘ

′
ｉ＝β

（ｄａｉ＋ｄｂｉ）－ｘｉ，β∈［０，１］为服从均匀分布的随机数，ｘｉ
∈［ａｉ，ｂｉ］，［ｄａｉ，ｄｂｉ］为群体Ｐｏｐ在第ｉ维搜索空间的动
态边界，且可按式（２）计算得到．

ｄａｉ＝ ｍｉｎ１≤ｊ≤｜Ｐｏｐ｜
（ｘｉ），　ｄｂｉ＝ ｍａｘ１≤ｊ≤｜Ｐｏｐ｜

（ｘｉ） （２）

其中，｜Ｐｏｐ｜为当前群体的规模．
用搜索空间的动态边界代替固定边界有利于保存

搜索经验，使得生成的反向解能够位于逐步缩小的搜

索空间，促进算法较快收敛．由于精英反向解也可能跳
出边界［ａｉ，ｂｉ］而成为非可行解，这里采用文献［２０］中
的方法对越界值进行重置，如式（３）所示：

ｘ′ｉ＝ｒａｎｄ（ａｉ，ｂｉ）ｉｆｘ
′
ｉ＜ａｉｏｒｘ

′
ｉ＞ｂｉ （３）

通过形成的精英反向解，可加强对精英个体邻域

的探测，ＭＯＦＡＥＯＬ算法在每一次迭代中，针对种群的
精英个体执行反向学习，生成精英个体的反向种群，并

参与进化竞争．

３　ＭＯＦＡＥＯＬ算法

３１　烟花爆炸优化机制
ＦＥＡ算法受烟花爆炸现象的启发，将寻优问题的

搜索空间类比于烟花爆炸的空间，用炸点及其爆炸产

生的火星的位置来表征优化问题的候选解．评估炸点
和火星位置的优劣，并选择较优的位置保留至下一代，

如此迭代进行，直至获得满意的结果或停机条件达到

时为止．
基于烟花爆炸优化的搜索方式如下：首先在搜索

空间中随机初始化 Ｎ个炸点，即确定第一次爆炸的炸
点位置，用以表征问题的初始解．例如，在ｎ维搜索空间
中的第 ｉ个炸点可表示为 ｘｉ＝（ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，ｘｉ，ｎ）．炸点
执行均匀爆炸操作时需预设最大爆炸半径 ｒ，即火星的
最大散开区域．如果炸点爆炸层数为 ｗ，那么每一层的
爆炸半径为ｊ·ｒ／ｗ（ｊ＝１，２，…，ｗ），其中，ｒ设置为随迭
代次数的增加呈非线性递减的参数，以确保算法初期

可以执行搜索空间的全局探索，算法末期能在全局最

优前沿附近进行精确的局部搜索．考虑到算法在实际
执行过程中由于时空资源的限制，同时也为了保证有

足够的火星数目，这里规定火星与炸点之间的距离只
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有ｒ／４，ｒ／２，３ｒ／４和 ｒ四种情况．烟花弹爆炸半径 ｒ的计
算如式（４）所示，而对于炸点ｉ，其爆炸产生的火星的迭
代公式如式（５）所示．

ｒ（ｔ）＝
Ｔｍａｘ－ｔ
Ｔ( )
ｍａｘ

α

·（ｒｉｎｉｔｉａｌ－ｒｅｎｄ）＋ｒｅｎｄ （４）

ｘｉ ＝ｘｉ＋ｒｊ·ｂｋ （５）
其中，ｒｉｎｉｔｉａｌ为初始炸点爆炸半径，ｒｅｎｄ为末代炸点爆炸半
径，Ｔｍａｘ为算法最大迭代次数，ｔ为当前迭代次数，ｘｉ为
炸点ｉ的当前位置，ｘｉ 为炸点ｉ爆炸产生的火星位置，ｒｊ
（ｊ＝１，２，３，４）为爆炸半径，且ｒ１＝ｒ，ｒ２＝３ｒ／４，ｒ３＝ｒ／２，ｒ４
＝ｒ／４，ｒ＝ｒ（ｔ）表示第ｔ代炸点爆炸的半径．ｂｋ（ｋ＝１，２，
３，…，ｍ）为爆炸的方向向量，ｍ为烟花弹 ｉ爆炸的总方
向数．对于低维度的搜索空间（如 ｎ≤１０），算法选择直
观的标准坐标轴爆炸方向，即ｎ维问题的爆炸方向数为
２ｎ．但对于高维度的搜索空间（如 ｎ＞１０），如果仍采用
２ｎ个爆炸方向，则算法消耗的时空资源过大．因此，求
解高维度搜索空间的优化问题时，每层爆炸方向采用

从２ｎ个标准坐标轴方向中随机挑选 ｎ／３个方向，再加
上每个方向的相反方向，构成２ｎ／３个爆炸方向．图１以
二维搜索空间为例，简单描述了爆炸层数 ｗ＝４时炸点
的爆炸方式．

这里在实施烟花爆炸的过程中对所有炸点和火星

的位置边界进行限制，设 ｘｌ（ｌ＝１，２，３，…，ｎ）为 ｎ维搜
索空间任一维决策变量，且 ｘｌ∈［ａｌ，ｂｌ］，如果炸点 ｘ爆
炸过程中产生的火星 ｘｊ跳出边界［ａｌ，ｂｌ］成为非可行
解，则将ｘｊ在第ｌ维上的值按式（６）进行重置．

ｘｌｊ＝ｒａｎｄ（ａｌ，ｂｌ）ｉｆｘ
ｌ
ｊ＜ａｌｏｒｘ

ｌ
ｊ＞ｂｌ （６）

其中，ｒａｎｄ（·）是区间［ａｌ，ｂｌ］上的均匀随机数．
３２　选择火星

这里从第二代起将当前种群中每一个个体都将视

为一个炸点，这些炸点爆炸后将会产生大量的火星，这

些火星与炸点一起进行评估以选择出较优的火星（炸

点）参与下一次爆炸．为了保持每一代种群规模不变以
及火星的多样性，这里根据文献［１３］中基于距离的方
法筛选出一定数目的解点．设 ｘｉ∈Ｍ，Ｍ为当前炸点及
其爆炸后产生火星的集合，则个体 ｘｉ与 Ｍ中其他个体
的欧式距离之和定义为：

Ｒ（ｘｉ）＝∑
ｊ∈Ｍ

ｘｉ－ｘｊ （７）

则ｘｉ被选中的概率ｐ（ｘｉ）如式（８）定义：

ｐ（ｘｉ）＝
Ｒ（ｘｉ）

∑
ｊ∈Ｍ
Ｒ（ｘｊ）

（８）

对ｐ（ｘ）值按非升序排列，依次遴选排在前列的一定数
目的个体．
３３　维持档案群体的多样性

ＭＯＦＡＥＯＬ算法在种群外部设置一个档案集合，用
于保存算法在搜索过程中获得的非支配解．这里采用
渐进方法对外部档案进行维护，初始时置档案为空，对

每次迭代产生的非劣解执行算法１所示的操作．

算法１　维护外部档案的渐进方法
输入：新产生的非劣解ｘ，外部档案的最大规模Ｎ′
输出：外部档案中全部非劣解

Ｓｔｅｐ１　ＩＦ档案的规模未达到其事先规定的最大值Ｎ′
Ｓｔｅｐ２　　将个体ｘ加入档案中
Ｓｔｅｐ３　　利用Ｐａｒｅｔｏ支配关系更新档案，除去档案中被支配的个体
Ｓｔｅｐ４　ＥＬＳＥ
Ｓｔｅｐ５　　ＩＦ个体ｘ支配了档案中的部分个体
Ｓｔｅｐ６　　　　删除档案中被ｘ个体支配的所有个体，将新解ｘ加入档

案

Ｓｔｅｐ７　　ＥＬＳＥＩＦ个体ｘ与档案中所有个体是非支配关系
Ｓｔｅｐ８　　　　　　将个体 ｘ与档案成员一起执行个体密度估计，并

删除多样性最差的个体

Ｓｔｅｐ９　　　　ＥＬＳＥ
Ｓｔｅｐ１０　　　　　个体ｘ被档案成员支配，舍弃解个体ｘ
Ｓｔｅｐ１１　　　　ＥＮＤＩＦ
Ｓｔｅｐ１２　　ＥＮＤＩＦ
Ｓｔｅｐ１３　ＥＮＤＩＦ
Ｓｔｅｐ１４　输出更新维护后的档案群体

　　在使用渐进方法决定解个体进入档案的过程中，
档案成员的多样性不断增强，而渐进方法所采用的个

体密度估计方法对档案的维护和解群的多样性保持都

很重要．在目前已定义的密度估计方法中，ＳＰＥＡ２算法
的ｋ最近邻方法［２］在保持解群多样性方面表现突出．这
里将对ｋ最近邻方法做一定改进后用于更新外部档案
并保持解群的多样性．

原始的ｋ最近邻方法将个体的密度值定义为个体
与它的第ｋ个最邻近个体之间的距离，为节省算法的时
间开销，这里取ｋ＝ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′），而不采用原方法的ｋ＝
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Ｎ＋槡 Ｎ′．其中，Ｎ为种群的规模，Ｎ′为档案的最大容
量．ＭＯＦＡＥＯＬ算法执行时，如果档案规模达到预设的
最大值时，档案中每加入一个新解则要从中移出一个

个体，比如个体Ａ，个体Ａ应满足：对于档案中所有个体
Ｂ，Ａ＜ｄＢ成立．这里的Ａ＜ｄＢ定义为当且仅当对于所有
的ｌ＝１，２，…，Ｎ′：ＤｌＡ＝ＤｌＢ；或者对于某个ｌ，ＤｌＡ＜ＤｌＢ，而
对任意的ｌ′＜ｌ：Ｄｌ′Ａ＝Ｄｌ′Ｂ．这里的ＤｌＡ（ＤｌＢ）为个体Ａ（Ｂ）
与它的第ｌ个最邻近个体的距离．

若多目标优化问题的目标数目为Ｍ，采用改进的ｋ
最近邻方法维护外部档案的时间复杂度 Ｏ（Ｍ（Ｎ＋
Ｎ′）２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′）），其复杂度则要优于原方法的复杂度
Ｏ（Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）３）［２］．
３４　ＭＯＦＡＥＯＬ算法流程

在前面３．１至３．３小节描述的基础上，以下给出
ＭＯＦＡＥＯＬ算法的流程，如算法２所示．

算法２　应用精英反向学习的多目标烟花爆炸算法ＭＯＦＡＥＯＬ
输入：种群Ｐｏｐ的规模Ｎ，外部档案Ａｒｃ最大规模Ｎ′，初始代爆炸半径

ｒｉｎｉｔｉａｌ，末代爆炸半径ｒｅｎｄ，爆炸半径递减指数 α，一般化系数 β，
最大迭代次数Ｔｍａｘ

输出：最末代外部档案中所有的解

Ｓｔｅｐ１　初始化．随机产生规模为 Ｎ的初始种群，将外部档案置为空，
并将初始群体中非支配解复制到外部档案中，置ｔ＝０

Ｓｔｅｐ２　ＷＨＩＬＥ（ｔ＜Ｔｍａｘ）
Ｓｔｅｐ３　　　ＦＯＲｉ＝１ｔｏＮ
Ｓｔｅｐ４　　　　　将 Ｐｏｐ（ｔ）中的解个体 ｘｉ（ｔ）视为一个炸点，依据式

（４）～（６）产生一定数目的火星
Ｓｔｅｐ５　　　ＥＮＤＦＯＲ
Ｓｔｅｐ６　　　对Ａｒｃ（ｔ）中的非支配解执行精英反向学习，产生｜Ａｒｃ（ｔ）

｜个精英反向解个体
Ｓｔｅｐ７　　　将｜Ｐｏｐ（ｔ）｜个炸点和所有的火星以及｜Ａｒｃ（ｔ）｜个精英反

向解组成一个集合 Ｕ（ｔ），并利用归一化排序［２１］构造
Ｕ（ｔ）的非支配集合ＮＤＳ（ｔ）

Ｓｔｅｐ８　　　利用算法１对外部档案Ａｒｃ（ｔ）进行更新维护
Ｓｔｅｐ９　　　从｜Ｐｏｐ（ｔ）｜个炸点以及它们产生的火星中依式（７）和

（８）选择Ｎ个个体参与下一次爆炸
Ｓｔｅｐ１０　　ｔ＝ｔ＋１
Ｓｔｅｐ１１　　ＥＮＤＷＨＩＬＥ
Ｓｔｅｐ１２　　输出Ａｒｃ（Ｔｍａｘ）集合中的所有解

　　假设待优化ＭＯＰ问题的目标数目为 Ｍ，搜索空间
的维度为ｎ，种群的规模为Ｎ，外部档案最大容量为Ｎ′，
算法最大迭代次数为 Ｔｍａｘ，则 ＭＯＦＡＥＯＬ算法的时间复
杂度可估计如下：

Ｓｔｅｐ１产生初始种群的时间复杂度为 Ｏ（ｎＮ），将种
群中非支配解复制到外部档案集的时间为Ｏ（ＭＮ２），因
而Ｓｔｅｐ１的时间复杂度为Ｏ（ＭＮ２）．

算法从Ｓｔｅｐ２开始便进入迭代循环过程．
循环体内，Ｓｔｅｐ３至Ｓｔｅｐ５为炸点产生火星的过程，

其中一个炸点产生火星的时间复杂度为 Ｏ（８ｎ２／３），Ｎ

个炸点产生火星的时间则为Ｏ（８Ｎｎ２／３）．
Ｓｔｅｐ６执 行 精 英 反 向 学 习 的 时 间 复 杂 度 为

Ｏ（ＭＮ′）．
Ｓｔｅｐ７利用归一化排序［２１］构造非支配集 ＮＤＳ的时

间复杂度为Ｏ（Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））．
Ｓｔｅｐ８利用算法１对外部档案进行多样性维护的时

间复杂度为Ｏ（Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））．
Ｓｔｅｐ９根据距离关系选择参与下一代繁殖的个体所

需的时为Ｏ（ｎＮ２）．
Ｓｔｅｐ１０的时间复杂度为Ｏ（１）．基于上述分析，循环

体内的时间复杂度应为 Ｏ（８Ｎｎ２／３）＋Ｏ（ＭＮ′）＋Ｏ（Ｍ
（Ｎ＋Ｎ′）ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））＋Ｏ（Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））＋
Ｏ（ｎＮ２）＋Ｏ（１）＝Ｏ（Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′）），而整个
循环迭代过程的时间复杂度则为 Ｏ（ＴｍａｘＭ（Ｎ＋Ｎ′）

２ｌｏｇ
（Ｎ＋Ｎ′））．

Ｓｔｅｐ１２输出算法求解结果所需要的时间为
Ｏ（Ｎ′ｎ）．

综上，ＭＯＦＡＯＬ算法的时间复杂度为 Ｏ（ＭＮ２）＋
Ｏ（ＴｍａｘＭ（Ｎ＋Ｎ′）

２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））＋Ｏ（Ｎ′ｎ）＝Ｏ（Ｔｍａｘ
Ｍ（Ｎ＋Ｎ′）２ｌｏｇ（Ｎ＋Ｎ′））．

４　实验与结果分析

４１　实验设置
（１）对等比较算法
为了测试ＭＯＦＡＥＯＬ算法的性能，选取５个代表性

多目标优化算法作为对等比较算法，它们分别是：

①Ｄｅｂ等提出的改进型非劣分类遗传算法 ＮＳＧＡＩＩ［１］；
②Ｚｉｔｚｌｅｒ等提出的改进型强度 Ｐａｒｅｔｏ进化算法
ＳＰＥＡ２［２］；③ＣｏｅｌｌｏＣ等提出的多目标粒子群优化算法
ＣＭＯＰＳＯ［６］；④Ｓｉｅｒｒａ等提出的改进型多目标粒子群算
法ＯＭＯＰＳＯ［７］；⑤Ｚｈａｎｇ等提出的基于分解的多目标进
化算法ＭＯＥＡ／Ｄ［９］．

（２）多目标测试问题集
测试函数由ＺＤＴ［２２］和ＤＴＬＺ［２３］两个系列共计１２个

函数组成．其中，ＺＤＴ系列是 ５个 ２目标测试问题，由
ＺＤＴ１～ＺＤＴ４以及ＺＤＴ６组成．由于 ＺＤＴ５是布尔函数，
需要二进制编码，本文省去了该测试函数．ＤＴＬＺ系列
是由ＤＴＬＺ１～ＤＴＬＺ７组成的一个可以改变搜索变量和
优化目标个数的可扩展多目标测试问题集．这里选择
ＤＴＬＺ系列作为３目标优化测试问题集．

（３）实验参数
根据文献［１７］的研究，ＭＯＦＡＥＯＬ算法中的半径递

减指数α取值为 ５，初始爆炸半径 ｒｉｎｉｔｉａｌ＝ａ·（ｘｉ，ｍａｘ－
ｘｉ，ｍｉｎ），ａ∈［００５，０３］，ｒｅｎｄ取值为１０

－６．文献［２０］的研
究结果表明，一般化系数β＝１时能获得较好效果，本文
的实验参数β亦取值为１．本文选取的其他５个对比算
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法的实验参数都按照对应的参考文献设置．
比较实验中各算法在２目标测试问题中的种群规

模均设为Ｎ＝１００，外部档案集合的最大容量 Ｎ′＝１００，
所有测试函数的最大评估次数均设为５００００次，所有算
法的最大迭代次数 Ｔｍａｘ＝５００；３目标测试问题中种群
的大小均设为Ｎ＝２００，外部档案集合的最大容量 Ｎ′＝
２００，所有测试函数的最大评估次数均为２０００００次，所
有算法的最大迭代次数为Ｔｍａｘ＝２０００．

为减少性能分析中随机因素的影响，每种算法在所

有的测试函数上均独立运行３０次．本文的仿真实验在
ＴｈｉｎｋＰａｄＸ２００笔记本电脑上运行，电脑配置５Ｇ内存和
２４ＧＨｚ双核ＣＰＵ，安装Ｗｉｎｄｏｗｓ７Ｘ６４操作系统，算法运
用Ｃ＋＋编程实现，并利用Ｍａｔｌａｂ２０１０ａ环境出图．

（４）性能指标
为了评估算法获得的近似 Ｐａｒｅｔｏ前沿的收敛性和

均匀性，本文采用反转世代距离（ＩｎｖｅｒｔｅｄＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌ
Ｄｉｓｔａｎｃｅ，ＩＧＤ）作为性能评估指标［９］．ＩＧＤ是度量真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿到算法获得的近似 Ｐａｒｅｔｏ前沿之间的距离
指标．该指标值越低，表明算法获得的近似 Ｐａｒｅｔｏ前沿
的收敛性和多样性越好，越接近真实 Ｐａｒｅｔｏ前沿．令 Ｐ
为真实 Ｐａｒｅｔｏ最优解集，Ａ是进化算法获得的近似 Ｐａ
ｒｅｔｏ最优解集，则ＩＧＤ可根据式（９）计算：

ＩＧＤ＝ １｜Ｐ｜∑
｜Ｐ｜

ｉ＝１
Ｄｉｓｔｉ （９）

其中，Ｄｉｓｔｉ＝ｍｉｎ
｜Ａ｜

ｊ＝１ ∑
Ｍ

ｍ＝１

ｆｍ（ｐｉ）－ｆｍ（ａｊ）
ｆｍａｘｍ －ｆｍｉｎ( )

ｍ槡

２

为最小归一

化欧式距离；ｆｍａｘｍ 和ｆ
ｍｉｎ
ｍ 分别为 Ｐ中第 ｍ个目标上的最

大值和最小值，ｍ＝１，２，…，Ｍ，Ｍ为目标个数；ｐｉ∈Ｐ，ｉ
＝１，２，…，｜Ｐ｜；ａｊ∈Ａ，ｊ＝１，２，…，｜Ａ｜．
４２　实验结果与分析
　　实验１　通过比较６个对等多目标优化算法在１２
个多目标测试问题上的 ＩＧＤ值来考察 ＭＯＦＡＥＯＬ算法
的性能．表１列出了各算法在１２个测试实例上的 ＩＧＤ
性能对比结果．其中 ＩＧＤ的均值（ｍｅａｎ）和标准差
（ｓｔｄ．）是同一算法在同一测试问题上独立运行３０次的
统计结果；ｔｔｅｓｔ值是本文算法与其他对等算法在同一
测试问题上进行ｔ检验时的 ｔ值；“＋”、“＝”和“－”表
示本文算法获得的ＩＧＤ值在显著性水平为５％的双尾ｔ
检验中分别优于、等于和劣于对应列的对等算法在对

应行的测试问题上的显著性区分结果；“Ｓｃｏｒｅ”表示本
文算法显著优于对应列的对等算法在１２个测试问题中
的净胜得分，即得“＋”与得“－”的测试问题个数之差
（下文同）．同时，采用粗体字表示所有对比算法在每一
个测试问题中的最小ＩＧＤ均值．

从表１可以看出，ＭＯＦＡＥＯＬ算法在１２个测试函数
上获得了 ４个最优的 ＩＧＤ均值，ＮＳＧＡＩＩ、ＣＭＯＰＳＯ和

ＭＯＥＡ／Ｄ各获得 ２个最优的 ＩＧＤ均值，ＳＰＥＡ２和
ＯＭＯＰＳＯ分别获得１个最优的 ＩＧＤ均值．这表明 ＭＯ
ＦＡＥＯＬ算法在１２个测试问题中总体上具有较好的ＩＧＤ
性能．而在ＭＯＦＡＥＯＬ未能获得最优ＩＧＤ均值的那些测
试问题上，本文算法所获得的 ＩＧＤ值与那些在同一测
试函数上获得的最优的 ＩＧＤ均值始终处在相同的数量
级上，这也反映了ＭＯＦＡＥＯＬ算法与那些在某些测试问
题上表现最优的对等算法相比，它们在 ＩＧＤ性能上的
差距很小．

表１　６种对等算法在１２个测试实例上的ＩＧＤ性能对比结果

ＴｅｓｔｉｎｓｔａｎｃｅＭＯＦＡＥＯＬＮＳＧＡＩＩ ＳＰＥＡ２ ＣＭＯＰＳＯ ＯＭＯＰＳＯ ＭＯＥＡ／Ｄ

ＺＤＴ１
Ｍｅａｎ １．４５Ｅ４ ９．５５Ｅ５ ２．３１Ｅ４ ３．２７Ｅ４ ２．３９Ｅ４ １．５１Ｅ４
Ｓｔｄ． ５．９２Ｅ７ ２．５６Ｅ７ １．５０Ｅ６ ３．００Ｅ６ １．６０Ｅ６ ６．３８Ｅ７
ｔｔｅｓｔ － ＋ ＋ ＋ ＋

ＺＤＴ２
Ｍｅａｎ １．０５Ｅ４ １．１２Ｅ４ ３．２０Ｅ４ ３．３３Ｅ３ １．１４Ｅ４ １．８０Ｅ２
Ｓｔｄ． ４．７１Ｅ８ ３．５４Ｅ７ ２．８８Ｅ６ ３．１１Ｅ４ ３．１０Ｅ７ ９．１１Ｅ３
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

ＺＤＴ３
Ｍｅａｎ ２．５１Ｅ５ ２．７９Ｅ５ ２．５５Ｅ５ ８．７１Ｅ４ １．０６Ｅ４ ６．６６Ｅ５
Ｓｔｄ． １．１９Ｅ８ ２．１８Ｅ８ １．８２Ｅ８ ２．１３Ｅ５ ３．１８Ｅ７ １．２４Ｅ７
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

ＺＤＴ４
Ｍｅａｎ １．４８Ｅ４ １．２０Ｅ４ ５．０３Ｅ３ １．３６Ｅ３ １．５５Ｅ２ ２．９８Ｅ３
Ｓｔｄ． ６．１７Ｅ７ ４．１０Ｅ７ ７．１０Ｅ４ ５．１８Ｅ５ ６．７６Ｅ３ ２．４９Ｅ４
ｔｔｅｓｔ － ＋ ＋ ＋ ＋

ＺＤＴ６
Ｍｅａｎ ８．２６Ｅ５ ９．３６Ｅ５ ８．０２Ｅ４ １．１２Ｅ３ １．２２Ｅ４ ２．２７Ｅ４
Ｓｔｄ． ４．２Ｅ７ ２．４６Ｅ７ １．８０Ｅ５ ３．５０Ｅ５ １．９１Ｅ７ １．４４Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

ＤＴＬＺ１
Ｍｅａｎ ２．２４Ｅ４ ２．６２Ｅ４ ９．００Ｅ４ １．０１Ｅ４ １．３７Ｅ２ ２．０７Ｅ４
Ｓｔｄ． １．４１Ｅ７ １．９２Ｅ６ ２．２７Ｅ５ ２．８７Ｅ７ ５．２８Ｅ３ １．２０Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ － ＋ ＋

ＤＴＬＺ２
Ｍｅａｎ １．７８Ｅ４ １．３４Ｅ４ １．９５Ｅ４ １．３０Ｅ４ ２．１２Ｅ４ ２．８４Ｅ４
Ｓｔｄ． ８．９２Ｅ７ ５．０２Ｅ７ １．０６Ｅ６ ４．７１Ｅ７ １．２７Ｅ６ ２．２６Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ － ＋ ＋

ＤＴＬＺ３
Ｍｅａｎ ７．２２Ｅ４ ３．０９Ｅ３ ２．１５Ｅ３ １．６７Ｅ３ ３．８０Ｅ３ ３．３０Ｅ４
Ｓｔｄ． １．４６Ｅ５ ２．６８Ｅ４ １．３０Ｅ４ ７．９１Ｅ５ ４．０５Ｅ４ ３．０６Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ ＋ ＋ －

ＤＴＬＺ４
Ｍｅａｎ ２．５５Ｅ５ ２．５８Ｅ５ ７．２１Ｅ５ ２．３４Ｅ５ ９．３５Ｅ４ １．４８Ｅ５
Ｓｔｄ． １．８２Ｅ８ １．８７Ｅ８ １．４６Ｅ７ １．５４Ｅ８ ２．４５Ｅ５ ６．１０Ｅ９
ｔｔｅｓｔ ＋ － － ＋ －

ＤＴＬＺ５
Ｍｅａｎ １．８４Ｅ４ ９．５５Ｅ４ １．０３Ｅ４ ９．４２Ｅ５ ９．３５Ｅ４ ４．６８Ｅ４
Ｓｔｄ． ９．５８Ｅ７ ２．５６Ｅ７ ２．９９Ｅ７ ２．４８Ｅ７ ２．４５Ｅ５ ６．１５Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ － － ＋ ＋

ＤＴＬＺ６
Ｍｅａｎ ６．６５Ｅ４ １．１１Ｅ３ １．３０Ｅ３ ９．３６Ｅ５ ７．３１Ｅ５ ３．８４Ｅ４
Ｓｔｄ． １．２４Ｅ７ ３．４８Ｅ５ ４．７４Ｅ５ ２．４５Ｅ７ １．５０Ｅ７ ４．１４Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ － － －

ＤＴＬＺ７
Ｍｅａｎ ６．２５Ｅ４ ８．７０Ｅ４ １．０１Ｅ３ ７．８６Ｅ４ １．９１Ｅ３ ２．１７Ｅ３
Ｓｔｄ． １．０９Ｅ５ ２．１２Ｅ５ ２．８７Ｅ５ １．７３Ｅ５ １．０３Ｅ４ １．３２Ｅ４
ｔｔｅｓｔ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｂｅｔｔｅｒ（＋） １０ １０ ７ １１ ９
Ｓａｍｅ（＝） ０ ０ ０ ０ ０
Ｗｏｒｓｅ（－） ２ ２ ５ １ ３
Ｓｃｏｒｅ ８ ８ ２ １０ ６

　　在表１的 ｔ检验结果中，ＭＯＦＡＥＯＬ算法对比其他
５种算法的净胜得分均为正数，其中，ＭＯＦＡＥＯＬ对比
ＯＭＯＰＳＯ的净胜得分为１０，对比 ＮＳＧＡＩＩ和 ＳＰＥＡ２的
净胜得分为 ８，对比 ＭＯＥＡ／Ｄ的净胜得分为 ６，对比
ＣＭＯＰＳＯ的净胜得分为２．这表明 ＭＯＦＡＥＯＬ算法在所
有测试问题上获得的总体 ＩＧＤ性能要显著优于另５种
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对比算法．当然，根据没有免费午餐的定理，不能期望
ＭＯＦＡＥＯＬ算法在每一个测试问题上都能获得最好的
ＩＧＤ值．

由于 ＩＧＤ性能指标能够同时反映算法的收敛性和
多样性，因此本文算法在所有对等比较算法中获得了

最好的收敛性和多样性的折中效果，说明 ＭＯＦＡＥＯＬ算
法的精英反向学习策略和烟花爆炸方法相互协同，较

好地平衡了算法的勘探与开采的进化过程．
文献［２４，２５］通过分析测试算法在所有测试问题

上的性能指标排名均值和方差来比较算法的准确性

（ａｃｃｕｒａｃｙ）和稳定性（ｓｔａｂｉｌｉｔｙ），本文也采用这种方法进
一步比较６种对等算法．每一种比较算法在１２个测试
问题上均有一个 ＩＧＤ性能排名值，设 ＲＡ＝｛ｒ１，ｒ２，…，
ｒ｜Ｒ｜｝为算法Ａ在｜Ｒ｜个测试问题中排名的集合，则算法

Ａ的准确性可用排名均值 μＡ＝
１
｜Ｒ｜∑ｒ∈Ｒ ｒ表示，而其稳

定性可以用排名方差σＡ＝
１
｜Ｒ｜∑ｒ∈Ｒ （ｒ－μＡ）

２表示．如果

一个算法Ａ１的排名均值和排名方差均小于另一种对比
算法Ａ２，则可认为Ａ１的性能优于Ａ２．

这里给出了６种对等比较算法在１２个测试函数上
的排名均值和排名方差，如图２所示．

从图２可以看出，ＭＯＦＡＥＯＬ算法的排名均值和排
名方差确定的点位于左下角，即本文算法的排名均值

和排名方差占优了其他５种对比算法，这也表明了ＭＯ
ＦＡＥＯＬ算法在所有对比算法中具有最好的准确性和稳
定性．

表１和图２的实验结果反映出 ＭＯＦＡＥＯＬ算法总
体上具有最好的多样性和收敛性．究其原因，该算法采
用精英反向学习策略加强算法的全局搜索能力，利用

烟花爆炸方法增强算法局部搜索能力，并利用简化的ｋ
最近邻策略保持解群的多样性，这些策略相互协同，较

好地解决了复杂ＭＯＰ问题．
　　实验２　为检验ＭＯＦＡＥＯＬ算法中烟花爆炸优化方
法有效性，这里将ＭＯＦＡＥＯＬ算法与剔除了烟花爆炸优
化方法的 ＭＯＦＡＥＯＬ算法（简记为 ＭＯＥＯＬ算法）一起
在ＺＤＴ４、ＺＤＴ６、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ６和 ＤＴＬＺ７测试实例上进
行对比实验，两算法取相同的实验参数．表 ２给出了
ＭＯＦＡＥＯＬ算法与ＭＯＥＯＬ算法在ＩＧＤ性能指标上的实
验结果．
表２　ＭＯＦＡＥＯＬ与ＭＯＥＯＬ在６个测试实例上的ＩＧＤ性能对比结果

函数 ＭＯＦＡＥＯＬ ＭＯＥＯＬ

ＺＤＴ４
Ｍｅａｎ １．４８Ｅ４ ５．０３Ｅ３
Ｓｔｄ． ６．１７Ｅ７ ７．０８Ｅ４
ｔｔｅｓｔ ＋

ＺＤＴ６
Ｍｅａｎ １．２２Ｅ４ ４．３７Ｅ３
Ｓｔｄ． ４．２Ｅ７ ５．３５Ｅ４
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ１
Ｍｅａｎ ２．２４Ｅ４ １．０２Ｅ２
Ｓｔｄ． １．４１Ｅ６ ２．９２Ｅ３
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ３
Ｍｅａｎ ７．２２Ｅ４ ９．０７Ｅ３
Ｓｔｄ． １．４６Ｅ５ ２．３１Ｅ３
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ６
Ｍｅａｎ ６．６５Ｅ４ １．６７Ｅ３
Ｓｔｄ． １．２４Ｅ５ ７．８５Ｅ５
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ７
Ｍｅａｎ ６．２５Ｅ４ １．０６Ｅ３
Ｓｔｄ． １．０９Ｅ５ ３．１４Ｅ５
ｔｔｅｓｔ ＋

Ｂｅｔｔｅｒ（＋） ６
Ｓａｍｅ（＝） ０
Ｗｏｒｓｅ（－） ０
Ｓｃｏｒｅ ６

　　从表２可以看出，ＭＯＦＡＥＯＬ在６个测试问题上获
得了全部最优的 ＩＧＤ均值，而去除烟花爆炸优化方法
的ＭＯＥＯＬ算法在６个测试问题上无一能获得最优的
ＩＧＤ均值．表２的 ｔ检验结果中，ＭＯＦＡＥＯＬ对比 ＭＯＥ
ＯＬ在ＩＧＤ性能上的净胜得分为６．

由此可见，采用了烟花爆炸方法的 ＭＯＦＡＥＯＬ算法
与未使用烟花爆炸方法的 ＭＯＥＯＬ算法相比，在收敛性
和多样性方面具有显著性的优势，这也表明烟花爆炸

优化方法在增强算法局部搜索能力，提高解的精度方

面发挥了重要的作用．实验２的结果表明了烟花爆炸优
化方法是有效的．
　　实验３　为检验ＭＯＦＡＥＯＬ算法中精英反向学习机
制的作用，这里将ＭＯＦＡＥＯＬ算法与去除精英反向学习
机制的 ＭＯＦＡＥＯＬ算法（简记为 ＭＯＦＡ算法）一同在
ＺＤＴ４、ＺＤＴ６、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ３、ＤＴＬＺ６和 ＤＴＬＺ７测试函数
上进行比较实验，两算法的执行参数取相同的值．表３
给出了ＭＯＦＡＥＯＬ算法与 ＭＯＦＡ算法在 ＩＧＤ性能指标
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上的实验结果．
表３　ＭＯＦＡＥＯＬ与ＭＯＦＡ在６个测试实例上的ＩＧＤ性能对比结果

函数 ＭＯＦＡＥＯＬ ＭＯＦＡ

ＺＤＴ４
Ｍｅａｎ １．４８Ｅ４ １．８２Ｅ４
Ｓｔｄ． ６．１７Ｅ７ ９．２６Ｅ７
ｔｔｅｓｔ ＋

ＺＤＴ６
Ｍｅａｎ １．２２Ｅ４ ５．７６Ｅ４
Ｓｔｄ． ４．２Ｅ７ ９．２９Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ１
Ｍｅａｎ ２．２４Ｅ４ ２．５５Ｅ４
Ｓｔｄ． １．４１Ｅ６ １．８２Ｅ６
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ３
Ｍｅａｎ ７．２２Ｅ４ １．０６Ｅ３
Ｓｔｄ． １．４６Ｅ５ ３．１２Ｅ５
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ６
Ｍｅａｎ ６．６５Ｅ４ １．３３Ｅ３
Ｓｔｄ． １．２４Ｅ５ ４．９８Ｅ５
ｔｔｅｓｔ ＋

ＤＴＬＺ７
Ｍｅａｎ ６．２５Ｅ４ １．２９Ｅ３
Ｓｔｄ． １．０９Ｅ５ ４．６８Ｅ５
ｔｔｅｓｔ ＋

Ｂｅｔｔｅｒ（＋） ６
Ｓａｍｅ（＝） ０
Ｗｏｒｓｅ（－） ０
Ｓｃｏｒｅ ６

　　从表３可以看出，ＭＯＦＡＥＯＬ算法在６个测试函数
上获得了全部最优的 ＩＧＤ均值，而 ＭＯＦＡ算法无一能
获得最优的 ＩＧＤ均值．从表３的 ｔ检验结果来看，ＭＯ
ＦＡＥＯＬ算法对比ＭＯＦＡ算法在ＩＧＤ性能上的净胜得分
为６．由此可见，采用了精英反向学习策略的 ＭＯＦＡＥＯＬ
算法较之未使用精英反向学习方法的 ＭＯＦＡ算法具有
显著性的ＩＧＤ性能优势．这也表明精英反向学习策略
在防止种群陷入局部最优，促进群体在更广的区域内

搜索发挥了重要的作用．实验３的结果表明了精英反向
学习策略的有效性．

５　结论
　　为更好地解决现实中日益复杂的多目标优化问
题，将精英反向学习策略和烟花爆炸优化方法引入至

多目标优化算法中，提出了一种应用精英反向学习的

多目标烟花爆炸算法 ＭＯＦＡＥＯＬ．该算法与另５种代表
性多目标优化算法 ＮＳＧＡＩＩ、ＳＰＥＡ２、ＯＭＯＰＳＯ、ＣＭＯＰＳＯ
和ＭＯＥＡ／Ｄ一起在１２个基准多目标测试函数集上进
行ＩＧＤ性能的比较实验，并分别就精英反向学习和烟
花爆炸方法在多目标优化算法中的有效性进行了测

试．实验结果表明ＭＯＦＡＥＯＬ算法较之其他几种对比算
法在总体上具有显著性的收敛性、多样性、准确性以及

稳定性方面的优势，其中的精英反向学习和烟花爆炸

方法在多目标优化算法中是有效的，二者相互协同，有

利于 ＭＯＦＡＥＯＬ算法较好地解决一些复杂的 ＭＯＰ
问题．
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