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粗糙集近似集不确定性研究

张清华１，２，薛玉斌１，胡　峰２，于　洪２

（１．重庆邮电大学理学院，重庆４０００６５；２．重庆邮电大学计算智能重庆市重点实验室，重庆 ４０００６５）

　　摘　要：　粗糙集用上、下近似集刻画不确定目标集合，而粗糙集的近似集用０５近似集作为不确定目标集合的
近似集．本文首先分析了基于粗糙集的０５近似集相似度的属性约简算法存在理论不完备的不足，指出这种相似度具
有随知识粒度变化不敏感的缺陷．然后进一步给出了多粒度知识空间下相似度的变化规律，提出了粗糙集近似集的模
糊度概念，分析了粗糙集近似集的模糊度在多粒度知识空间下的变化规律，进而提出了相应的属性约简算法．从新的
视角构建了目标概念与其近似集的差异性度量方法．
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１　引言
　　Ｐａｗｌａｋ教授提出的粗糙集是一种处理不精确不完
全与不相容知识的数学理论［１］．现已广泛应用于模式
识别、知识发现、问题求解以及不确定性推理等领

域［２，３］，成为了一种重要的智能信息处理技术．粗糙集
的扩展型主要有变精度粗糙集和更广泛的概率粗糙

集．很多学者对此进行了讨论［４～６］，如米据生、张贤勇、

钱宇华等人讨论了变精度粗糙集，并利用它进行属性

约简，取得了较好效果［７～１０］；Ｙａｏ和 Ｚｉａｒｋｏ等人结合概
率论和包含度提出了概率粗糙集，也取得了较好的理

论成果［１１～１３］．但不论是概率粗糙集还是变精度粗糙集，

它们都只是构建了扩展的 Ｐａｗｌａｋ近似算子，并没有用
现有的知识粒来构建目标集合Ｘ的近似集．

我们在文献［１４］中的研究发现，粗糙集的近似集
虽然是一个可定义集，但它与目标概念 Ｘ相比仍然存
在一定的差异，为此我们定义了相似度这一概念来描

述近似集与目标概念 Ｘ的差异性．那么用这种差异性
来做属性约简是否能得到更好的结果呢？我们在文献

［１５］中做了探讨性的实验，发现用０５近似集与目标
概念Ｘ的相似度来做属性约简，得到的结果在识别率
和约简时间上都有不同程度的提高．但是，当时我们并
没有给出能用相似度做属性约简的合理性证明．另外
概念之间的相似度，是近似集与目标概念整体上的差
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异性，因此它有随粒度变化不敏感的不足，这与我们想

得到有用知识的目的相背．针对以上两个问题本文首
先分析了不同知识粒度下粗糙集近似集的变化规律，

发现当λ在区间［０５，１］上时，相似度随知识粒度递减
而单调递增．这说明了文献［１５］中用０５近似集与目
标概念的相似度作属性约简的合理性．其次定义了粗
糙集近似集的模糊度，用熵的观点来描述了粗糙集近

似集与目标概念 Ｘ的差异性，这种表示方法弥补了相
似度随粒度变化不敏感的不足，同时我们也分析了模

糊度随知识粒度的变化规律，得到的结果与相似度的

变化规律类似．最后我们提出了基于０５近似集模糊度
的属性约简算法．

２　相关基本概念
　　为更清楚论述本文思想，先介绍近似集、相似度等
相关概念，以便于后续定理的证明．
　　定义１（集合的相似度［１４］）　设Ａ，Ｂ是有限论域 Ｕ
上的两个子集，即 ＡＵ，ＢＵ，定义映射；Ｓ：Ｕ×Ｕ→
［０，１］，即（Ａ，Ｂ）→Ｓ（Ａ，Ｂ）．称 Ｓ（Ａ，Ｂ）是集合 Ａ，Ｂ的
相似度，如果Ｓ（Ａ，Ｂ）满足如下条件：

（１）对任意的Ａ，Ｂ∈Ｕ，０≤Ｓ（Ａ，Ｂ）≤１（有界性）；
（２）对任意的 Ａ，Ｂ∈Ｕ，Ｓ（Ａ，Ｂ）＝Ｓ（Ｂ，Ａ）（对称

性）；

（３）对任意的Ａ，Ｂ∈Ｕ，Ｓ（Ａ，Ａ）＝１，Ｓ（Ａ，Ｂ）＝０的
充要条件是Ａ∩Ｂ＝．

对于任意满足（１）、（２）和（３）三个条件的公式都
是集合 Ａ，Ｂ的相似度公式．在这篇文章中我们用到的

相似度公式为Ｓ（Ａ，Ｂ）＝ Ａ∩ＢＡ∪Ｂ
，其中，· 表示有限

子集的元素个数．
设 Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝为论域，知识空间为

Ｕ／ＩＮＤ（Ｒ），对象子集ＸＵ，则ｘ（ｘ∈Ｕ）属于集合 Ｘ的
隶属函数为［１６］

μＲＸ（ｘ）＝｜Ｘ∩［ｘ］Ｒ｜／［ｘ］Ｒ （１）
它表示论域 Ｕ中任意一个元素属于 Ｘ的程度，现令 ＦＢＸ
＝｛μＢＸ（ｘ１），μ

Ｂ
Ｘ（ｘ２），…，μ

Ｂ
Ｘ（ｘｋ）｝，则 Ｆ

Ｂ
Ｘ是论域 Ｕ上的

一个模糊集即ＦＢＸ∈Ｆ（Ｕ）．
　　定义２（Ｘ的λ近似集［１４］）　设目标概念 Ｘ是论域
Ｕ上的一个子集，令Ｒλ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜μ

Ｒ
Ｘ（ｘ）λ｝，１λ

＞０，称Ｒλ（Ｘ）为Ｘ的λ近似集．
我们通常用如图１来表示近似集：

　　定义３［１７］　在格〈Ｐ（Ａ），〉对应的Ｈａｓｓｅ图中，从
到Ａ的一条路径称为属性链．
　　例１　设论域 Ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，则在格〈Ｐ（Ａ），〉
对应的Ｈａｓｓｅ图中｛ａ１｝｛ａ１，ａ２｝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，
｛ａ１｝｛ａ１，ａ３｝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，｛ａ２｝｛ａ１，ａ２｝

｛ａ１，ａ２，ａ３｝等都是属性链．
　　定义４［１７］　设格〈Ｐ（Ｕ），〉中任意一条属性链为
＝Ｂ０Ｂ１…Ｂｍ＝Ａ，则 Ｕ／ＢｍＵ／Ｂｍ－１…Ｕ／
Ｂ１Ｕ／Ｂ０＝｛Ｕ｝．

在属性链下 Ｕ被分为不同的划分，这些划分在
“”关系下构成一个金字塔结构，称为多粒度知识
空间．
　　定义５［１８］　设Ｕ为论域，Ｐ′＝｛Ｐ′１，Ｐ

′
２，…，Ｐ

′
ｌ｝和 Ｐ

″

＝｛Ｐ″１，Ｐ
″
２，…，Ｐ

″
ｍ｝为 Ｕ上的两个划分空间，如果Ｐ′ｉ∈Ｐ

′

（Ｐ″ｊ∈Ｐ
″（Ｐ′ｉＰ

″
ｊ）），则称Ｐ

′是 Ｐ″的细划分空间，记为 Ｐ′

Ｐ″，若同时满足Ｐ′ｉ∈Ｐ
′（Ｐ′ｊ∈Ｐ

″（Ｐ′ｉＰ
″
ｊ）），则称Ｐ

′是Ｐ″

的严格细划分空间，记为Ｐ′Ｐ″．
　　定义６［１９］　Ａ∈Ｆ（Ｕ），若映射 ｄ：Ｆ（Ｕ）→［０，１］
满足条件：

（１）ｄ（Ａ）＝０当且仅当Ａ∈Ｐ（Ｕ）；
（２）ｄ（Ａ）＝１当且仅当ｘｉ∈ＵＡ（ｘｉ）＝０．５；
（３）ｘｉ∈Ｕ（Ｂ（ｘｉ）≤Ａ（ｘｉ）≤０．５∨Ｂ（ｘｉ）Ａ（ｘｉ）

０．５）→ｄ（Ｂ）≤ｄ（Ａ）；
（４）ｄ（Ａ）＝ｄ（Ａｃ），这里Ａｃ是Ａ的补集．

则称映射ｄ是Ｆ（Ｕ）上的一个模糊度，记为ｄ（·）．这里
Ａ（ｘ）表示隶属函数，Ｐ（Ｕ）表示 Ｕ上所有精确子集，
Ｆ（Ｕ）表示Ｕ上所有模糊子集．

３　多粒度知识空间下相似度的变化关系
　　在分析相似度的变化规律之前，先给出几个数学
上的基本结论，以便于后续定理的证明．
　　引理１　设 ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ为正实数，且 ｆ／ｅ＝（ｂ＋
ｄ）／（ａ＋ｃ），令ｂ＋ｄ＝ｆ，ａ＋ｃ＝ｅ，若 ｂ／ａ＜ｆ／ｅ，则 ｄ／ｃ＞
ｆ／ｅ．
　　引理２［１４］　设ａ，ｂ，ｃ，ｄ为实数，且０＜ａ＜ｂ，０＜ｃ＜
ｄ，则ａ／ｂ＜（ａ＋ｄ）／（ｂ＋ｃ）．
　　引理３［１４］　设ａ，ｂ，ｃ，ｄ为实数，且０＜ｃ＜ａ，０＜ｄ＜
ｂ，若ａ／ｂｃ／ｄ，则ａ／ｂ≤（ａ－ｃ）／（ｂ－ｄ）；若 ａ／ｂ≤ｃ／ｄ，
则ａ／ｂ（ａ－ｃ）／（ｂ－ｄ）．

设Ｓ＝（Ｕ，Ｃ，Ｄ，Ａ，ｆ）为一个决策信息系统，Ｕ为论
域，Ｃ为条件属性集，Ｄ为决策属性集．令 ＢＣ，且
Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，则增量属性ΔＢｉ＝Ｂｉ＋１－Ｂｉ一定对 Ｕ／Ｂｉ
中的知识粒进行了细分，我们不防设知识空间 Ｕ／Ｂｉ中

５７５１
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仅知识粒［ｘｊ］Ｂｉ（１≤ｊ≤ｋ）被增量属性 ΔＢｉ细分为两个
部分，令［ｘｊ］Ｂｉ＝［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１∪［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１这里［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１，［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１∈

Ｕ／Ｂｉ＋１．Ｕ／Ｂｉ中的其它知识粒保持不变．
　　定理１　设Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，λ∈（０，０．５）．若［ｘｊ］Ｂｉ
Ｂｉλ（Ｘ）且Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ
λ（Ｘ））≤｜Ｘ∩［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１｜／｜［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１－Ｘ｜，则Ｓ

（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））≤Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））．

　　证明　ｘ∈Ｕ，记 Ｕ／Ｂｉ＝｛［ｘ１］Ｂｉ，［ｘ２］Ｂｉ，…，
［ｘｋ］Ｂｉ｝，则

Ｂｉλ（Ｘ）＝｛ｘ｜μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘ）＝１｝∪｛ｘ｜λ≤μ

Ｂｉ
Ｘ（ｘ）＜１｝

故

Ｘ∩Ｂｉλ（Ｘ）
　＝ Ｘ∩Ｂｉ（Ｘ） ＋ Ｘ∩［ｘｉ１］Ｂｉ ＋…＋ Ｘ∩［ｘｉｒ］Ｂｉ
　＝ Ｂｉ（Ｘ） ＋ Ｘ∩［ｘｉ１］Ｂｉ ＋…＋ Ｘ∩［ｘｉｒ］Ｂｉ
同理可知，

Ｘ∪Ｂｉλ（Ｘ）
　＝ Ｘ ＋ （［ｘｉ１］Ｂｉ－Ｘ） ＋…＋ （［ｘｉｒ］Ｂｉ－Ｘ）
因此

Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））

　＝
Ｂｉ（Ｘ） ＋ Ｘ∩［ｘｉ１］Ｂｉ ＋…＋ Ｘ∩［ｘｉｒ］Ｂｉ
Ｘ ＋ ［ｘｉ１］Ｂｉ－Ｘ ＋…＋ ［ｘｉｒ］Ｂｉ－Ｘ

下面分情况讨论：

（１）若［ｘ１ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ）．因为

［ｘｊ］Ｂｉ＝［ｘ
１
ｊｔ］Ｂｉ＋１∪［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１，故

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））＝
Ｂｉ（Ｘ）＋Ｘ∩［ｘｉ１］Ｂｉ ＋…＋Ｘ∩［ｘｉｋ］Ｂｉ ＋Ｘ∩［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｘ＋［ｘｉ１］Ｂｉ－Ｘ＋…＋［ｘｉｋ］Ｂｉ－Ｘ＋［ｘ
１
ｊｔ］Ｂｉ＋１－Ｘ

根据引理２显然有，Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ
λ（Ｘ））．

（２）若［ｘ１ｉｔ］Ｒ′Ｒ
ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｉｔ］Ｒ′Ｒ

ｉ＋１
λ （Ｘ），易得

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））＝Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ
λ（Ｘ））．

综上可知，定理１得证．证毕．
　　例２　设Ｕ／Ｂｉ＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５｝，｛ｘ６，ｘ７，ｘ８，
ｘ９，ｘ１０｝｝，Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５｝，｛ｘ６，ｘ７｝，｛ｘ８，
ｘ９，ｘ１０｝｝，令Ｘ＝｛ｘ１，ｘ４，ｘ６｝，取λ＝０３．则由计算可知Ｓ
（Ｘ，Ｂｉ０．３（Ｘ））＝１／３，Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ＋１
０．３（Ｘ））＝３／７，显然 Ｓ（Ｘ，

Ｂｉ０．３（Ｘ））＜Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
０．３（Ｘ））．

　　定理２　设Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，λ∈（０，０．５）．若［ｘｊ］Ｂｉ
Ｂｉλ（Ｘ）且 Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ
λ（Ｘ）） Ｘ∩［ｘ２ｊｔ］Ｂｉ＋１ ／［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１ －Ｘ，

则Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））≤Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））．

　　证明　由定理１的证明可知：
（１）若［ｘ１ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ）且［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ）显然

细分不改变相似度大小，因此Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））＝Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ
λ

（Ｘ））．
（２）若［ｘ１ｉｔ］Ｒ

′Ｒｉ＋１λ （Ｘ），［ｘ
２
ｉｔ］Ｒ

′Ｒｉ＋１λ （Ｘ）则

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））＝
Ｘ∩Ｂｉλ（Ｘ） － Ｘ∩［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｘ∪Ｂｉλ（Ｘ） － ［ｘ
２
ｊｔ］Ｂｉ＋１ －Ｘ

又因为Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ）） Ｘ∩［ｘ２ｊｔ］Ｂｉ＋１ ／［ｘ
２
ｊｔ］Ｂｉ＋１ －Ｘ，故

根据引理３可得Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））≤Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））．

综上可知，定理２成立．证毕．
　　例３　设Ｕ／Ｂｉ＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５｝，｛ｘ６，ｘ７，ｘ８，
ｘ９，ｘ１０｝｝，Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５｝，｛ｘ６｝，｛ｘ７，ｘ８，
ｘ９，ｘ１０｝｝，Ｘ＝｛ｘ１，ｘ３，ｘ６，ｘ７｝，取 λ＝０３，则由计算可知
Ｓ（Ｘ，Ｂｉ０．３（Ｘ））＝０４，Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ＋１
０．３（Ｘ））＝３／７，显然

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ０．３（Ｘ））＜Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
０．３（Ｘ））．

定理１和定理２表明，在多粒度知识空间下，当０＜λ
＜０．５及边界域上的知识粒被细分时，Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））一
般不小于Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））．
　　定理 ３　设 Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ．若 λ０５，则 Ｓ（Ｘ，
Ｂｉλ（Ｘ））≤Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ））．

　　证明　我们可分以下四种情形加以说明：
（１）若［ｘｊ］ＢｉＢ

ｉ
λ（Ｘ），［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｂｉ＋１λ （Ｘ）．由于［ｘｊ］Ｂｉ＝［ｘ
１
ｊｔ］Ｂｉ＋１∪［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１，则

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））＝
Ｒｉ＋１（Ｘ）＋Ｘ∩［ｘｉ１］Ｂｉ ＋…＋Ｘ∩［ｘｉｒ］Ｂｉ ＋Ｘ∩［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｘ＋［ｘｉ１］Ｂｉ－Ｘ＋…＋［ｘｉｒ］Ｂｉ－Ｘ＋［ｘ
１
ｊｔ］Ｂｉ＋１－Ｘ

根据引理１有Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））≤Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））．

（２）若［ｘｊ］ＢｉＢ
ｉ
λ（Ｘ），［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｂｉ＋１λ （Ｘ）．与定理１证明类似，容易得到Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））＝Ｓ

（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））．
（３）若［ｘｊ］ＢｉＢ

ｉ
λ（Ｘ），［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｂｉ＋１λ （Ｘ）．易得Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））＝Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ
λ（Ｘ））．

（４）若［ｘｊ］ＢｉＢ
ｉ
λ（Ｘ），［ｘ

１
ｊｔ］Ｂｉ＋１Ｂ

ｉ＋１
λ （Ｘ），［ｘ

２
ｊｔ］Ｂｉ＋１

Ｂｉ＋１λ （Ｘ）．由引理１和引理２容易推出Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ
λ（Ｘ））≤Ｓ

（Ｘ，Ｂｉ＋１λ （Ｘ））．
综上所述，定理３得证．证毕．

　　例 ４　设 Ｕ／Ｂｉ＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７｝｝，
Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ４，ｘ７｝，｛ｘ３，ｘ５，ｘ６｝｝，令 Ｘ＝｛ｘ１，
ｘ４｝，取 λ＝０５．则由计算可知 Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ
０．５（Ｘ））＝１／３，

Ｓ（Ｘ，Ｂｉ＋１０．５（Ｘ））＝０５，显然 Ｓ（Ｘ，Ｂｉ０．５（Ｘ））＜Ｓ（Ｘ，
Ｂｉ＋１０．５（Ｘ））．

定理３表明，在多粒度知识空间下，当 λ０．５时，
不管知识粒的细分是在负域、正域还是在边界域，Ｓ（Ｘ，
Ｂｉ＋１λ （Ｘ））一定不会比Ｓ（Ｘ，Ｂ

ｉ
λ（Ｘ））小．

４　多粒度知识空间下模糊度的变化关系

４１　粗糙集近似集的模糊度
相似度从整体上描述了近似集与目标概念的差异

性，然而这种差异性度量对知识粒度的变化不敏感，

例如：

设Ｕ／Ｂｉ＝｛｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７｝｝，Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛｛ｘ１，
ｘ２｝，｛ｘ４，ｘ７｝，｛ｘ３，ｘ５，ｘ６｝｝，令 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ４，ｘ５，ｘ６｝，取 λ
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＝０５．则目标概念 Ｘ的０．５近似集分别为 Ｂｉ０．５（Ｘ）＝
｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７｝，Ｂ

ｉ＋１
０．５（Ｘ）＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，

ｘ７｝，故近似集Ｂ
ｉ
０．５（Ｘ）与 Ｂ

ｉ＋１
０．５（Ｘ）的元素相同，因此根

据定义１有Ｓ（Ｘ，Ｂｉλ（Ｘ））＝Ｓ（Ｘ，Ｂ
ｉ＋１
λ （Ｘ））．

也就是说此时增量属性 ΔＢｉ并没有引起相似度的
变化，因此ΔＢｉ对目标概念 Ｘ来说是不相关的．但很多
时候这样的ΔＢｉ是有意义的．那么如何才能体现这样一
种变化呢？这里我们利用近似集中元素的隶属度，从熵

的角度对近似集与目标集合Ｘ的差异性进行度量．
　　定义７（近似集的模糊度）设Ｓ为一个决策信息统，
Ｕ为论域，Ｃ为条件属性集，Ｄ为决策属性集，ＢＣ，设
Ｘ为条件属性集Ｂ下论域 Ｕ上的模糊集，记 Ｘ的近似
集为Ｂλ（Ｘ），称

　ｄλ（Ｆ
Ｂ
Ｘ）＝－

１
ｋｌｎ２∑μＢＸ（ｘｉ）λ

［（μＢＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）））］ （２）

为粗糙集近似集Ｂλ（Ｘ）的模糊度．
这里定义７中式（２）也满足定义６的条件［１７］．我们

用模糊度来度量了近似集与目标概念的差异性，那么

随着λ的变化，模糊度会有怎样的变化规律呢？
　　定理４　设Ｓ为一个决策信息系统，Ｕ为论域，Ｃ为
条件属性集，Ｄ为决策属性集，ＢＣ，设 Ｘ为条件属性
集Ｂ下论域Ｕ上的模糊集，记Ｘ的近似集为Ｂλ（Ｘ），ｄλ
（ＦＢＸ）为粗糙集近似集 Ｂλ（Ｘ）的模糊度，若 λ１≤λ２，则
ｄλ１（Ｆ

Ｂ
Ｘ）ｄλ２（Ｆ

Ｂ
Ｘ）．

　　证明　由定义７中式（２）可知

　ｄλ１（Ｆ
Ｂ
Ｘ）＝－

１
ｋｌｎ２∑μＢＸ（ｘｉ）λ１

［μＢＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）

　 ＋（１－μＢＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ））］

＝－ １
ｋ {ｌｎ２ ∑μＢＸ（ｘｉ）λ２

［μＢＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）

　 ＋（１－μＢＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ））］

　 ＋ ∑
λ≤μＢＸ（ｘｉ）＜λ２

［μＢＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）（１－μ

Ｂ
Ｘ（ｘｉ））

·ｌｎ（１－μＢＸ（ｘｉ }））］

＝ｄλ２（Ｆ
Ｂ
Ｘ）－

１
ｋｌｎ２ ∑λ≤μＢＸ（ｘｉ）＜λ２

［μＢＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ）

　 ＋（１－μＢＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂ
Ｘ（ｘｉ））］

显然ｄλ１（Ｆ
Ｂ
Ｘ）ｄλ２（Ｆ

Ｂ
Ｘ）．

定理４表明模糊度随λ变化的规律性，比相似度随
λ变化的规律性要强很多．那么近似集的模糊度在多粒
度知识空间下的变化规律又是怎样的呢？

４２　多粒度知识空间下近似集模糊度的变化关系
容易推断当粗糙集正域和负域部分的知识粒被细

分时，模糊度不发生改变．那么当细分发生在边界域上

时模糊度会发生变化吗？

　　定理５　设Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，Ｕ／Ｂｉ＝｛Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ｝，
Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｔ｝（ｒ＜ｔ），知识粒 Ｐ１被细分为知
识粒 Ｑｊ，Ｑｉ，令 Ｐ１∩Ｘ／Ｐ１ ＝λ１（λ≤ λ１ ＜１），
Ｑｉ∩Ｘ／Ｑｉ ＝λｉ，Ｑｊ∩Ｘ／Ｑｊ ＝λｊ，若 λｉλ且 λｊ
λ同时成立，则ｄλ（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｘ ）≤ｄλ（Ｆ

Ｂｉ
Ｘ）．

　　证明　由于 Ｐ１＝Ｑｉ∪Ｑｊ这里 Ｑｉ，Ｑｊ∈Ｕ／Ｂｉ＋１且 Ｑｉ
∩Ｑｊ＝，故 Ｐ１ ＝ Ｑｉ ＋ Ｑｊ，则

ｄλ（Ｆ
Ｂｉ
Ｘ）＝－

１
ｋ {ｌｎ２∑ｘ∈Ｐ１［μ

Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）ｌｎμ

Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢｉＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））］

＋ ∑
μＢＸ（ｘｉ）λ，ｘＰ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢｉＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ }））］

设 Ｐ１∩Ｘ ＝ａ，Ｐ１ － Ｐ１∩Ｘ ＝ｂ，令 Ｘ∩Ｑｉ ＝ａ１＞
０，Ｘ∩Ｑｊ ＝ａ２＞０，Ｑｉ － Ｘ∩Ｑｉ ＝ｂ１＞０，Ｑｊ －
Ｘ∩Ｑｊ ＝ｂ２ ＞０，此时 ａ１ ＋ａ２ ＝ａ，ｂ１ ＋ｂ２ ＝ｂ，则

－∑
ｘ∈Ｐ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）＋（１－μ

Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））ｌｎ（１－

μＢｉＸ（ｘｉ））］＝－ａｌｎ
ａ
ａ＋ｂ－ｂｌｎ

ｂ
ａ＋ｂ．当知识粒 Ｐ１被细分

为知识粒Ｑｉ，Ｑｊ时有，－∑
ｘ∈Ｑｉ∪Ｑｊ

［μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）＋（１

－μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ））］＝－ａ１ｌｎ

ａ
ａ＋ｂ－ｂ１ｌｎ

ｂ
ａ＋ｂ

－（ａ－ａ１）ｌｎ
ａ－ａ１

ａ－ａ１＋ｂ－ｂ１
－（ｂ－ｂ１）ｌｎ

ｂ－ｂ１
ａ－ａ１＋ｂ－ｂ１

．

又令 Ｆ（ａ１，ｂ１）＝－ａ１ｌｎ
ａ
ａ＋ｂ－ｂ１ｌｎ

ｂ
ａ＋ｂ－（ａ－ａ１）

ｌｎ
ａ－ａ１

ａ－ａ１＋ｂ－ｂ１
－（ｂ－ｂ１）ｌｎ

ｂ－ｂ１
ａ－ａ１＋ｂ－ｂ１

，由多元函数

求导知识可知，方程Ｆ（ａ１，ｂ１）在
ａ１
ｂ１
＝ａｂ处取得最大值：

－ａｌｎ ａ
ａ＋ｂ－ｂｌｎ

ｂ
ａ＋ｂ，因此－∑ｘ∈Ｑｉ∪Ｑｊ［μ

Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）ｌｎμ

Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）

＋（１－μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ））］≤ －∑

ｘ∈Ｐ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）

ｌｎμＢｉＸ（ｘｉ）＋（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ

Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））］．故 ｄλ（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｘ ）

≤ｄλ（Ｆ
Ｂｉ
Ｘ）．

证毕．
定理５表明模糊度大于 λ的知识粒被细分为两个

模糊度均大于 λ的知识粒时，近似集的不确定性会
减小．
　　定理６　设Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，Ｕ／Ｂｉ＝｛Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｒ｝，
Ｕ／Ｂｉ＋１＝｛Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｔ｝（ｒ＜ｔ），知识粒 Ｐ１被细分为知
识粒Ｑｉ，Ｑｊ．若λ０５，则ｄλ（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｘ ）≤ｄλ（Ｆ

Ｂｉ
Ｘ）．

　　证明　令 Ｐ１ ＝Ｑｉ∪Ｑｊ，设 Ｑｉ∩Ｘ／Ｑｉ ＝λ１ｉ，

７７５１



电　　子　　学　　报 ２０１６年

Ｑｊ∩Ｘ／Ｑｊ ＝λ１ｊ．由引理１可知 λ１ｉ，λ１ｊ中必有一个
不小于 λ１，这里我们不妨设 λ１ｉ≤λ１≤λ１ｊ，下面分类
讨论：

（１）若λ１ｉ＜λ，则

　　ｄλ（Ｆ
Ｂｉ
Ｘ）＝－

１
ｋ {ｌｎ２ ∑

μＢＸ（ｘｉ）λ，ｘ∈Ｐ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢｉＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））］

＋ ∑
μＢＸ（ｘｉ）λ，ｘＰ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢｉＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ }））］

然而，

　　ｄλ（Ｆ
Ｂｉ＋１
Ｘ ）＝－

１
ｋ {ｌｎ２∑ｘ∈Ｑｊ［μ

Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）ｌｎμ

Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）

＋（１－μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ））］

＋ ∑
μＢＸ（ｘｉ）λ，ｘＰ１

［μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）

＋（１－μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ }））］

现令ｇ（ｔ）＝－ｔｌｎｔ－（１－ｔ）ｌｎ（１－ｔ）则函数ｇ（ｔ）在区间
［０，０５］上单调递增，在区间［０５，１］上单调递减，由于
０５≤λ１≤λ１ｊ因此有ｇｘ∈Ｐ１（μ

Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））ｇｘ∈Ｑｊ（μ

Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）），又

由于 Ｐ１  Ｑｊ故

－∑
ｘ∈Ｐ１

［μＢｉＸ（ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ）

＋（１－μＢｉＸ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ
Ｘ（ｘｉ））］

－∑
ｘ∈Ｑｊ

［μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ）ｌｎμ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ）

＋（１－μＢｉ＋１Ｘ （ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂｉ＋１
Ｘ （ｘｉ））］．

因此ｄλ（Ｆ
Ｂｉ＋１
Ｘ ）≤ｄλ（Ｆ

Ｂｉ
Ｘ）．

（２）若λ１ｉλ，则根据定理５可知也有 ｄλ（Ｆ
Ｂｉ＋１
Ｘ ）≤

ｄλ（Ｆ
Ｂｉ
Ｘ）．
综上可知定理６成立．
证毕．
定理６说明当 λ在区间［０．５，１］上以及粗糙集的

边界域被细分时，近似集的模糊度也会呈单调性变化，

因此也可设计基于近似集模糊度的属性约简方法．

５　基于模糊度的属性约简算法
　　定义８　（决策信息系统的近似模糊度）　设 Ｓ为
一个决策信息系统，Ｕ为论域，Ｃ为条件属性集，Ｄ为决
策属性集，ＢＣ，Ｕ／ＩＮＤ（Ｂ）＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝为条件属
性集Ｂ在 Ｕ上导出的划分，Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，
Ｙｍ｝为决策属性集Ｄ在Ｕ上导出的划分，称

ｄλ（ＤＢ）＝
１
ｍ∑

ｍ

ｊ＝１
－ １ｋｌｎ２∑μＢＸ（ｘｉ） [

λ
μＢＹｊ（ｘｉ）ｌｎμ

Ｂ
Ｙｊ（ｘｉ）

＋（１－μＢＹｊ（ｘｉ））ｌｎ（１－μ
Ｂ
Ｙｊ（ｘｉ ]）） （３）

为决策信息系统Ｓ的近似模糊度．
显然式（３）也满足定义６中的模糊度公式．

　　定理７　在决策信息系统Ｓ中，Ｕ为论域，Ｃ为条件
属性集，Ｄ为决策属性集，ＢＣ，Ｕ／ＩＮＤ（Ｂ）＝｛Ｘ１，Ｘ２，
…，Ｘｎ｝为条件属性集Ｂ在Ｕ上导出的划分，Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）
＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ｝为决策属性集Ｄ在Ｕ上导出的划分．
若Ｕ／Ｂｉ＋１Ｕ／Ｂｉ，则ｄ０．５（ＤＢｉ＋１）≤ｄ０．５（ＤＢｉ）．
　　证明　根据定理６我们有 ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｘ ）≤ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ
Ｘ），

而条 件 属 性 对 于 决 策 属 性 的 划 Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）＝
Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙ{ }ｍ 并不发生影响，且 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ，是相互
独立的，因此，

ｄ０．５（Ｆ
Ｂｉ＋１
Ｙ１ ）＋…＋ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｙｍ ）≤ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ
Ｙ１）＋…＋ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ
Ｙｍ），

故

１
ｍ［ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｙ１ ）＋…＋ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ＋１
Ｙｍ ）］

≤１ｍ［ｄ０．５（Ｆ
Ｂｉ
Ｙ１）＋…＋ｄ０．５（Ｆ

Ｂｉ
Ｙｍ）］

即ｄ０．５（ＤＢｉ＋１）≤ｄ０．５（ＤＢｉ）成立．
证毕．
根据定理７我们可设计基于粗糙集近似集模糊度

的属性约简算法．

算法１　基于粗糙集模糊度属性约简算法

输入：一个决策信息系统Ｓ．
输出：该决策信息系统的一个相对约简Ｂ．
Ｓｔｅｐ１　计算决策信息系统Ｓ中条件属性集Ｃ中决策属性集的核属性

Ｃ０，并令Ａｔｔ＝Ｃ－Ｃ０．
Ｓｔｅｐ２　计算决策信息系统Ｓ中决策属性 Ｄ在核属性集 Ｃ０下的近似

模糊度ｄ０．５（ＤＣ０）．
Ｓｔｅｐ３　令Ｂ＝Ｃ０，Ｔ＝ｄ０．５（ＤＣ０）
　　Ｓｔｅｐ３．１　ａｉ∈Ａｔｔ，计算决策属性集 Ｄ在条件属性集 Ｂ∪｛ａｉ｝

的近似模糊度ｄ０．５（Ｄ（Ｂ∪｛ａｉ｝））．
　　Ｓｔｅｐ３．２　判断若Ｔ＝ｄ０．５（Ｄ（Ｂ∪｛ａｉ｝）），则 Ａｔｔ＝Ａｔｔ－｛ａｉ｝，Ｂ＝Ｂ；

若Ｔ＜ｄ０．５（Ｄ（Ｂ∪｛ａｉ｝）），则 Ａｔｔ＝Ａｔｔ－｛ａｉ｝，Ｂ＝Ｂ∪
｛ａｉ｝．

　　Ｓｔｅｐ３．３　若Ａｔｔ＝则终止，否则转Ｓｔｅｐ３．１．

　　该算法的时间复杂度主要来源于Ｓｔｅｐ１和Ｓｔｅｐ３．在
Ｓｔｅｐ１中的时间复杂度为Ｏ（｜Ｕ｜２），Ｓｔｅｐ３中的时间复杂
度为Ｏ（｜Ｕ｜３），因此该算法总的时间复杂度为Ｏ（（｜Ｕ｜２）
＋（｜Ｕ｜３））．这与基于条件信息熵的属性约简算法的时
间复杂度相同．我们将在后继的研究中，试图把该结果
用到图像的边缘分割中，建立增量式特征选择和属性

约简算法等，以希望提高图像边缘分割算法的精确性

和容错性．

６　结束语
　　当前科技的不断发展让不确定性信息的研究变得
日渐重要［２０，２１］．粗糙集作为一种能有效处理不确定性

８７５１
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信息的理论，其不确定性度量也是目前研究的一个重

要内容［２２，２３］．本文主要分析了相似度在多粒度知识空
间下的变化规律，定义了近似集的模糊度，同时也分析

了模糊度在多粒度知识空间下的变化规律．该研究为
用近似集方法进行属性约简提供了理论基础．希望这
些工作能够推动不确定信息理论的发展，扩展粗糙集

理论模型，促进其应用．
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