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　　摘　要：　该文研究了环Ｚ２ｍ上任意长的（１＋２λ）常循环码的挠码及其应用．首先，给出环Ｚ２ｍ上（１＋２λ）常循环
码的挠码．然后，利用挠码得到环Ｚ２ｍ上某些（１＋２λ）常循环码的齐次距离分布．同时，利用挠码证明了环Ｚ２ｍ上（２

ｍ－１

－１）常循环自对偶码都是类型Ｉ码，并利用这类码构造了极优的类型Ｉ码．
关键词：　常循环码；挠码；自对偶码；距离分布
中图分类号：　ＴＮ９１１２２　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１６）０８１８２６０５
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１６．０８．００８

ＴｏｒｓｉｏｎＣｏｄｅｓｏｆａＣｌａｓｓｏｆＣｏｎｓｔａｃｙｃｌｉｃＣｏｄｅｓｏｖｅｒＺ２ｍ ａｎｄ
ＴｈｅｉｒＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

ＺＨＵＳｈｉｘｉｎ１，２，ＳＵＮＺｈｏｎｇｈｕａ１，ＫＡＩＸｉａｏｓｈａｎ１，２

（１ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＨｅｆｅｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｈｅｆｅｉ，Ａｎｈｕｉ２３０００９，Ｃｈｉｎａ；
２ＮａｔｉｏｎａｌＭｏｂｉｌｅＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓＲｅｓｅａｒｃｈＬａｂｏｒａｔｏｒｙ，ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ，Ｊｉａｎｇｓｕ２１００９６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｔｈｅｔｏｒｓｉｏｎｃｏｄｅｓａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆ（１＋２λ）ｃｏｎｓｔａｃｙｃｌｉｃｃｏｄｅｓｏｖｅｒｔｈｅｒｉｎｇＺ２ｍ ｏｆａｒｂｉｔｒａｒｙ
ｌｅｎｇｔｈｓａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｔｏｒｓｉｏｎｃｏｄｅｓｏｆ（１＋２λ）ｃｏｎｓｔａｃｙｃｌｉｃｃｏｄｅｓｏｖｅｒＺ２ｍａｒｅｇｉｖｅｎｆｉｒｓｔｌｙ．Ｔｈｅｎｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｔｏｒｓｉｏｎ
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１　引言
　　上世纪九十年代，Ｈａｍｍｏｎｓ等人在文献［１］中证明
了一些高效的二元非线性码 Ｋｅｒｄｏｃｋ码与 Ｐｒｅｐａｒａｔａ码
可以看作是Ｚ４－线性码的二元像，从而使有限环上编
码理论获得了突破进展．自此，许多学者对有限环上的
纠错码进行了广泛而深入的研究．众所周知，码的距离
是衡量码的纠错性能的一个重要参数．文献［２］完全计
算了Ｚ２ａ上长为２

ｓ的λ－常循环码的 Ｈａｍｍｉｎｇ距离、齐
次距离、Ｌｅｅ距离和欧几里得距离，其中 λ为 Ζ２ａ上形如
（４ｋ－１）的单位；文献［３］计算了 ＧＲ（２ａ，ｍ）上长为２ｓ

的负循环码的Ｈａｍｍｉｎｇ重量；文献［４］计算了 Ｆ２＋ｕＦ２
上长为２ｅ的循环码的各种距离分布．通常，确定有限环
上线性码的各种距离是比较困难的．Ｎｏｒｔｏｎ与 Ｓǎｌǎｇｅａｎ
在文献［５］中引入了有限链环上的线性码 Ｃ的挠码概

念，证明了 Ｃ的 Ｈａｍｍｉｎｇ距离等于它最高阶挠码的
Ｈａｍｍｉｎｇ距离．后来，Ｄｏｕｇｈｅｒｔ与 Ｐａｒｋ［６］将挠码用于研
究Ｚｐｍ上循环码的结构；文献［７］利用挠码给出了环 Ｆｐｍ
＋ｕＦｐｍ＋…＋ｕ

ｋ－１Ｆｐｍ上任意长（１＋ｕ）－常循环码的齐
次距离分布．由此可见，挠码在研究有限链环上线性码
中起着重要作用．因此，确定有限链环上线性码的挠码
是十分必要的．本文确立了整数剩余类环 Ｚ２ｍ上任意长
度的（１＋２λ）－常循环码的挠码，然后将挠码应用于两
方面：（１）研究了Ｚ２ｍ上（１＋２λ）－常循环码的 Ｈａｍｍｉｎｇ
距离、齐次距离与欧几里得距离；（２）研究了Ｚ２ｍ上（２

ｍ－１

－１）－常循环自对偶码，证明了这类常循环码是类型 Ｉ
码，并且利用这类码构造了极优类型Ｉ码．

２　预备知识

　　设 Ｚ２ｍ表示整数模２
ｍ的剩余类环，对任意 ａ∈Ｚ２ｍ，
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用珔ａ表示ａ模２约化．设Ｚ２ｍ［ｘ］表示Ｚ２ｍ上多项式环，对
任意ｆ（ｘ）∈Ｚ２ｍ［ｘ］，用珋ｆ（ｘ）表示ｆ（ｘ）模２约化．若珋ｆ（ｘ）
在Ｆ２［ｘ］中不可约，则称ｆ（ｘ）在Ｚ２ｍ［ｘ］中基本不可约．
ＺＮ２ｍ的任意子集 Ｃ叫做 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的码．对任意 Ｃ
ＺＮ２ｍ，定义 珔Ｃ＝ 珋ｃｃ∈{ }Ｃ；对任意 ０≤γ≤ｍ－１，定义码
（Ｃ：２γ）＝ ｃ∈ＺＮ２ｍ ２

γｃ∈{ }Ｃ．当Ｃ为ＺＮ２ｍ的Ｚ２ｍ－子模时，
称Ｃ为Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的线性码．设 Ｃ是 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的
线性码，对任意 ０≤ｉ≤ｍ－２，容易验证（Ｃ：２ｉ）（Ｃ：
２ｉ＋１）且（Ｃ：２ｉ）（Ｃ：２ｉ＋１）．二元线性码（Ｃ：２γ）称为 Ｃ
的γ次挠码，通常 珔Ｃ＝（Ｃ：２０）称为 Ｃ的剩余码，记为
Ｒｅｓ（Ｃ）．对 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的线性码，文献［６］证明了

Ｃ ＝∏ｍ－１
γ＝０ （Ｃ：２

γ）．
对Ｚ２ｍ上的单位 η，定义常循环移位 τη（ｃ０，ｃ１，…，

ｃＮ－１）＝（ηｃＮ－１，ｃ０，…，ｃＮ－２）．若Ｚ２ｍ上长为Ｎ的线性码Ｃ
满足τη（Ｃ）＝Ｃ，则称 Ｃ为 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的 η－常循环
码．若将Ｃ中每个码字ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）看作是多项

式ｃ（ｘ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｃｉｘ

ｉ，则Ｃ是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的η－常循环码

当且仅当Ｃ是商环Ｚ２ｍ［ｘ］／〈ｘ
Ｎ－η〉的理想．对任意的ｃ

＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１），ｄ＝（ｄ０，ｄ１，…，ｄＮ－１）∈Ｚ
Ｎ
２ｍ，定义 ｃ

与ｄ的欧几里得内积为ｃ·ｄ＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｃｉｄｉ．Ｚ２ｍ上长为Ｎ的

线 性 码 Ｃ 的 对 偶 码 定 义 为 Ｃ⊥ ＝
ｃ∈ＺＮ２ｍ ｃ·ｄ＝０，ｄ∈{ }Ｃ．文献［８］证明，若 Ｃ为 Ｚ２ｍ
上长为Ｎ的η－常循环码，则Ｃ⊥为Ｚ２ｍ上长为Ｎ的 η

－１

－常循环码．若ＣＣ⊥，则称Ｃ为自正交码；若Ｃ＝Ｃ⊥，
则称Ｃ为自对偶码．设Ｃ为 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的 η－常循环

码，对０≤γ≤ｍ－１，容易证明（Ｃ：２γ）是长为 Ｎ的二元
循环码．本文中，η＝１＋２λ∈Ｚ２ｍ，其中 λ是 Ｚ２ｍ中的单
位．对于Ｚ２ｍ上长为Ｎ的η－常循环码，其中Ｎ＝２

ｓｎ，ｓ≥
０，ｎ是奇数，文献［９］给出了Ｚ２ｍ上长为Ｎ的η－常循环
码的结构．

定理１［９］　设ｘｎ－１＝∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ），其中ｆｉ（ｘ）是ｘ

ｎ－

１在Ｚ２ｍ上的首一基本不可约因子．若 Ｃ是 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ
的η－常循环码，则

Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ ，

其中０≤ｋｉ≤２
ｓｍ，且 Ｃ ＝２∑

ｒ
ｉ＝１（２

ｓｍ－ｋｉｄｅｇｆｉ）．

３　环Ｚ２ｍ上（１＋２λ）－常循环码的挠码

　　为了计算Ｚ２ｍ上η－常循环码的挠码，其中 η＝１＋
２λ∈Ｚ２ｍ，λ是Ｚ２ｍ中的单位．首先给出几个重要的引理．
记Ｒ＝Ｚ２ｍ［ｘ］／〈ｘ

Ｎ－η〉．
引理１　在Ｒ中，〈（ｘｎ－１）２

ｓ

〉＝〈２〉．

证明　对ｌ归纳可证，ｘｎ( )－１２ｌ＝ｘｎ２
ｌ

＋１－２αｌ（ｘ
ｎ），

其中αｌ（ｘ
ｎ）为Ｒ中可逆多项式．再取ｌ＝ｓ得，ｘｎ( )－１２ｓ＝

２（１＋λ－αｓ（ｘ
ｎ））．因 λ为 Ｚ２ｍ的单位，所以１＋λ－αｓ

（ｘｎ）为Ｒ的单位，从而推出〈（ｘｎ－１）２
ｓ

〉＝〈２〉．

引理２　设Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ 是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的η

－常循环码，其中ｆｉ（ｘ）是ｘ
ｎ－１在Ｚ２ｍ上的首一不可约

因子且 ０≤ ｋｉ≤２
ｓｍ，则对任意 ０≤ γ≤ ｍ－１，

∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ （Ｃ：２γ），其中θ（γ）ｉ ＝ｋｉ－ｍｉｎ｛２
ｓγ，ｋｉ｝．

证明　对任意ｆ（ｘ）∈ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ ，存在ａ（ｘ）

∈Ｒ使得ｆ（ｘ）＝ａ（ｘ）∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ ．由引理１知，存在可

逆多项式ｂ（ｘ）∈Ｒ使得２＝ｂ（ｘ）（ｘｎ－１）２
ｓ

．所以，

　　　２γｆ（ｘ）＝２γａ（ｘ）∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ

＝ｂ（ｘ）γ（ｘｎ－１）２
ｓγａ（ｘ）∏

ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ

＝ｂ（ｘ）γａ（ｘ）∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

２ｓγ＋θ（γ）ｉ ．

因为 θ（γ）ｉ ＝ｋｉ－ｍｉｎ｛２
ｓγ，ｋｉ｝，所以 ２

ｓγ＋θ（γ）ｉ ≥
ｋｉ，从而２

γｆ（ｘ）∈Ｃ．由此推出 ｆ（ｘ）∈（Ｃ：２γ）．因此，

∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

θ（γ）ｉ （Ｃ：２γ）．

定理２　设Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ 是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的 η

－常循环码，其中ｆｉ（ｘ）是ｘ
ｎ－１在Ｚ２ｍ上的首一不可约

因子且 ０≤ ｋｉ≤２
ｓｍ，则对任意 ０≤ γ≤ ｍ－１，

∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（γ）ｉ ＝（Ｃ：２γ），其中 τ（γ）ｉ ＝ｍｉｎ｛２

ｓ（γ＋１），

ｋｉ｝－ｍｉｎ｛２
ｓγ，ｋｉ｝．

证明　由引理２得， ∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（γ）ｉ （Ｃ：２γ）．对

每个珋ｆｉ（ｘ），由于ｎ为奇数，则珋ｆｉ（ｘ）与（ｘ
ｎ－１）／ｆｉ（ｘ）＝

ｈｉ（ｘ）在 Ｆ２［ｘ］中互素．所以，在 Ｆ２［ｘ］／〈ｘ
Ｎ－１〉中，存

在ａ（ｘ），ｂ（ｘ）∈Ｆ２［ｘ］使得 ａ（ｘ）珋ｆｉ（ｘ）
ｌ＋ｂ（ｘ）珔ｈｉ（ｘ）＝

１从而
　　　ａ（ｘ）珋ｆｉ（ｘ）

２ｓ＋ｌ＝珋ｆｉ（ｘ）
２ｓ－ｂ（ｘ）珋ｆｉ（ｘ）

２ｓ－１（ｘｎ－１）
即 ａ（ｘ）珋ｆｉ（ｘ）

２ｓ＋ｌ＝珋ｆｉ（ｘ）
２ｓ．所以，〈珋ｆｉ（ｘ）

２ｓ〉＝〈珋ｆｉ
（ｘ）２

ｓ＋ｌ〉，其中ｌ为任意非负整数．由此推出

　　　 ∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
θ（γ）ｉ ＝ ∏

ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（γ）ｉ

７２８１
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其中τ（γ）ｉ ＝ｍｉｎ｛２ｓ，θ（γ）ｉ ｝＝ｍｉｎ｛２
ｓ（γ＋１），ｋｉ｝－ｍｉｎ

｛２ｓγ，ｋｉ｝．从而，

（Ｃ：２γ）≥ ∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（γ）ｉ ＝２２

ｓｎ－∑
ｒ

ｉ＝１
τ（γ）ｉ ｄｅｇ（ｆｉ）．

故 Ｃ ＝∏
ｍ－１

γ＝０
（Ｃ：２γ） ≥∏

ｍ－１

γ＝０
２２

ｓｎ－∑
ｒ

ｉ＝１
τ（γ）ｉ ｄｅｇ（ｆｉ）且

∏
ｍ－１

γ＝０
２２

ｓｎ－∑
ｒ

ｉ＝１
τ（γ）ｉ ｄｅｇ（ｆｉ） ＝２２

ｓｎｍ－∑
ｍ－１

γ＝０
∑
ｒ

ｉ＝１
τ（γ）ｉ ｄｅｇ（ｆｉ） ＝２２

ｓｎｍ－∑
ｒ

ｉ＝１
ｋｉｄｅｇ（ｆｉ）．

而由定理１知， Ｃ ＝２２
ｓｎｍ－∑ｒ

ｉ＝１
ｋｉｄｅｇ（ｆｉ）．因此，对任意

０≤γ≤ｍ－１，（Ｃ：２γ）＝ ∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（γ）ｉ ．

从定 理 ２可 得，当 γ＝０时，Ｒｅｓ（Ｃ） ＝

∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（０）ｉ ，其中 τ（０）ｉ ＝ｍｉｎ｛２

ｓ，ｋｉ｝；当 γ＝ｍ－１

时，（Ｃ：２ｍ－１）＝ ∏
ｒ

ｉ＝１

珋ｆｉ（ｘ）
τ（ｍ－１）ｉ ，其中 τ（ｍ－１）ｉ ＝ｋｉ－

ｍｉｎ｛２ｓ（ｍ－１），ｋｉ｝．特别地，当０≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｒ
｛ｋｉ｝≤２

ｓ（ｍ－１）

时，（Ｃ：２ｍ－１）＝〈１〉．记δ＝ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｒ
｛ｋｉ｝，若Ｃ≠｛０｝，即０≤δ

＜２ｓｍ，则存在０≤γ０≤ｍ－１使得，２
ｓγ０≤δ＜２

ｓ（γ０＋１）．

推论１　设Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ 是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的 η

－常循环码且整数γ０满足２
ｓγ０≤ｍｉｎｉ ｛ｋｉ｝＜２

ｓ（γ０＋１），

则γ０是使得（Ｃ：２
γ）≠｛０｝最小的非负整数．

４　挠码的应用

４１　环Ｚ２ｍ上（１＋２λ）－常循环码的齐次距离
由于齐次距离在有限链环上有许多重要的应用，

从而引起研究者们的关注．下面利用挠码确定某些 Ｚ２ｍ
上η－常循环码的确切的齐次距离，对一般Ｚ２ｍ上的η－
常循环码，给出齐次距离的一个界．

定义１［２］　环 Ｚ２ｍ上的齐次重量定义为 Ｚ２ｍ上的重
量函数

ＷｔＨｏｍ：Ｚ２ｍ→Ｎ，ｒ
０，若ｒ＝０
２ｍ－２，若ｒ≠０，ｒ≠２ｍ－１

２ｍ－１，若ｒ＝２ｍ
{ －１

．

环Ｚ２ｍ上码字的齐次重量定义为它各分量齐次重量
的和．对任意０≤γ≤ｍ－１，用 ｄγ表示（Ｃ：２

γ）的最小汉

明距离．对任意的非零码Ｃ，设 γ０是使得（Ｃ：２
γ）≠｛０｝

的最小值，显然，ｄγ０≥ｄγ０＋１≥…≥ｄｍ－１．由文献［５］可知
ｄＨ（Ｃ）＝ｄｍ－１．记ｄＨｏｍ（Ｃ）表示Ｃ的最小齐次距离．下面
利用汉明距离，给出齐次距离的一个界．

定理３　设Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ 是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的η

－常循环码，其中ｆｉ（ｘ）是ｘ
ｎ－１在Ｚ２ｍ上的首一不可约因

子且０≤ｋｉ≤２
ｓｍ．令γ０满足２

ｓγ０≤ｍｉｎ１≤ｉ≤ｒ
ｋ{ }ｉ ＜２

ｓ（γ０＋１），则

（１）当γ０≤ｍ－２时，２
ｍ－２ｄγ０≤ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２

ｍ－１ｄｍ－１．
（２）当γ０＝ｍ－１时，ｄＨｏｍ（Ｃ）＝２

ｍ－１ｄｍ－１．
证明　对Ｃ中的任意非零码字ｃ，由推论１知，ｃ可

以表示为ｃ＝２γ０（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１），其中（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）
∈ＺＮ２ｍ．显然ｄＨ（ｃ）≥ｄγ０．所以，当 γ０≤ｍ－２时，ｄＨｏｍ（ｃ）
≥２ｍ－２ｄγ０，由此推出 ｄＨｏｍ（Ｃ）≥２

ｍ－２ｄγ０．当 γ０＝ｍ－１，
ｄＨｏｍ（ｃ）≥２

ｍ－１ｄｍ－１，由此推出ｄＨｏｍ（Ｃ）≥２
ｍ－１ｄｍ－１．

另一方面，存在（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）∈Ｚ
Ｎ
２ｍ，使得 ｃ′＝

２ｍ－１（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）∈Ｃ，且 ｄＨ（ｃ′）＝ｄｍ－１，注意到 ｄＨｏｍ
（ｃ′）＝２ｍ－１ｄＨ（ｃ′），所以 ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２

ｍ－１ｄｍ－１．所以，当
γ０≤ｍ－２时，２

ｍ－２ｄγ０≤ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２
ｍ－１ｄｍ－１；当 γ０＝ｍ－

１时，ｄＨｏｍ（Ｃ）＝ｄＨｏｍ（Ｃ）＝２
ｍ－１ｄｍ－１．

推论２　设Ｃ＝ ∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

ｋｉ 是Ｚ２ｍ上长为Ｎ的 η

－常循环码，其中ｆｉ（ｘ）是ｘ
ｎ－１在Ｚ２ｍ上的首一不可约

因子且０≤ｋｉ≤２
ｓｍ．令σ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤ｒ
｛ｋｉ｝，则

（１）当０≤σ≤２ｓ（ｍ－２）时，ｄＨｏｍ（Ｃ）＝２
ｍ－２．

（２）当２ｓ（ｍ－２）＋１≤σ≤２ｓ（ｍ－１）时，ｄＨｏｍ（Ｃ）
＝２ｍ－１．
证明　当０≤σ≤２ｓ（ｍ－２）时，由定理２得（Ｃ：２ｍ－２）

＝〈１〉，所以ｄγ０≥ｄｍ－２＝１由定理３得２
ｍ－２≤ｄＨｏｍ（Ｃ）．

注意到∏
ｒ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘ）

２ｓ（ｍ－２）＝（ｘｎ－１）２
ｓ（ｍ－２）∈Ｃ，根据引理１得

２ｍ－２∈Ｃ．所以，ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２
ｍ－２．由此推出ｄＨｏｍ（Ｃ）＝２

ｍ．
当２ｓ（ｍ－２）＋１≤σ≤２ｓ（ｍ－１）时，由定理 ２得

（Ｃ：２ｍ－１）＝〈１〉，即 ｄｍ－１（Ｃ）＝１且 （Ｃ：２
ｍ－２）＝

∏
ｉ∈Ｓ

珋ｆｉ（ｘ）
ｋｉ－２

ｓ（ｍ－２） ，其中Ｓ＝｛１≤ｉ≤ｒ｜２ｓ（ｍ－２）＋１

≤ｋｉ≤２
ｓ（ｍ－１）｝．由条件得，Ｓ≠且 Ｓ≠｛１，…，ｒ｝．若

（Ｃ：２ｍ－２）中有重量为１的码字，设该码字为 ｘｊ，而（ｘｊ，珋ｆｉ
（ｘ）２

ｓ

）＝１，由 ｘｊ∈（Ｃ：２ｍ－２）推出 １∈（Ｃ：２ｍ－２）．此时
（Ｃ：２ｍ－２）＝〈１〉，矛盾，故ｄｋ－２≥２由定理３得２

ｍ－２·２≤
２ｍ－２ｄγ０≤ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２

ｍ－１，由此得到ｄＨｏｍ（Ｃ）＝２
ｍ－１．

例１　环Ｚ４上长为６的负循环码的共２５个，在Ｚ４
［ｘ］中，ｘ３－１＝ｆ０（ｘ）ｆ１（ｘ），其中 ｆ０（ｘ）＝ｘ－１，ｆ１（ｘ）＝
ｘ２＋ｘ＋１设〈ｆ０（ｘ）ｆ１（ｘ）

４〉，由定理２得，珔Ｃ＝〈珋ｆ０（ｘ）珋ｆ１
（ｘ）２〉，（２：Ｃ）＝〈珋ｆ１（ｘ）

２〉．所以，ｄ０＝６，ｄ１＝３由定理３
（１）得，ｄ０≤ｄＨｏｍ（Ｃ）≤２ｄ１即 ｄＨｏｍ（Ｃ）＝６从而 Ｃ是
Ｚ４上（６，２

３，６）－线性码．
４２　环Ｚ２ｍ上２

ｍ－１－１－常循环自对偶码
当ｍ≥３时，取 λ＝２ｍ－２－１∈Ｚ２ｍ，则 η＝２

ｍ－１－１

８２８１
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此时，η２≡１（ｍｏｄ２ｍ），故在Ｚ２ｍ中η＝η
－１．本节中ｍ≥３，

令ρ＝２ｍ－１，则Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的 ρ－常循环码的对偶码
仍是ρ－常循环码．下面，利用高阶挠码研究 Ｚ２ｍ上长为
Ｎ的ρ－常循环自对偶码的欧几里得距离性质．首先，
给出欧几里得重量与距离等相关概念．对ｘ∈Ｚ２ｍ，ｘ的
欧几里得重量定义为 ｍｉｎ｛ｘ２，（２ｍ－ｘ）２｝．对ｃ∈ＺＮ２ｍ，
定义ｃ的欧几里得重量 ｗＥ（ｃ）为各分量的欧几里得重
量的和．定义 ｃ１，ｃ２∈Ｚ

Ｎ
２ｍ的欧几里得距离为 ｗＥ（ｃ１－

ｃ２）．Ｚ２ｍ上线性码Ｃ的最小欧几里得距离ｄＥ（Ｃ）定义为
Ｃ中非零码字的欧几里得重量的最小值．Ｚ２ｍ上的自对
偶码称为类型Ⅱ码，如果它的每个码字的欧几里得重
量都为２ｍ＋１的倍数．否则，称为类型Ⅰ码．Ｚ２ｍ上自对偶
码在区组设计与模格构造等方面起到重要作用［１０，１１］．

对任意的整数 ｉ，存在最小正整数 ｋ使得 ｉ２ｋ≡ｉ
（ｍｏｄｎ），称集合Ｃｉ＝｛ｉ，２ｉ，…，２

ｋ－１ｉ｝是包含 ｉ的２模 ｎ
的分圆陪集．若－ｉ∈Ｃｉ，则称Ｃｉ是对称的．否则，称为非
对称的．易知，非对称分圆陪集 Ｃｉ与 Ｃ－ｉ成对出现．设
Ｓ１，Ｓ２分别是２模ｎ的对称分圆陪集代表元和非对称陪
集代表元组成的集合．设 ξ是 Ｚ２扩域中的一个 ｎ次本

原单位根，则Ｚ２上 ξ
ｉ的极小多项式珋ｆｉ＝∏

ｊ∈Ｃｉ

（ｘ－ξｊ），

根据Ｈｅｎｓｅｌ引理，ｘｎ－１在Ｚ２ｍ上可以唯一分解为ｘ
ｎ－１

＝∏
ｉ∈Ｓ１

ｆｉ（ｘ）∏
ｉ∈Ｓ２

ｆｉ（ｘ）ｆ－ｉ（ｘ），其中ｆｉ（ｘ）是ｘ
ｎ－１在Ｚ２ｍ上

的首一不可约因子．文献［８］给出了Ｚ２ｍ上长为Ｎ的ρ－
常循环自偶码的生成多项式如下：

∏
ｉ∈Ｓ１

ｆｉ（ｘ）
２ｓ－１ｍ∏

ｉ∈Ｓ２

ｆｉ（ｘ）
ｓｉｆ－ｉ（ｘ）

２ｓｍ－ｓｉ，（）

其中０≤ｓｉ≤２
ｓｍ．

定理４　环Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的 ρ－常循环自对偶码都
是类型Ｉ码．

证明　设Ｃ是 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的 ρ－常循环自对偶
码，其生成多项式形如（）式，注意到 ｓｉ和２

ｓｍ－ｓｉ必
有一个不超过２ｓ－１ｍ，不妨设 ｓｉ≤２

ｓ－１ｍ，则（ｘｎ２
ｓ－１

－１）珔ｇ１
（ｘ）（ｘｎ２

ｓ－１

－１）珔ｇ１（ｘ）ｆ（ｘ）＝∏
ｉ∈Ｓ１

ｆｉ（ｘ）
２ｓ－１ｍ∏

ｉ∈Ｓ２

ｆｉ（ｘ）
２ｓ－１ｍｆ－ｉ

（ｘ）２
ｓｍ∈Ｃ．
记Ｄ＝〈ｆ（ｘ）〉Ｒ．当 ｍ为偶数时，由定理３３得，

（Ｄ：２
ｍ
２
）＝ ∏

ｉ∈Ｓ２

珋ｆ－ｉ（ｘ）
２ｓ ．令珔ｈ（ｘ）＝∏

ｉ∈Ｓ２

珋ｆ－ｉ（ｘ），因为

珋ｆ－ｉ（ｘ）是非对称的，所以 珔ｈ（ｘ）的非零项数为奇数，否
则，ｘ＋１整除 珔ｈ（ｘ），矛盾．因此，珔ｈ（ｘ）的汉明重量为奇

数．所以，存在 ｈ１（ｘ）∈Ｒ，２
ｍ
２ｈ（ｘ）＝２

ｍ
２（珔ｈ（ｘ）＋２ｈ１

（ｘ））∈ＤＣ，而 ｗＥ（２
ｍ
２ｈ（ｘ））＝（１＋２ａ）２ｍ，其中 ａ是

某整数．因此，Ｃ是类型Ｉ码．

当 ｍ 为 奇 数，由 定 理 ２ 得，（Ｄ：２
ｍ－１
２） ＝

（ｘｎ－１）２
ｓ－１

∏
ｉ∈Ｓ２

珋ｆ－ｉ（ｘ）
２ｓ－１ ．令 珔ｇ（ｘ）＝（ｘｎ２

ｓ－１

－１）

珔ｇ１（ｘ），其中珔ｇ１（ｘ）＝∏
ｉ∈Ｓ２

珋ｆ－ｉ（ｘ）
２ｓ－１，类似地可证珔ｇ１（ｘ）的

汉明重量为奇数，所以ｗＨ（珔ｇ）＝２ｌ，ｌ为某奇数．于是，存

在ｇ２（ｘ）∈Ｒ使得２
ｍ－１
２ｇ（ｘ）＝２

ｍ－１
２（珔ｇ（ｘ）＋２ｇ２（ｘ））∈Ｄ

Ｃ，从而ｗＥ（２
ｍ－１
２ｇ（ｘ））＝２ｍ－１２ｂ＝２ｍｂ，ｂ为某奇数．因

此，Ｃ是类型Ｉ码．
定理５　设Ｃ是Ｚ２ｍ上以（）为生成多项式的 ρ－

常循环自对偶码，ｄＥ是Ｃ的欧几里得距离．若 γ０满足：
２ｓγ０≤ｍｉｎｉ ｛２

ｓ－１ｍ，ｓｉ，２
ｓｍ－ｓｉ｝＜２

ｓ（γ０＋１），则 ｄＥ≥

ｍｉｎ
γ０≤ｉ≤ｍ－１

｛２２ｉｄｉ｝．

证明　易证 γ０是使得（Ｃ：２
γ）≠｛０｝的最小值，所

以任意非零码字ｃ∈Ｃ，存在 ｉ（γ０≤ｉ≤ｍ－１）使得：ｃ＝
２ｉｂ，其中ｂ∈ＺＮ２ｍ且 珔ｂ≠０显然 ｄＥ（ｃ）≥２

２ｉｄＨ（珔ｂ），注意
到ｃ∈（Ｃ：２ｉ），所以ｄＨ（珔ｂ）≥ｄｉ，从而推出ｄＥ（ｃ）≥２

２ｉｄｉ．
所以ｄＥ≥ ｍｉｎ

γ０≤ｉ≤ｍ－１
｛２２ｉｄｉ｝．

定理４指出环Ｚ２ｍ上的ρ－常循环自对偶码总是类
型Ｉ码．文献［１１］给出了 Ｚ２ｍ上长为 Ｎ的类型 Ｉ码的欧
几里得距离界：

若２?Ｎ／２４」≤２ｍ－３，则

ｄＥ≤
２ｍ＋１（?Ｎ２４」＋１），若Ｎ≠２３

３·２ｍ，若Ｎ{ ＝２３
（）

当２?Ｎ／２４」≤２ｍ－３时，称 Ｚ２ｍ上满足（）界的
类型Ｉ码为极优码．下面利用挠码构建 Ｚ２ｍ上极优类型
Ｉ码．

例２　在Ｚ８［ｘ］中，ｘ
７－１＝ｆ０（ｘ）ｆ１（ｘ）ｆ３（ｘ），其中

ｆ０（ｘ）＝ｘ－１，ｆ１（ｘ）＝ｘ
３＋６ｘ２＋５ｘ－１，ｆ３（ｘ）＝ｘ

３＋３ｘ２

＋２ｘ－１设Ｃ是Ｚ８上长为１４的３－常循环自对偶码，
其生成多项式为 ｇ（ｘ）＝ｆ０（ｘ）

３ｆ１（ｘ）
２ｆ３（ｘ）

４在
Ｚ８［ｘ］
（ｘ１４－３）

中，ｇ（ｘ）＝６＋４ｘ＋２ｘ４＋４ｘ５＋４ｘ６＋６ｘ７＋６ｘ８＋

４ｘ９－２ｘ１１＋２ｘ１２＋６ｘ１３．
由定理 ２得：Ｒｅｓ（Ｃ）＝｛０｝，（Ｃ：２）＝〈珋ｆ０（ｘ）珋ｆ３

（ｘ）２〉，（Ｃ：２２）＝〈１〉，所以 ｄ１＝４，ｄ２＝１再由定理 ５
得，ｄＥ≥１６，所以 Ｃ是极优的类型 Ｉ码．同理，〈ｆ０（ｘ）

３ｆ１
（ｘ）４ｆ３（ｘ）

２〉也是极优的类Ｉ型码．
例３　在Ｚ１６［ｘ］中，ｘ

７－１＝ｆ０（ｘ）ｆ１（ｘ）ｆ３（ｘ），其中
ｆ０（ｘ）＝ｘ－１，ｆ１（ｘ）＝ｘ

３＋６ｘ２＋５ｘ－１，ｆ３（ｘ）＝ｘ
３＋１１ｘ２

＋１０ｘ－１设 Ｃ是 Ｚ１６上长为１４的７－常循环自对偶
码，其生成多项式为 ｇ（ｘ）＝ｆ０（ｘ）

４ｆ１（ｘ）
５ｆ３（ｘ）

３在

９２８１
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Ｚ８［ｘ］／（ｘ
１４－７）中，ｇ（ｘ）＝２ｘ１３＋１２ｘ１２＋８ｘ１１＋２ｘ１０＋

６ｘ９＋２ｘ８＋２ｘ６＋１２ｘ５＋８ｘ４＋２ｘ３＋６ｘ２＋２ｘ＋４
由定理２得：Ｒｅｓ（Ｃ）＝｛０｝，（Ｃ：２）＝〈珋ｆ０（ｘ）

２珋ｆ１
（ｘ）２珋ｆ３（ｘ）〉，（Ｃ：２

２）＝〈珋ｆ１（ｘ）〉，（Ｃ：２
３）＝〈１〉，所以 ｄ１

＝８，ｄ２＝２，ｄ３＝１再由定理５得，ｄＥ≥３２，所以 Ｃ是极
优的类型Ｉ码．同理，〈ｆ０（ｘ）

４ｆ１（ｘ）
３ｆ３（ｘ）

５〉也是极优的

类Ｉ型码．

５　总结
　　本文给出了环Ｚ２ｍ上任意长的（１＋２λ）－常循环码
的挠码，利用挠码讨论了 Ｚ２ｍ上（１＋２λ）－常循环码的
齐次距离分布，并证明了（２ｍ－１－１）－常循环自对偶码
为类型Ｉ码．最后，利用常循自对偶码，构造了 Ｚ８与 Ｚ１６
上极优的类型Ｉ码．一个值得考虑的问题是利用挠码研
究Ｚ２ｍ上任意长度的循环码．
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