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微扰法在衍射光栅分析中的应用

范丽晶，陈树强，燕宇杰，马　磊
（电子科技大学物理电子学院，四川成都 ６１００５４）

　　摘　要：　在微电子结构中常见的二维衍射光栅的分析中，严格耦合波分析法（ＲｉｇｏｒｏｕｓＣｏｕｐｌｅｄＷａｖｅＡｎａｌｙｓｉｓ，
ＲＣＷＡ）方法计算耗时，占用内存比较大．本文将微扰法与 ＲＣＷＡ相结合的算法应用于二维衍射光栅分析中，以提高
其计算效率．求解非矩形光栅问题时，需将光栅做阶梯近似．通过 ＲＣＷＡ求解参考层的本征值，其余层的本征值可通
过微扰法得到．实验表明，微扰法满足计算精度要求，且计算效率也能得到提高．对于本文中的例子，当光栅的截断阶
数选为１２时，计算时间可以节省４５％．
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１　引言
　　在半导体测量技术中，散射度量术是比较常用的
方法之一．散射度量术的诞生可以追溯到 １９７８年，
Ｋｌｅｉｎｋｎｅｃｈｔ和Ｍｅｉｅｒ提出可以通过测量夫琅禾费衍射
来测量线宽［１］．散射度量术是光学关键尺寸（Ｏｐｔｉｃａｌ
ＣｒｉｔｉｃａｌＤｉｍｅｎｓｉｏｎ，ＯＣＤ）测量技术中一个很重要的应
用．而严格耦合波分析法（ＲｉｇｏｒｏｕｓＣｏｕｐｌｅｄＷａｖｅＡｎａｌｙ
ｓｉｓ，ＲＣＷＡ）是散射度量术中最常用的方法之一．ＲＣＷＡ
是２０世纪８０年代最先提出来，并在１９９５年被 Ｍ．Ｇ．
Ｍｏｈａｒａｍ和Ｇａｙｌｏｒｄ等进一步推广为较稳定的算法［２］．
最先用于分析一维矩形光栅结构，后来 Ｍ．Ｇ．Ｍｏｈａｒａｍ
又通过增强透射矩阵的使用［３］，将 ＲＣＷＡ用于分析多

层衍射光栅结构．后又被广泛应用于分析二维光栅结
构．但是ＲＣＷＡ也存在一定问题，尤其是在二维光栅的
分析中，占用的内存比较大，且计算效率很低．

ＫｏｆｉＥｄｅｅ等人于２０１０年提出可将微扰算法与ＲＣ
ＷＡ相结合来提高一维光栅的计算效率［４］．２０１１年 Ｋｏｆｉ
又将微扰法和Ｓ矩阵法［５］相结合得到了更加精确的微

扰矩阵表示方法．本文首次将这种改进的 ＲＣＷＡ方法
应用于二维光栅的分析中．在二维光栅的分析中，由于
需要计算的矩阵维数巨大．尤其是在二维非矩形光栅
的计算中，需要将光栅分成若干小层来计算，这就需要

耗费更多的时间和内存．本文将微扰法应用于二维光
栅分析中，使得算法在达到计算精度要求的前提下，起

到节省时间的目的．这在二维光栅的分析中是非常有
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意义的．本文主要将微扰法应用于ＯＣＤ的模拟计算中，
但是该方法不应仅局限于 ＯＣＤ技术的应用．还可应用
于其他周期性结构的分析中，尤其是对于实时性要求

较高的应用，该方法是很有应用价值的．

２　二维ＲＣＷＡ简介

２１　入射波
如图１所示，图形为二维矩形光栅的基本结构，坐

标轴方向的选取如图１所示．假设ＭＭ和 ＮＮ分别代表
ｘ方向和ｙ方向的截断阶数，令Ｍ＝２ＭＭ＋１，Ｎ＝２
ＮＮ＋１

当φ＝０°时，电场矢量为：
Ｅｉｎｃ＝ｕｅｘｐ －ｊｋ１·( )ｒ＝ｕｅｘｐ －ｊｋ０ｎＩ ｓｉｎθ·ｘ＋ｃｏｓθ·( )[ ]ｚ

（１）
其中，ψ＝０°和ψ＝９０°分别对应ＴＭ偏振和ＴＥ偏振．区
域Ⅰ，Ⅱ的归一化电场可表示为：

ＥⅠ ＝Ｅｉｎｃ＋∑
ｍ，ｎ
Ｒｍ，ｎｅｘｐ－ｊｋＩ，ｍｎ·( )ｒ （２）

ＥⅡ ＝∑
ｍ，ｎ
Ｔｍ，ｎｅｘｐ－ｊｋⅡ，ｍｎ( )[ ]ｒ－ｄ （３）

在光栅区，电场和磁场的ｘ和ｙ分量可以被写为：

　Ｅｘｅｘ＋Ｅｙｅｙ ＝∑
ｍ，ｎ
Ｓｘ，ｍｎ( )ｚｅｘ＋Ｓｙ，ｍｎ( )ｚｅ[ ]ｙ

·ｅｘｐ－ｊσｍｎ·( )ｒ （４）

Ｈｘｅｘ＋Ｈｙｅｙ ＝－ｊ
ε０
μ槡０
∑
ｍ，ｎ
Ｕｘ，ｍｎ( )ｚｅｘ＋Ｕｙ，ｍｎ( )ｚｅ[ ]ｙ

·ｅｘｐ－ｊσｍｎ·( )ｒ （５）

２２　矩阵方程
在光栅区，光栅的相对介电常数函数和相对反介

电常数函数可以写为：

εｘ，( )ｙ＝∑
ｇ，ｈ
εｇｈｅｘｐｊｇＫｘｘ＋ｈＫｙ( )[ ]ｙ （６）

εｘ，( )ｙ－１ ＝∑
ｇ，ｈ
ａｇｈｅｘｐｊｇＫｘｘ＋ｈＫｙ( )[ ]ｙ （７）

将麦克斯韦方程展开后，消去 ｚ分量．又根据式
（４），式（５），最后可将方程写为矩阵形式：


ｚ′

Ｓｙ
Ｓｘ
Ｕｙ
Ｕ











ｘ

＝

０ ０ ＫｙＥｉｎｖＫｘ Ｉ－ＫｙＥｉｎｖＫｙ
０ ０ ＫｘＥｉｎｖＫｘ－Ｉ －ＫｘＥｉｎｖＫｙ
ＫｘＫｙ Ｅ－Ｋ

２
ｙ ０ ０

Ｋ２ｘ－Ｅ －ＫｘＫｙ











０ ０

·

Ｓｙ
Ｓｘ
Ｕｙ
Ｕ











ｘ
（８）

其中，ｚ’＝ｚ／ｋ０，Ｋｘ和Ｋｙ为对角矩阵，为提高收敛速度，
可将式（８）写为：


ｚ′

Ｓｙ
Ｓｘ
Ｕｙ
Ｕ











ｘ

＝ＢＡ·

Ｓｙ
Ｓｘ
Ｕｙ
Ｕ











ｘ

（９）

其中，

ＢＡ＝
０ Ｂ１
Ｂ２( )０ ，α＝ ｆｙΛｙ

ｆｘΛｘ＋ｆｙΛｙ
本征值方程可以写为：

Ｂ１Ｂ２·Ｗ＝Ｗ·Ｑ （１０）
２３　衍射效率

将ｚ＝０和ｚ＝ｄ处的边界条件写为矩阵形式可得：
Ｄ１
Ｄ( )
２

＋
Ｉ
－ｊＺ( )

Ｉ

Ｒｔ＝
Ｗ ＷＸ
Ｖ －( )ＶＸ

Ｃ＋

Ｃ( )－
ＷＸ Ｗ
ＶＸ －( )Ｖ Ｃ＋

Ｃ( )－ ＝ ＩＺ( )
Ⅱ

Ｔｔ

其中Ｘ矩阵为对角元素为 ｅｘｐ（－ｋ０ｑｋｄ）的２ＭＮ２ＭＮ
阶的对角矩阵，又令：

Ｄ１＝
Ｄ１Ｅ
Ｄ( )
１Ｍ

＝
ｓｉｎψδｍ０δｎ０
ｃｏｓψｃｏｓθδｍ０δｎ( )

０

，

Ｄ２＝
－ｊＤ２Ｅ
ｊＤ( )
２Ｍ

＝
－ｊｎＩｃｏｓψδｍ０δｎ０
ｊｎＩｓｉｎψｃｏｓθδｍ０δｎ( )

０

Ｒｔ＝
Ｒｙ
Ｒ( )
ｘ

，Ｔｔ＝
Ｔｙ
Ｔ( )
ｘ

ＺＩ＝
－ＸｙＩ －ＸＩ
ＹＩ Ｘｙ( )

Ｉ

，ＺＩＩ＝
－ＸｙＩＩ －ＸＩＩ
ＹＩＩ Ｘｙ( )

ＩＩ

ＸｙＩＩ，ＸＩＩ和 ＹＩＩ均为对角矩阵，矩阵维数为 ２ＭＮ
２ＭＮ阶．最终得到光栅衍射效率为：

Ｃ＋１ ＝ ｇ１＋ｊＺＩｆ( )１
－１ Ｄ２＋ｊＺＩＤ( )１ （１１）

Ｒｔ＝ｆ１·Ｃ
＋
１ －Ｄ１ （１２）

由以上的理论分析可知，二维光栅的研究方法与

一维类似，但是矩阵的维数却增加到 ２ＭＮ２ＭＮ［６，７］．
在运用 ＲＣＷＡ来求解二维非矩形光栅的衍射效率时，

７４０２
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需要将光栅简化为阶梯近似进行求解，会更加耗时．本
文提到的方法可避免多次求解特征值和特征向量，从

而提高计算效率．

３　微扰法简介

３１　本征问题简化
对于一维梯形结构的光栅结构，光栅表面可简化

为阶梯近似．考虑光栅结构中的任意一层，代表电磁场
的函数Ｆ（ｘ，ｙ）满足二阶微分方程：

Ｌ^·Ｆ（ｘ，ｙ）＝－１
ｋ２０
２

ｚ２
Ｆ（ｘ，ｙ） （１３）

其中Ｆ（ｘ，ｙ）代表电场强度Ｅｚ和磁场强度 Ｈｚ，^Ｌ代表算
符．^Ｌ在不同的极化状态下，代表不同的含义：

ＴＥ：^Ｌ＝１
ｋ２
２ｘ＋ｖ

２（ｘ） （１４ａ）

ＴＭ：^Ｌ＝１
ｋ２
ｖ２（ｘ）ｘ

１
ｖ２（ｘ）

ｘ＋ｖ
２（ｘ） （１４ｂ）

运用分离变量法，将Ｆ（ｘ，ｙ）表示为：
Ｆ（ｘ，ｙ）＝ψ（ｘ）ｅ±ｉｋｒｙ （１５）

其中，ψ（ｘ）为算符 Ｌ^的本征函数，满足：
Ｌ^ψ（ｘ）＝ｒ２ψ（ｘ） （１６）

Ｆ（ｘ，ｙ）可用本征矢量ψ（ｘ）表示成有限项的和［４］：

Ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ＝２Ｎ＋１

ｍ＝１
（Ａｍｅ

ｉｋｒｍｚ＋Ｂｍｅ
－ｉｋｒｍｚ）ψｍ（ｘ） （１７）

３２　微扰
假设式（１６）中的本征值和本征函数已得到精确求

解，上标（０）表示精确求解得到的参考层的值．则
Ｌ^（０）ψｐ

（０）( )ｘ＝λ（０）ｐ ψｐ
（０）

( )ｘ （１８）
对于任意本征值用下角标 ｐ来标记．对于任意层，

假设折射率函数ｖ（ｘ）和参考层的折射率ｖ（０）（ｘ）差别很
小．由此 Ｌ^算符可以表示为 Ｌ^（０）与一个修正项的叠加，
修正项也即微扰项：

Ｌ^－Ｌ^（０）＝Ｐ^′＝ζ^Ｐ，ζ＜＜１ （１９）

其中，ζ是一个很小的实参数．^Ｐ′算符是已知的．将
本征值λｐ和本征函数ψｐ展开成参数ζ的幂级数：

λｐ ＝∑
ｎ
ζｎλ（ｎ）ｐ ，ψｐ ＝∑

ｎ
ζｎψ（ｎ）ｐ （２０）

为求出微扰修正项，将式（２０）代入式（１６）中，
可得：

（^Ｌ（０）＋ζ^Ｐ）∑
ｎ
ζｎψ（ｎ）ｐ ＝∑

ｍ，ｎ
ζｍ＋ｎψ（ｎ）ｐ

由等式两边ζ同次幂的系数相等，可得：
Ｌ^（０）ψ（０）ｐ ＝λ

（０）
ｐ ψ

（０）
ｐ （２１ａ）

Ｌ^（０）ψ（１）ｐ ＋Ｐ^ψ
（０）
ｐ ＝λ

（０）
ｐ ψ

（１）
ｐ ＋λ

（１）
ｐ ψ

（０）
ｐ （２１ｂ）

在式（２１ｂ）两端乘以 ψ（０）ｐ ，利用归一化条件，可以

求得任一层的本征值和本征函数一级近似如下［４］．

λｐ＝λ
（０）
ｐ ＋〈ψ

（０）
ｐ Ｐ^ψ（０）ｐ 〉 （２２ａ）

ψｐ＝ψ
（０）
ｐ ＋∑

ｑ≠ｐ

〈ψ（０）ｑ Ｐ^ψ（０）ｐ 〉
λ（０）ｐ －λ

（０）
ｑ

ψ（０）ｑ （２２ｂ）

３３　微扰法在二维光栅中的应用
假设二维光栅是由如图２所示的光栅单元组成．其

并不是严格的长方体单元．光栅单元的厚度为 ｈ，假设
光栅侧面是梯形，且梯形的高度均为 ｄ，则ｈ＝ｄｓｉｎα．
（图２中的分层不代表实际的分层数）

求解衍射效率的步骤如下：（１）据二维ＲＣＷＡ方法
求出指定层的本征值和本征向量，并得到由本征值的

正平方根构成的对角矩阵 ｑ０，ｑ１和本征向量矩阵 Ｗ０，
Ｗ１；（２）得到微扰矩阵算符

［５］Ｐ^＝Ｗ１ｑ１Ｗ
－１
１ －Ｗ０ｑ０Ｗ

－１
０ ；

（３）运用式（２２）分别求得光栅中其他层的本征值和本
征矢量的一级近似；（４）运用步骤（３）得到的本征值和
本征矢量，根据本文第二部分的理论分析，也即式（１１）
和式（１２）可最终求得光栅的衍射效率．

４　数值结果
　　用Ｍａｔｌａｂ对于微扰法和ＲＣＷＡ法得到的结果进行
仿真．Ｍａｔｌａｂ程序的具体结构图及说明如图３所示．

假设光栅区和基底材料均为 ＳｉＯ２基本参数设定
为：侧面梯形高度为 １００ｎｍ，二面角为 ８５°，ｘ方向和 ｙ
方向的占空比都为０５，光栅周期为２００ｎｍ．选取ｘ方向
和ｙ方向的截断阶数为３，入射角为７５°．仿真得到的零
级衍射效率全谱图如图 ４（ａ）所示．其中在波长小于
３００ｎｍ时，将其放大如图４（ｂ）所示．

从图４可以看出，在二维情况下，用微扰法得到的
零级衍射效率图谱和用 ＲＣＷＡ精确求解的图谱很接
近．在工程实际中，很多情况下一定程度上的误差是可
以接受的．

如前所述，和一维衍射光栅相比，二维衍射光栅在

维度上增加了一维．但计算的矩阵维数增加到了２ＭＮ
２ＭＮ．因此随着截断阶数的增加，其矩阵维数会成倍
增加．在求解衍射效率时，会非常耗时．将微扰方法运用
于二维光栅中就是希望能够节省时间．定义函数：

ｔη＝１－
ｔＰＭ
ｔＲＣＷＡ

８４０２
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其中，ｔＰＭ代表的是微扰方法的计算时间，ｔＲＣＷＡ代表 ＲＣ
ＷＡ的计算时间，则 ｔη表示的是微扰方法相比严格耦
合波分析法的省时效率．

假设入射波长为２４０ｎｍ，介质的折射率为１５，梯
形高度为２００ｎｍ，将光栅分为２００层，假设二面角角度
和侧面梯形角度都为８８°．省时效率随着截断阶数的增
加呈现出的结果如表１所示．

从表１中可以看出，随着截断阶数的增加，运用微
扰法求解衍射效率的省时效率也越来越高．这一点对
于节省ＲＣＷＡ的计算时间有着非常重要的意义．因为

单纯的运用ＲＣＷＡ方法来计算二维光栅的时候，其计
算过程非常耗时．而运用微扰法和 ＲＣＷＡ方法相结合
的方法，因其不涉及更多的矩阵运算且公式也相对简

单，因此能有效缩短计算时间．这点当截断阶数比较大
的时候体现的更加明显．

表１　省时效率和截断阶数

ＭＭ，ＮＮ ｔＲＣＷＡ（ｓ） ｔＰＭ（ｓ） ｔη

３ １２７２９０６８ １１３００８９９ １１２２％

４ ４４４７２３１６ ３９６３１３１８ １０８９％

５ １３９２９３７８１ １３７９２８０８０ ０９８％

６ ３８５６８０６１２ ３５４９６５９０４ ７９６％

７ １３２４７７９８６２ １００７０３１８８２ ２３９８％

８ ２７７４７８５２５２ ２３９８３２２３１０ １３５７％

９ ５８５８７８８６５２ ４０３６１５７６６５ ３１１１％

１０ １０９３９６３７５７５ ７１３８１０１６１６ ３４７５％

１１ ２０６１９６３６８２０ １１７２８０５２８５２ ４３１２％

１２ ３４５７０４２７４９７ １９０１４７６７３００ ４５００％

５　结论
　　在二维光栅的分析中，因为计算的矩阵阶数较大，
会非常耗时．本文通过微扰法和 ＲＣＷＡ相结合的方法，
精确度能普遍达到．运用微扰法可以尽量避免求解更
多层的本征值和本征矢量，因此可以起到节省计算时

间的目的．对于文中所提到的例子，省时效率随着截断
阶数的增大而越来越高．当选取的截断阶数为１２时，微
扰法的计算时间可以节省４５％．随着截断阶数的增加，
省时效率还会进一步增加．
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