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一种改进的 Yeoh 超弹性材料本构模型 
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摘  要：橡胶通常被看作一种不可压缩各向同性的超弹性材料，其本构模型通常用应变能密度方程表示。针对

Yeoh 模型偏软的特性，该文提出了一种改进的 Yeoh 超弹性材料本构模型。基于连续介质力学大变形理论，给出

了改进的 Yeoh 模型在三种特殊变形模式下的应力-应变关系，并与原有的 Yeoh 模型和实验数据进行了对比。结

果表明：改进的 Yeoh 模型在保持 Yeoh 模型体现反“S”形应力-应变关系的前提下，有效地克服了 Yeoh 模型在

预测等双轴拉伸曲线时“偏软”的特性。在较大的应变范围内能够同时准确地预测单轴、平面和等双轴拉伸-压缩

的应力-应变关系，具有较大的工程应用价值。 
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AN IMPROVED YEOH CONSTITUTIVE MODEL FOR HYPERELASTIC 
MATERIAL 

 

LI Xue-bing1,2 , WEI Yin-tao1 

(1. Department of Automobile Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China;  

2. Anti-vibration Department, CRRC Qingdao Sifang Rolling Stock Research Institute Co., Ltd. Qingdao, Shandong 266031, China) 

 

Abstract:  Rubber is generally regarded as incompressible, isotropic, and hyperelastic material whose 

constitutive model is usually described in terms of strain energy density functions. An improved Yeoh model for 

hyperelastic material is proposed in this paper to improve the ‘soft’ property of the Yeoh model. The strain-stress 

relations of three special deformation modes for the proposed model are presented based on the large deformation 

theory of continuum mechanics, and compared with those obtained by the original Yeoh model and by the 

experiment data. It is found that: the improved Yeoh model represents an inversed "S" shape of the strain-stress 

relation, and effectively overcomes the ‘soft’ property of Yeoh model when predicting the strain-stress curve of 

equibiaxial extension at the same time. The proposed model precisely predicts the strain-stress relations of 

uniaxial, planar and equibiaxial tension-compression in a large strain range and has great values in engineering 

application. 
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橡胶在工程领域被大量使用，如轮胎、密封件、

空气弹簧[1－2]和橡胶减振器等。橡胶通常被视为各

向同性不可压缩超弹性材料。在过去的 70 年里，

人们提出了超过 40 种超弹性材料的本构模型[3－5]。



 工    程    力    学 39 

这些模型可以分为两类，一类是基于分子网络的热

力学统计理论，如 Neo-hookean[6]和 Arruda-Boyce[7]

模型等；另一类是基于现象学的唯象理论，如

Mooney-Rivlin[8]、Yeoh[9－11]和 Ogden[12]模型等。其

中，Yeoh 模型具有形式相对简单、常数可以仅通过

单轴拉伸数据获得和能够体现反“S”形应力-应变

曲线现象等优点，因此得到大量应用。但 Yeoh 模

型在准确预测单轴和平面拉伸拉伸试验应力-应变

关系的同时，却在预测等双轴拉伸的应力-应变关系

时表现出“偏软”的现象。因此，Yeoh 模型在处理

较大变形的复杂应变状态时，会出现较大的偏差。 

Rivlin 等[8]提出的高阶(如 N=3 或更高)多项式

模型虽然可以准确的模拟各种变形模式下的应力-

应变关系，但该模型复杂，需要通过多个实验获得

N2 个参数，并且随着阶次的增加，材料参数的确定

变得比较困难。Ogden 模型[12]同样可以准确模拟各

种变形模式下的应力-应变关系，但也需要通过多个

实验获得 6 个参数。上述模型型式复杂，实际使用

时材料常数的确定比较困难。 

本文提出了一种只包含 4 个参数的改进的

Yeoh 模型。基于连续介质力学大变形理论，给出了

三种特殊变形模式下的应力-应变关系，并与原有的

Yeoh 模型和实验数据进行了对比。结果表明该模型

在较大的应变范围内可以同时准确地预测单轴、平

面和等双轴拉伸的应力-应变关系，具备预测大变形

状态下的复杂应力-应变关系的能力。证明了本文提

出的模型的有效性。 

1  基本理论 

橡胶材料通常被视为不可压缩和各向同性超

弹性体，其力学特性可以通过不同形式的应变能密

度方程描述。应变能密度方程一般通过 Green 方法

建立，第二类 Piola-Kirchhoff 应力 K 与应变能密度

(单位体积的应变能)W 的关系为[13]： 

2
W

K



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              (1) 

其中，C 为右 Cauchy-Green 变形张量， T C F F ，

F 为变形梯度张量。 

等温条件下，各向同性超弹性材料的应变能密

度方程可以表示成右 Cauchy-Green 变形张量 C 的

三个不变量的函数，即： 
 (I , II , III )W W C C C           (2) 

其中： 
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式中，1、2 和3 分别为三个方向的伸长比。 

式(1)结合式(2)和式(3)进行复合函数求导，可

得： 

12 I III
I II II III

W W W W
K      
           

C C
C C C C

I C C  
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式(4)为第二类 Piola-Kirchhoff 应力 K 与右

Cauchy-Green 变形张量 C 表示的超弹性体应力-应

变关系。 

考虑第二类 Piola-Kirchhoff 应力 K 与 Cauchy

应力 之间的关系 1 1 T( )K J   F F ，以及
TC F F 、 T B F F 、 I IB C 、 II IIB C 、

III IIIB C 和 1/2(III )J  B ，并应用 Cayley-Hamilton

定理，式(4)可以转化为： 
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式(5)为 Cauchy 应力与左 Cauchy-Green 变形

张量 B 表示的超弹性体应力-应变关系。如果考虑

材料的不可压缩性，即 III III 1 B C ，式(5)可写成： 

 12 2
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其中，p 为静水压力。 

对于各向同性材料，、B 和 B1 具有相同的主

轴，因此在主轴坐标系中，可以得到主应力： 
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为消除不确定的静水压力项，可以将式(7)写为： 
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2  Yeoh 及改进的 Yeoh 模型 

Rivlin 将应变能密度函数表示成 IC 和 IIC 的级

数展开式，即通常讲的多项式模型[8]： 
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尽管高阶的多项式模型可以精确地模拟超弹

性材料的应力-应变关系，但需要确定多个常数，这

些常数的确定往往比较困难。特别是在实验数据有

限的情况下，很难得到有效的高阶常数。 

只 保 留 式 (9) 的 第 一 项 ， 就 可 以 得 到

Neo-Hookean 模型[6]，即： 
 NH 10 I 3( )W C C          (10) 

只 保 留 式 (9) 的 前 两 项 ， 就 可 以 得 到

Mooney-Rivlin 模型[8,14]，即： 
 MR 10 01( )I 3 II )3(W C C   C C    (11) 

由于仅保留了有限的项数，Neo-Hookean 和

Mooney-Rivlin 模型均无法准确地反映大变形状态

下超弹性材料的应力-应变关系，特别是无法反映反

“S”形应力-应变曲线，因此只适用于应变水平较

低的情况。 
Yeoh 舍弃了式(9)中的 IIC 项，并只保留小于等

于三阶的项，得到如下表达式[9－10]： 
2 3

Yeoh 10 20 30I 3 I 3( ) ( ) )I( 3W C C C     C C C  

(12) 

Yeoh 模型优点在于能够反映不同变形模式下的

反“S”形应力-应变曲线。但 Yeoh 模型在准确预测

单轴和平面拉伸拉伸试验应力-应变关系的同时，却

在预测等双轴拉伸的应力-应变关系时表现出“偏软”

的现象(如图 1(c)所示)。因此，Yeoh 模型在处理较大

变形的复杂应变状态时，会出现较大的偏差。 
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图 1  不同变形模式下 Yeoh 及改进的 

Yeoh 模型与实验数据对比 

Fig.1  Comparisons among Yeoh, improved Yeoh and test data 

of different deformation modes 

Yeoh 模型在预测等双轴拉伸时的“偏软”现象

主要是由于完全舍弃了式(9)中的 IIC 项造成的。因

此，适当的引入式(9)中的 IIC 项将有助于改善 Yeoh
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模型的“偏软”现象。基于上述考虑，本文引入了

式(9)中 IIC项的第一项，提出如下的应变能方程： 
2

Yeoh 10 20I 3 I 3( ) ( )W C C     C C     
3

30 01( ) ( )I 3 II 3C C  C C       (13) 

本文中 Yeoh'均表示改进的 Yeoh 模型相关的量。 

3  三种特殊的变形模式 

单轴拉伸、平面拉伸和等双轴拉伸[15]是 3 种常

用的用于测试超弹性材料本构关系的实验，而每种

模式的拉伸的实验数据都可以转换成对应模式的

压缩数据。给定应变能密度方程后，3 种变形模式

下的应力-应变关系可已通过式(8)获得。 

3.1  单轴拉伸-压缩模式 

单轴拉伸-压缩模式下，拉伸-压缩方向的名义

应力与 Cauchy 应力的关系为 1
1

1

T



 ，与拉伸-压缩

方向垂直的方向的名义应力与 Cauchy 应力为

2 3 2 3 0T T      。在式(8)中，令 i=1、j=2，并

结合式(12)和式(13)可以得到 Yeoh 和改进的 Yeoh

模型的单轴拉伸-压缩应力-应变关系： 
2 1

1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C              

2 1 2 2
30 1 1 1 1( )3 2 ]( 2 )C               (14) 

2 1
1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C  

              

2 1 2 1 2
30 1 1 01 1 1 13 2 ]( 2 )( )C C          (15) 

3.2  平面拉伸-压缩模式 

平面拉伸-压缩是一种纯剪切的变形模式，拉 

伸-压缩方向的名义应力与 Cauchy 应力的关系也为

1
1

1

T



 ，垂直于试样平面方向的名义应力与

Cauchy 应力为 2 2 0T   。在式(8)中，令 i=1、j=2，

并结合式(12)和式(13)可以得到Yeoh和改进的Yeoh

模型的平面拉伸-压缩应力-应变关系： 

 2 1
1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C              

2 1 2 3
30 1 1 1 1( )3 2 ]( )C               (16) 
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1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C  

          

2 1 2 3
30 1 1 01 1 13 2 ]( )( )C C          (17) 

3.3  等双轴拉伸-压缩模式 

等双轴拉伸-压缩模式下，拉伸-压缩方向的名

义 应 力 与 Cauchy 应 力 的 关 系 同 样 为

1 2
1 2

1 2

T T
 
 

   ，垂直于试样平面方向的名义应

力与 Cauchy 应力为 3 3 0T   。在式(8)中，令 i=1、

j=3，并结合式(12)和式(13)可以得到 Yeoh 和改进的

Yeoh 模型的平面拉伸-压缩应力-应变关系： 
2 1

1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C              

2 1 2 5
30 1 1 1 1( )3 2 ]( )C                (18) 

2 1
1_ Yeoh 10 20 1 12[ 2 2( )T C C  

          

2 1 2 2 5
30 1 1 01 1 1 13 2 ](( ) )C C          (19) 

4  模型验证及讨论 

为验证改进的 Yeoh 模型的有效性，将式(14)~

式(19)的计算结果与 Treloar 的实验数据[16]进行对

比。为了获得良好的可恢复性，Treloar 在实验中使

用了未填充的天然橡胶硫化试样。其单轴拉伸和平

面拉伸实验均在相同的拉伸设备上进行，不同的是

单轴拉伸实验时夹具夹持住长条形试样的两端进

行拉伸；而平面拉伸实验时夹具加持住矩形试样的

两个长边进行拉伸，从而在试样的中心区域获得纯

剪切的应变状态。等双轴拉伸试验数据是通过对固

定在圆形玻璃管端部的橡胶试样进行充气获得的。

充气后的橡胶试样变为气球状，气球的极区(对应无

应变状态时试样的中心位置)为等双轴的应变状态，

而应力可以通过充气的压力与气球状试样的半径

计算得到。Treloar 在文献[16]给出了部分原始数据，

对于没有给出的数据均通过读取文献中的曲线得

到。Yeoh 和改进的 Yeoh 模型中的参数见表 1，这

些参数是通过对 Treloar 的单轴拉伸实验数据进行

最小二乘拟合[17]并考虑关心的应变区域的拟合准

确度做适当人为修正确定的。 

 表 1  Yeoh 和改进的 Yeoh 模型常数 /MPa 

Table 1  Parameters of Yeoh and improved Yeoh model 

 C10 C20 C30 C01 

Yeoh 1.65×101 1.31×103 3.96×105 — 

Yeoh' 1.70×101 1.55×103 4.61×105 5.24×103 

为量化 Yeoh 与改进的 Yeoh 模型与实验数据的

误差，定义如下误差计算公式： 

_ Theoritical _ Experimental

_ Experimental

Err
i i

i
i

T T

T


 , 1,2, ,i N   (20) 

图 1(a)~图 1(c)给出了Yeoh及改进的Yeoh模型

与 Treloar 的实验数据的对比，图 1(d)~图 1(f)给出

了 Yeoh 及改进的 Yeoh 模型与实验数据的误差。可

以发现，改进的 Yeoh 模型和原有的 Yeoh 模型在预 

测单轴和平面拉伸-压缩曲线时区别不大，两者的误
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差也在同一水平上，并无本质区别。这是由于单轴

拉伸-压缩的情况下，式(15)比式(14)多了 1
01C  项，

随着的增加 1
01C  在逐渐减小，并且 C01 本身的

值也不大，因此改进的 Yeoh 模型对单轴拉伸-压缩

的变形模式下的应力-应变曲线影响有限。在平面拉

伸-压缩的情况下，式(17)比式(16)多了 C01 项，由于

C01 的值较小，改进的 Yeoh 模型对平面拉伸-压缩的

变形模式下的应力-应变曲线影响同样有限。但改进

的 Yeoh 模型比原有的 Yeoh 模型在预测等双轴拉 

伸-压缩曲线时表现出较大的优势，原有的 Yeoh 模

型随着拉伸比的增加越来越表现出“偏软”的特性，

而改进的 Yeoh 模型则与实验数据非常接近。这是

由于在等双轴拉伸-压缩的情况下，式(19)比式(18)

增加了 2
01C  项，尽管 C01 的值不大，但是随着的

增加 2
01C  在逐步增加，因此由式(19)得到的曲线比

式(18)得到的曲线表现出更加明显的“上翘”现象，

从而与实验数据吻合较好。 

由于本文提及的应变能密度方程均由右

Cauchy-Green 变形张量的不变量表示，由式(3)可知

不变量均可以由伸长比表示，结合不可压缩性，应

变能密度方程可以表示成两个伸长比的函数，因

此，应变能密度方程代表了一个以两个伸长比为变

量的空间曲面。对于单轴拉伸实验，图 2 和图 3 分

别为 Yeoh 和改进的 Yeoh 模型的应变能密度空间曲

面。可以发现，在单轴和平面拉伸-压缩的区域，

Yeoh 和改进的 Yeoh 模型的应变能曲面均与实验数

据吻合较好。在等双轴拉伸区域，Yeoh 模型的应变

能密度曲面明显低于实验数据，而改进的 Yeoh 模

型的应变能密度曲面与实验数据能够较好地吻合。 
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图 2  Yeoh 模型应变能密度空间曲面 

Fig.2  Spatial surface of Yeoh strain energy density 

 

6

4

2

0
0

1
2

3
4

1

2
3

4

应
变
能
密
度

/(
M

J/
m

3
)

单轴拉伸-压缩

平面拉伸-压缩

等双轴拉伸-压缩

主伸长比

 
图 3  改进的 Yeoh 模型应变能密度空间曲面 

Fig.3  Spatial surface of improved Yeoh strain energy density 

5  结论 

本文提出了一种改进的Yeoh超弹性材料模型，

由该模型得到的 3 种变形模式的应力-应变关系与

原有的 Yeoh 模型和实验数据进行了对比，结果表

明改进的 Yeoh 模型能够很好地预测不同变形模式

的应力-应变关系。经过分析发现，通过在原有的

Yeoh 模型中添加了 1 阶的 (II 3)C  项，在保持 Yeoh

模型能够体现出反“S”形应力-应变关系的前提下，

有效地改进了 Yeoh 模型在预测等双轴拉伸曲线时

“偏软”的特性。虽然本文只将改进的 Yeoh 模型

与未填充的天然胶的三种拉伸实验结果进行了对

比，但不同类型和不同填充量的橡胶材料的拉伸曲

线具有相似的反“S”形状[18]，改进的 Yeoh 模型同

样适用于其他超弹性材料。因此，改进的 Yeoh 模

型具备预测超弹性材料大变形复杂应变状态的应

力-应变关系的能力，具有较大的工程应用价值。 
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