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基于 k-kL 两方程湍流模式的尺度自适应模拟 

李  钊，陈海昕，张宇飞 
(清华大学航天航空学院，北京 100084) 

摘  要：k-kL 两方程模式是一种对湍动能积分尺度输运方程模化的新型湍流模式，具有尺度自适应模拟的特性，

能够在统一的表达形式下对流动进行定常和非定常数值模拟。引入可实现性修正，在二维零压力梯度平板边界层

中验证其影响，进而选择典型流动的标准算例对这一模式进行较为全面的评估。通过三维 CRM 翼身组合体绕流

算例验证了该模式应用于工程问题的实用性，并考察了网格密度对计算精度的影响。在周期山的三维非定常计算

中，k-kL 模式能够较好分辨流场中丰富的涡结构，准确捕捉流动大规模分离区的位置和形状，统计平均的表面摩

擦力分布和速度场与实验和大涡模拟结果符合良好。上述计算展示了 k-kL 两方程模式在定常和非定常计算中的流

动预测能力和工程应用潜力。 
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SCALE ADAPTIVE SIMULATION BASED ON A K-KL TWO-EQUATION 
TURBULENCE MODEL 

LI Zhao , CHEN Hai-xin , ZHANG Yu-fei 

(School of Aerospace Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  The two-equation k-kL turbulence model is based on the transportation equations of turbulent kinetic 

energy and the integral scale. It is characterized by the capacity of the scale-adaptive simulation, and thus the 

satisfactory prediction performance in both steady and unsteady flow simulations under a unified form. The 

present study aims at a comprehensive assessment of this model through classical flow test cases. A 

two-dimensional zero-pressure-gradient boundary layer case is used to validate the currently introduced realizable 

correction of this model. Steady computations of the three-dimensional CRM wing/body show its engineering 

applicability compared with the SA model and the SST model. A grid convergence study is included. In the 

unsteady computations with the k-kL model, massive separation flows over the periodic hills are well predicted 

with rich vortical structures. The time-averaged friction distribution and the velocity field are in good agreement 

with the experimental data and the previous Large Eddy Simulation results. All above demonstrates the advantage 

and potential of this turbulence model in both steady and unsteady flow simulations.  

Key words:  computational fluid dynamics; k-kL turbulence model; scale-adaptive simulation; Reynolds 

averaged Navier-Stokes equation; unsteady flow separation 

 

近年来，以雷诺平均 Navier-Stokes 方法

(Reynolds Averaged Navier-Stokes，RANS)为代表的

湍流数值模拟方法在航空航天领域取得了极大的

成功，但 RANS 方法很难准确模拟流动大规模分离

问题。尽管大涡模拟方法(Large Eddy Simulation，

LES)可以较好处理此类问题[1―4]，过高的计算量却
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限制了其全面工程应用。Spalart[5]曾预测 2045 年才

能完成飞行器和车辆的大涡模拟；美国近期提出了

2030 年结合超级计算机实现飞机全机大涡模拟的

长期愿景和规划[6]。针对当前的计算能力和工程需

求，Menter 和 Egorov[7―8]等提出了计算量介于

RANS方法和LES方法之间的尺度自适应模拟方法

(Scale-Adaptive Simulation，SAS)。他们通过对 Rotta

提出的湍动能积分尺度输运方程的分析，将卡门尺

度(von Karman scale)引入湍流模拟中，建立了基于

当地流动特征的尺度自适应模拟的框架。Fröhlich

和 Terzi[9]在关于 LES 和 RANS 混合方法的综述中

将PANS(Partially-Averaged Navier-Stokes)和SAS等

方法归类为第二代 URANS 方法，以区分其不同于

传统 RANS 方法、LES 方法以及 RANS/LES 混合方

法之处。其特征是通过引入某种尺度以部分解析湍

流脉动，但又不必显式地依赖计算网格或 LES 中的

过滤尺度。Spalart[5]也指出，SAS 方法虽然完全保

留了 RANS 方法的性质，但可以得到类似 LES 方

法的表现。这是一类兼顾精度与效率的有着广阔应

用前景的湍流模拟方法，对稳态流动和非稳态流动

都有较好的模拟预测能力。 

有两种思路可实现对流动的尺度自适应模拟。 

一种思路是将卡门尺度引入较成熟的湍流模

式，提高其对非稳态问题的预测能力。Menter 和

Egorov 基于工业界常用的 SST 模式发展了

SST-SAS 方法，并在 ANSYS FLUENT 商业软件中

实现和推广。国内学者也应用这一方法开展了大量

相关研究[10―12]。此外，国内徐晶磊和阎超等[13―14]

利用单方程 SA 模式发展了 XY-SAS 方法；张扬   

等[15]将卡门尺度用于 SST 模式的涡粘性系数构造，

发展了 BY-SST 方法；白俊强、张扬等[16]在 k-模式

的基础上构造了新型单方程 KDO 模式，并将卡门

尺度用于流动转捩的预测。 

另一种思路则是对 Rotta 提出的湍动能积分尺

度模式进行发展和改进，提高其模拟流动问题的实

用性。两方程湍流模式通常是关于湍动能 k 和湍流

耗散(如、等)的输运方程，后者的输运方程过于

复杂，很难直接模化。目前常见的做法是通过类比

湍动能输运方程对湍流耗散建模，或根据若干假定

忽略此方程、构造单方程模式。而 Rotta 建立的积

分尺度输运方程可逐项模化，具有更完备的理论基

础。模式提出之初就得到了学术界的关注，但壁面

对数律不符等问题限制了其推广应用[7]。Menter 和

Egorov在Rotta模式的基础上建立了关于k和 k 的

KSKL 模式，并指出其相对常规 RANS 方法的尺度

自适应优势。基于这种思路，Abdol-Hamid[17]和

Decaix 等[18]分别发展了 k-kL-MEAH2013 模式和 k-l

模式。此类模式能够在统一的形式下进行定常和非

定常流动模拟，不需要在非定常计算时引入额外  

修正。 

需要指出的是，SAS 方法尽管在模型中并不显

式体现时间步长或网格尺度，但在非定常模拟时，

其有效的时空分辨率仍然受计算采用的时间步长

和网格的限制。因此，为了捕捉关键非定常流动结

构往往需要小的时间步长和精细的网格，这与

DES(Detached Eddy Simulation)等 RANS/LES 混合

方法的要求是类似的。其优势就在于，如果时空分

辨率不足、甚至是定常模拟，SAS 可以自适应地转

为传统的 RANS 计算[9]，其结果仍然具有一定合理

性和指导意义，这对于工业界的用户是一种必要和

实用的特点。而统一形式的湍动能积分尺度模式更

是具有这一优势，同时也便于在计算代码中实现。 

本文基于后一种思路，对 Abdol-Hamid 发展的

k-kL 模式进行验证、发展和评估。这一模式基于湍

动能积分尺度输运方程模化，具有尺度自适应模拟

的特性，以及理论清晰、构造简单、易于应用等优

点，但目前在复杂流动或工程问题中的验证和应用

还较少。值得说明的是，Abdol-Hamid 在文献[17]

中仅考察了其在二维定常计算中模拟分离流动的

能力，实际上从尺度自适应的特征来看，其优势主

要体现在三维非定常计算中；同时，在解决工程问

题上也应有良好的表现。因此，本文对 k-kL 模式分

别从其模拟定常流动的实用性和预测非定常分离

流动的能力两个方面进行考察。 

在稳态流动问题中，选择三维翼身组合体绕流

问题进行计算，考察网格密度对计算结果的影响，

并与 SA 模式、SST 模式等成熟的湍流模式进行对

比。针对周期山这一非定常大分离流动问题，本文

采用 k-kL 模式分别进行了二维定常计算和三维非

定常计算，通过与实验、LES 计算以及 SST 模式计

算的平均速度场对比，验证了其尺度自适应模拟特

性，以及在处理非定常流动分离问题方面的优势。 

1  数值方法 

1.1  k-kL 两方程湍流模式 

关于湍动能 k 和湍动能积分尺度 kL 的两个模
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式方程，采用 Abdol-Hamid[17]给出的形式： 
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其中：xj 为三个方向的空间位置；为密度；ui 为三

个方向的速度；为流体的动力粘性系数；系数 C1

中包含了卡门尺度 Lvk的影响。模化雷诺应力为： 
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涡粘性的计算采用下面的形式： 
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方程中含有壁面距离 d的项，是Abdol-Hamid[17]

加入的固壁衰减项。方程中各系数的表达式为： 
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上述各式中常数的取值为： 

1 1.2  ， 2 0.97  ， 2 0.13C  ， 1.0k  ，

1.0  ， 0.09C  ， 1 4.7dC    

固壁处两个模式变量都取为 0；无穷远来流的

无量纲涡粘性和湍动能则分别取 t / 0.009   和
2 9/ 9 10k U

  。 

1.2  卡门尺度 

卡门尺度是尺度自适应模拟的关键。在 Rotta

提出的模型中，相应的长度尺度实际上是由速度的

一阶和三阶导数量决定的[3]： 
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Menter和Egorov[7]经过推导指出利用速度的二

阶导数代替三阶导数更符合流动的非均匀性，从而

将其简化并推广到三维： 
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卡门尺度正比于当地速度一阶导数和二阶导

数的比，是一种衡量流体拉伸率空间变化的尺度，

可以自动调整以适应和反映大于网格尺度的小尺

度流动结构。卡门常数取 =0.41。速度的一阶导数

量 U  和二阶导数量 U  分别为： 
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Davidson[19]、Lincke 等[20]都对卡门尺度的特性

和表达形式进行了研究和讨论。Xu 等[21]提出了基

于涡量 的一种简化的形式，用 的散度代替速度

的二阶导数量的求解，从而减小了计算量。 
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其中： 
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为了便于比较，本文仍采用 Menter 和 Egorov

给出的形式。即使这样，式(13)二阶导数量与 SST

模式中交叉项和混合函数需要的计算量相当，其整

体的计算成本并不比 SST 模式高。 

同时，采用 Abdol-Hamid[17]给出的卡门尺度  

限制： 
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1.3  NSAWET 计算程序 

本文采用课题组自主开发的多块结构网格有

限体积法求解器 NSAWET 程序[22]。经过多年发展，

该求解器已成功应用于压气机失速机理研究[23]和

大型民用客机的气动设计[24]等多个内、外流问题。

控制方程为三维可压缩 Navier-Stokes 方程。空间重

构和无粘通量计算分别采用 MUSCL 格式和 Roe 格

式；对于非定常计算，则采用低耗散的 MDCD 格

式 [25](Minimum Dispersion and Controllable 

Dissipation)和 SLAU 格式[26](Simple Low-dissipation 

AUSM)，从而有效降低数值粘性。粘性通量则采用
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二阶中心差分求得。时间推进采用带有双时间步长

的 LU-SGS 隐式方法，利用 V 循环的多重网格方法

加速收敛。NSAWET 求解器包含了 SA 模式[27]、

Menter 提出的 SST 模式[28]等多种湍流模式，对湍

流模式方程也采用相同的数值方法离散。基于 MPI

实现分区并行计算。 

2  可实现性修正 

2.1  可实现性修正方法 

在应用 k-kL-MEAH2013 模式的过程中容易出

现计算不稳定的现象，本文借用 Wilcox[29]给出的可

实现性修正对式(5)中涡粘性进行限制，改善了其稳

健性，对处理复杂流动问题极为重要。 
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2.2  可实现性修正影响的验证 

不可压缩零压力梯度平板湍流边界层是检验

和验证 RANS 方法的基本问题[30]。基于来流速度和

单位长度的雷诺数为 Re=5×106，参考马赫数为

Ma=0.2。采用的网格包括 34×24 到 544×384 的五套

网格，粗网格由最密网格逐层变粗得到；网格在壁

面附近沿法向加密，最粗的网格上壁面相邻网格的

无量纲壁面距离大约为 y+=1.7。平板表面为绝热无

滑移壁面边界条件，平板前自由滑移壁面采用对称

条件，进口和出口分别采用总温总压和静压边界条

件，远场采用 Riemann 边界条件。 

利用最密网格计算得到的边界层内无量纲速

度分布如图 1 所示。图中实线代表 Coles 的边界层

理论得到的结果，灰色区域代表不同经验理论得出

结果的大致范围。 

图 1(a) 对 比 了 文 献 [17] 中 用 原 始 k-kL- 

MEAH2013 模式计算的结果和本文用修正后的模

式的计算结果 (分别标为 k-kL-PAB3D 和 k-kL- 

NSAWET)，两者基本一致，考虑到不同求解器数值

离散造成的差别，说明可实现修正并不影响计算的

精度。图 1(b)则对比了 k-kL 模式和 SA 模式、SST

模式在同一边界层厚度位置处求得的速度型。与

Coles 理论的预测结果相比，三种模式在粘性底层

和对数区都符合地很好；在两者之间的缓冲区，k-kL

模式的速度略小，而 SA 模式略大，但都在合理的

范围内。 

 
(a) x/L=0.97 

 
(b) Reθ=10000 

图 1  不同湍流模式的边界层速度型对比(544×384 网格) 

Fig.1  Comparison of velocity distributions in boundary layer 

between different turbulence models (544×384 mesh) 

图 2 显示了三种湍流模式的网格收敛性对比，

其中横坐标正比于网格单元的尺寸。可以看出，k-kL

模式具有良好的网格收敛性，在密网格上的阻力系

数基本与另外两种湍流模式的预测值一致。 

 
图 2  摩擦阻力的网格收敛性 

Fig.2  Grid convergence of friction drag coefficient 

3  三维 CRM 翼身组合体 

3.1  计算模型与参数 

通用研究模型(Common Research Model，CRM)[31] 
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是为检验计算流体力学预测能力、由波音公司负责

详细气动设计的现代客机模型，被用作第四次和第

五次阻力预测会议(Drag Prediction Workshop，DPW)

的验证算例[32]。阻力预测的精度同时受到湍流模

式、数值方法和网格等多种因素的影响。为了避免

由于网格不同造成结果分散的情况，DPW5 提供了

统一的基准网格系列。本文采用其中的多块结构网

格系列，包括网格数由 1.4×108~6.4×105的五套网格

(L1-L5)，对 k-kL 模式进行网格收敛性验证，实际

最大网格规模为 4.1×107。基于来流速度和参考弦长

的雷诺数为 Re=5×106，参考马赫数为 Ma=0.85，固

定升力系数 CL=0.5 计算。 

3.2  计算结果 

图 3 显示了 CRM 翼身组合体的几何构型和表

面压力分布。图 4 给出了 6 个不同展向站位的压力

分布，并与风洞实验和 DPW5 中典型多块网格计算

程序得到的结果进行对比。k-kL 模式的计算结果整

体上与实验结果符合地较好。在翼梢附近存在一定

差异，DPW5 的其它结果也存在相同的问题，Levy

等[32]指出这种差异可能是风洞实验模型的翼梢附

近存在变形导致的。对比不同网格密度，差别主要

在于对激波位置的捕捉更加精确，而捕捉到的激波

形态、位置没有发生根本性的改变。 

 
图 3  CRM 翼身组合体的压力分布 

Fig.3  Pressure distribution of the CRM wing/body 
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(c) η=0.3971 

 
(d) η=0.5024 

 
(e) η=0.7268 
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(f) η=0.9500 

图 4  不同展向截面处的表面压力分布 

Fig.4  Pressure distributions at several spanwise locations  

图 5 显示了压差阻力、摩擦阻力和总阻力的网

格收敛过程，并与 DPW5 中两个典型计算程序的

SA 模式结果[33]对比。横轴的网格因子与网格单元

尺寸的平方成正比，这是基于阻力预测满足二阶精

度的假定给出的。可以观察到，k-kL 模式结果的网

格收敛趋势明显，但压差阻力和摩擦阻力的预测值

都略大，造成总阻力偏大。在图 5(c)中插值得到阻

力的纵轴截距值为 0.02531，在 DPW5 统计出的预

测水平范围(0.02496±0.00053)以内；相比 DPW5

阻力的平均预测值 0.02516 偏高了约 0.6%。 

 
(a) 压差阻力 

 

(b) 摩擦阻力 
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(c) 总阻力 

图 5  CRM 翼身组合体阻力、压差阻力和摩擦阻力的 

网格收敛过程 

Fig.5  Grid convergence of drag, pressure drag and 

friction drag in the CRM case 

此外，在中等网格L3上计算了攻角从 2.5°~4.0°

的极曲线，结果如图 6 所示。图中灰色区域为 DPW5

不同计算结果的大致分布范围。可以看出，k-kL 模

式的模拟结果与实验测量值基本符合，在后半段升

力偏高，但仍在合理的范围内。 

总体上来看，利用 k-kL 模式进行定常流场计算

可以得到合理的气动特性预测结果，阻力预测随网

格加密的收敛性较好。 

 
图 6  CRM 翼身组合体的极曲线(中等网格 L3) 

Fig.6  Drag polar of CRM wing/body (Grid L3) 

4  周期山三维非定常分离流动 

4.1  计算模型与参数 

周期山是典型的充分发展湍流大分离问题算

例。尽管在几何上只是平面槽道中简单的二维凸起

障碍物，却具有显著的三维非定常性和复杂的流动

结构。这一问题作为欧洲 ERCOFTAC 项目的验证

算例 [34]，文献中有充足的实验(下文图中标记为

EXP) 和 非 定 常 大 涡 模 拟 ( 下 文 图 中 标 记 为

LES_LESOCC)数据可供比较[35―37]。计算域如图 7 所 
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示。基于山顶处的截面平均速度 Ub 和山高 h 的雷

诺数 Re=10600，参考马赫数取为 Ma=0.2 以满足不

可压缩流动的条件。在流向和展向采用均匀网格；

壁面法向在上下表面附近加密，保证 y+<1。上下壁

面采用等温无滑移边界条件，流向和展向均采用周

期边界条件。为了维持恒定的流量及给定的雷诺

数，在流向加入随时间变化的体积力 fx： 
1 * 1

b b b( 2 ) /n n n n
x xf f U tU U          (19) 

式中：上标 n 代表不同时刻； *
bU 和 b

nU 分别代表山

顶处截面的平均速度的目标值和当前的瞬时值。 

 
图 7  计算域示意图 

Fig.7  Physical configuration of the periodic hill flow 

对于三维非定常计算，流向、法向和展向的  

网格数分别为 96×112×64，网格量仅相当于 Breuer

等[36]的全 LES 计算的 6%。三维非定常计算利用二

维定常计算的结果作为初始场，二维定常计算采用

如图 8 所示的展向截面网格。无量纲时间步长为  

t=tUb/h=0.01。通过流向不同位置的流量判断流

动是否达到充分发展状态。此后进行时均和展向平

均，周期约 50 个通过时间(T=Lx/Ub=9h/Ub)。 

 
图 8  展向截面网格示意图 

Fig.8  Mesh of a spanwise section 

4.2  二维定常计算结果 

基于传统RANS方法的定常计算已经被证明很

难模拟此类大分离流动。Abdol-Hamid 在文献[17]

中根据大涡模拟计算的平均速度场给定进出口的

边界条件，采用二维定常方法计算了这一问题，得

到了与实验符合良好的结果。但这种强制指定速度

分布的方法不具有普适性，也无法自动满足流向的

周期性。本文在流向采用周期条件和体积力的方法 

进行二维定常计算，图 9 和图 10 分别显示了利用

SST模式和 k-kL模式得到的速度场和下表面摩擦阻

力分布。两种湍流模式都无法准确预测分离区的形

状和范围；从再附点的位置上看，k-kL 模式的模拟

结果甚至与大涡模拟的结果偏差更大。 

 
(a) SST 模式 

 
(b) k-kL 模式 

图 9  二维定常计算的流向速度和流线分布 

Fig.9  Streamlines and contours of streamwise velocity with 

2D steady computation 

 
图 10  二维定常计算的下壁面摩擦阻力分布 

Fig.10  Friction coefficient distributions on the lower surface 

with 2D steady computation 

4.3  三维非定常计算结果 

采用 k-kL 模式三维非定常计算得到的瞬时流

场如图 11(b)所示，相比 SST 模式，如图 11(a)所示

显示了更加丰富的涡结构。 

 
(a) SST 模式 
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(b) k-kL 模式 

图 11  采用 k-kL 模式三维非定常计算瞬时涡结构(Q=1.5) 

Fig.11  Instantaneous vortex structure calculated by 3D 

unsteady computation using the k-kL model (Q=1.5) 

图 12 和图 13 分别对比了三维非定常计算下两

种湍流模式得到的平均速度场和下表面摩擦阻力

分布。可以看到，SST 模式的三维非定常结果相比

二维定常计算没有明显改善，预测的再附点位置仍

然过于靠近下游；而 k-kL 模式具有尺度自适应模拟

的能力，准确捕捉到了分离区的起止范围和形状，

对摩擦阻力分布的预测也更合理。 

 
(a) SST 模式 

 
(b) k-kL 模式 

图 12  三维非定常计算的平均流向速度和流线分布 

Fig.12  Streamlines and contours of mean streamwise velocity 

with 3D unsteady computation 

详细的流向和法向平均速度分布如图 14 和图

15 所示，图中比较了流向 5 个位置两种湍流模式的

计算结果。相比 SST 模式，k-kL 模式对平均速度分

布的预测精度显著提高，在部分区域甚至达到了大

涡模拟的水平。注意到法向速度比流向速度小了一

个量级，尽管在 x/h=2.0 附近与参考数据有一定偏

差，但实际上其误差也在可接受的范围内。 

 
图 13  三维非定常计算的下壁面平均摩擦阻力分布 

Fig.13  Averaged friction coefficient distribution on the lower 

surface with 3D unsteady computation 

  无量纲流向平均速度

EXP
LES_LESOCC

k-kL
SST

0.0 0.5 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
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(e) x/h=8.0 

图 14  三维非定常计算的不同流向位置的 

平均流向速度分布 

Fig.14  Mean streamwise velocity distribution at different 

streamwise locations with 3D unsteady computation 
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(a) x/h=0.05            (b) x/h=1.0 
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(c) x/h=2.0                 (d) x/h=5.0 

 

(e) x/h=8.0 

图 15  三维非定常计算的不同流向位置的 

平均法向速度分布 

Fig.15  Mean wall-normal velocity distribution at different 

streamwise locations with 3D unsteady computation 

5  结论 

本文通过典型流动的数值模拟，对基于湍动能

积分尺度的 k-kL 两方程模式进行了较为全面的评

估，证明了 k-kL 模式在统一的形式下处理定常和非

定常流动问题的能力。k-kL 模式在定常模拟方面和

非定常模拟方面可以分别得到与目前工程中常用

的 SST 模式和 DES 方法相近的结果，具有形式统

一、便于实现的优势，特别是在改善其计算稳健性

后，具有广阔的工程应用前景。 

同时更应当看到，相比基于湍流耗散的 RANS

方法，k-kL 模式的发展尚处于起步阶段，其实用效

果有待在工程实际中进一步检验。在精确的积分尺

度输运方程的基础上，如何对各项进行模化、如何

高效计算卡门尺度，从而将其在理论上的优势转化

为工程实用的湍流模拟能力，仍然有巨大的发展  

潜力。 
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