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环 Ｚ４上自对偶码的构造
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　　摘　要：　利用有限环Ｚ４＋ｖＺ４（其中ｖ
２＝１）上自对偶码，给出了一种构造 Ｚ４上自对偶码的方法．引入了（Ｚ４＋

ｖＺ４）
ｎ到Ｚ２ｎ４ 的保距Ｇｒａｙ映射，给出了Ｚ４＋ｖＺ４上自对偶码的性质，证明了Ｚ４＋ｖＺ４上长为ｎ的自对偶码的Ｇｒａｙ像是

Ｚ４上长为２ｎ的自对偶码，由此构造了Ｚ４上一些极优的类型Ｉ与类型Ⅱ自对偶码．
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ｖＺ４，ｗｈｅｒｅｖ

２＝１．ＡＧｒａｙｍａｐｆｒｏｍ（Ｚ４＋ｖＺ４）
ｎｔｏＺ２ｎ４ ｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ，ａｎｄｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｂｏｕｔｓｅｌｆｄｕａｌｃｏｄｅｓｏｖｅｒＺ４＋

ｖＺ４ａｒｅｇｉｖｅｎ．ＩｔｓｈｏｗｎｓｔｈａｔｔｈｅＧｒａｙｉｍａｇｅｏｆａｓｅｌｆｄｕａｌｃｏｄｅｏｖｅｒＺ４＋ｖＺ４ｏｆｌｅｎｇｔｈｎｉｓａｓｅｌｆｄｕａｌｃｏｄｅｏｖｅｒＺ４ｏｆ
ｌｅｎｇｔｈ２ｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒ，ｓｏｍｅｅｘｔｒｅｍａｌＴｙｐｅＩａｎｄＴｙｐｅⅡ ｃｏｄｅｓｏｖｅｒＺ４ａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　Ｇｒａｙｍａｐ；ｌｉｎｅａｒｃｏｄｅｓ；ｓｅｌｆｄｕａｌｃｏｄｅｓ

１　引言

　　上世纪九十年代中期，Ｈａｍｍｏｎｓ等人［１］的杰出工

作使得有限环上的编码理论获得了重大突破．自此，有
限环上纠错码成为了编码理论研究的一个热点［２－４］．
１９９７年，Ｂａｃｈｏｃ［５］利用多项式剩余类环Ｆｑ＋ｕＦｑ上自对
偶码构造了模格，这更激发了学者对有限环上纠错码

的研究兴趣．有限环上自对偶码是一类重要的线性码，
它在模格构造与区组设计等方面有着广泛的应用，一

直是有限环上纠错码理论研究的重要课题．文献［６］引
入了Ｚ４上类型Ⅱ自对偶码，并且利用 Ｈｅｎｓｅｌ提升构造
了Ｚ４上类型Ⅱ自对偶码．文献［７］利用不变理论研究
了环Ｆ２＋ｕＦ２上类型Ⅱ自对偶码．随着研究的深入，一
些有限非链环上的自对偶码也受到了学者的重视．
Ｙｉｌｄｉｚ和Ｋａｒａｄｅｎｉｚ在文献［８］中利用环 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｖＦ２
＋ｕｖＦ２上自对偶码构造了 Ｆ２＋ｕＦ２上类型Ⅱ码．随后，
他们又在文献［９］中利用有限非链环 Ｚ４＋ｕＺ４（其中 ｕ

２

＝０）上的线性码构造了 Ｚ４上形式自对偶码．这表明有
限非链环上纠错码具有重要的意义和应用前景．本文
利用有限非链环Ｚ４＋ｖＺ４（其中ｖ

２＝１）上自对偶码构造
Ｚ４上自对偶码．我们引入（Ｚ４＋ｖＺ４）

ｎ到 Ｚ２ｎ４ 的保距映
射，给出了Ｚ４＋ｖＺ４上线性码与自对偶码及其 Ｇｒａｙ像
的性质，并且Ｚ４＋ｖＺ４上自对偶码构造了一些 Ｚ４上自
对偶码．本文借助计算机程序，结合 Ｚ４＋ｖＺ４上自对偶
码的性质，搜索 Ｚ４＋ｖＺ４上类型 Ｉ和类型Ⅱ码，由此得
到了Ｚ４上自对偶码．由于通过计算机搜索 Ｚ４＋ｖＺ４上
长为ｎ的自对偶码的复杂性要比搜索 Ｚ４上长为２ｎ的
自对偶码的复杂性低，从这个意义上，本文改进了Ｚ４上
自对偶码的构造方法．

２　环Ｚ４＋ｖＺ４上的线性码

　　记Ｚ４表示整数模４的剩余类环，它的元素的欧几
里得重量ｗＥ分别定义为 ｗＥ（０）＝０，ｗＥ（１）＝ｗＥ（３）＝
１，ｗＥ（２）＝４．对任意的 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｚ

ｎ
４，定义 ｘ
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的欧几里得重量为 ｗＥ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｗＥ（ｘｉ）．任取 ｘ＝（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｚ
ｎ
４，定义 ｘ与 ｙ的欧几

里得内积为 ｘ·ｙ＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋… ＋ｘｎｙｎ．Ｚ４上长为 ｎ
的线性码Ｃ是Ｚｎ４的一个Ｚ４－子模，Ｃ中非零码字的欧
几里得重量的最小值称为 Ｃ的欧几里得距离，记为 ｄＥ
（Ｃ）．Ｚ４上的长为ｎ的线性码 Ｃ的对偶码定义为 Ｃ

⊥ ＝
｛ｘ∈ｚｎ４｜ｘ·ｃ＝０，ｃ∈Ｃ｝．若ＣＣ

⊥，则称Ｃ为 Ｚ４上自
正交码；若Ｃ＝Ｃ⊥，则称Ｃ为Ｚ４上自对偶码．对于Ｚ４上
自对偶码Ｃ，若它的每个码字的欧几里得重量都是８的
倍数，则称码Ｃ为Ｚ４上类型Ⅱ码．否则，称码Ｃ为Ｚ４上
类型Ⅰ码．文献［６］中给出了 Ｚ４上类型Ⅰ码与类型Ⅱ
码的欧几里得重量的一个上界：

定理 １［６］　若 Ｃ为 Ｚ４上长为 ｎ的类型Ⅱ码，则
ｄＥ（Ｃ）≤８?ｎ／２４」＋８；若Ｃ为Ｚ４上长为ｎ的类型Ⅰ码，
则当ｎ≡２３（ｍｏｄ２４）时，ｄＥ（Ｃ）≤８?ｎ／２４」＋１２，否则
ｄＥ（Ｃ）≤８?ｎ／２４」＋８．

称达到定理１中上界的自对偶码为 Ｚ４上的极优
码．下面介绍有限环Ｚ４＋ｖＺ４＝｛ａ＋ｂｖ｜ａ，ｂ∈Ｚ４｝，其中
ｖ２＝１．为简便起见，用Ｒ表示环Ｚ４＋ｖＺ４．环Ｒ是一个特
征为４的含幺交换环，并且Ｒ可以看作多项式剩余类环
Ｚ４［ｖ］／〈ｖ

２－１〉．Ｒ的单位元素组成的集合为
Ｕ＝｛１，３，１＋２ｖ，３＋２ｖ，ｖ，３ｖ，２＋ｖ，２＋３ｖ｝，

Ｒ的非单位元素组成的集合为
Ｎ＝｛０，２，２ｖ，２＋２ｖ，１＋ｖ，３＋ｖ，１＋３ｖ，３＋３ｖ｝．

将Ｒ的非单位分为两个集合：Ｎ１＝｛０，２，２ｖ，２＋２ｖ｝
和Ｎ２＝｛１＋ｖ，３＋ｖ，１＋３ｖ，３＋３ｖ｝．容易验证：

ｒ∈Ｒ，ｒ２＝
０， ｒ∈Ｎ１，
２＋２ｖ， ｒ∈Ｎ２，
１， ｒ∈

{
Ｕ．

环Ｒ有７个不同的理想，它们分别为：
｛０｝，Ｚ４＋ｖＺ４，｛０，２＋２ｖ｝，〈２〉＝｛０，２，２ｖ，２＋２ｖ｝，〈１＋
ｖ〉＝｛０，１＋ｖ，２＋２ｖ，３＋３ｖ｝，〈１＋３ｖ〉＝｛０，１＋３ｖ，２＋
２ｖ，３＋ｖ｝，〈２，１＋ｖ〉＝｛０，２，２ｖ，２＋２ｖ，１＋ｖ，３＋ｖ，１＋
３ｖ，３＋３ｖ｝．
因此，Ｒ是一个最大理想为〈２，１＋ｖ〉的局部环，剩余域
为Ｆ２．因为〈２，１＋ｖ〉在 Ｒ中的零化理想 Ａｎｎ（〈２，１＋
ｖ〉）＝｛０，２＋２ｖ｝在 Ｆ２上的维数为１，所以 Ｒ是一个局
部Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ环［１０，１１］．

环Ｒ中的每个元素可唯一的表示为ａ＋ｂｖ，其中ａ，
ｂ∈Ｚ４．我们定义Ｒ中元素ａ＋ｂｖ的欧几里得重量ｗＥ为
ｗＥ（ａ＋ｂｖ）＝ｗＥ（ｂ）＋ｗＥ（ａ＋２ｂ）．对于任意向量 ｘ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒ

ｎ，定义ｘ的欧几里得重量为ｗＥ（ｘ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗＥ（ｘｉ）．定义任意两个向量 ｘ，ｙ∈Ｒ

ｎ的欧几里得距

离为ｄＥ（ｘ，ｙ）＝ｄＥ（ｘ－ｙ）．环 Ｒ上长为 ｎ的码 Ｃ是 Ｒ
ｎ

的一个非空子集，码Ｃ的欧几里得距离ｄＥ（Ｃ）定义为Ｃ
中两个不同码字之间的欧几里得距离的最小值．环 Ｒ
上长为ｎ的线性码 Ｃ是 Ｒｎ的一个 Ｒ－子模，Ｃ的欧几
里得重量ｗＥ（Ｃ）定义为所有码字欧几里得重量的最小
值．显然，若Ｃ是 Ｒ上的线性码，则 ｄＥ（Ｃ）＝ｗＥ（Ｃ）．我
们用（ｎ，Ｍ，ｄＥ）表示长为ｎ，码字数目为 Ｍ，欧几里得距
离为ｄＥ的环Ｒ或Ｚ４上的码．

下面我们引入一个Ｒｎ到Ｚ２ｎ４ 上的Ｇｒａｙ映射
：Ｒｎ→Ｚ２ｎ４

（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１） （ｂ０，ｂ１，…，ｂｎ－１，ａ０＋２ｂ０，ａ１＋２ｂ１，
…，ａｎ－１＋２ｂｎ－１）
其中ｃｉ＝ａｉ＋ｂｉｖ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１．显然，是一个双射．
根据欧几里得重量定义，容易得到下面结论：

定理２　映射 诱导出（Ｒｎ，欧几里得距离）到
（Ｚ２ｎ４，欧几里得距离）的 Ｚ４－线性保距映射．因此，若 Ｃ
为Ｒ上参数为（ｎ，Ｍ，ｄＥ）的线性码，则（Ｃ）是 Ｚ４上参
数为（２ｎ，Ｍ，ｄＥ）的线性码．

在Ｒｎ上引入内积．对于任意 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｙ
＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｒ

ｎ，定义 ｘ·ｙ＝ｘ１ｙ１＋ｘ２ｙ２＋… ＋
ｘｎｙｎ．Ｒ上的长为 ｎ的线性码 Ｃ的对偶码定义为 Ｃ

⊥ ＝
｛ｘ∈Ｒｎ｜ｘ·ｃ＝０，ｃ∈Ｃ｝．易证 Ｃ⊥也是 Ｒ上的长为 ｎ
的线性码．因为Ｒ是一个 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ环，所以有｜Ｃ｜｜Ｃ⊥｜
＝１６ｎ（参见［１０］）．

３　Ｒ上自对偶码及其Ｇｒａｙ像

　　设Ｃ是 Ｒ上的线性码，若 ＣＣ⊥，则称 Ｃ为 Ｒ上
自正交码；若 Ｃ＝Ｃ⊥，则称 Ｃ为 Ｒ上自对偶码．Ｒ中由
元素２生成的理想〈２〉可以看作 Ｒ上长为１的自对偶
码，利用直积的方法［１１］，容易看到环Ｒ上存在任意长度
的自对偶码．任取 ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１）∈Ｃ，用 ｎＵ（ｃ）表
示ｃ的属于Ｕ的分量数目，ｎＮ２（ｃ）表示ｃ的属于Ｎ２的分
量数目．为了构造Ｚ４上自对偶码，首先给出Ｒ上自对偶
码的性质．

定理３　设Ｃ为Ｒ上长为ｎ的线性码，则下面结论
成立：

（１）若 Ｃ是自正交码，则对于任一码字 ｃ∈Ｃ，
ｎＮ２（ｃ）≡０（ｍｏｄ２）且ｎＵ（ｃ）≡０（ｍｏｄ４）．因此，Ｒ上自正
交码的每个码字的欧几里得重量都是４的倍数．

（２）若Ｃ是自对偶码，则Ｃ包含全２向量和全（２＋
２ｖ）向量．

证明　（１）设Ｃ是Ｒ上的自正交码，则对任一ｃ∈
Ｃ，ｃ·ｃ＝０．但在Ｒ中，
　　　ｃ·ｃ＝ｎＮ２（ｃ）（２＋２ｖ）＋ｎＵ（ｃ）

＝２ｎＮ２（ｃ）＋ｎＵ（ｃ）＋（２ｎＮ２（ｃ））ｖ．

８０８２
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因此，

ｎＮ２（ｃ）≡０（ｍｏｄ２）且ｎＵ（ｃ）≡０（ｍｏｄ４）．
注意到Ｎ２中的元素的欧几里得重量都是２，Ｎ１中的元
素的欧几里得重量为０或４或８，即是４的倍数，而 Ｕ
中元素的欧几里得重量模４余１．由此可得，Ｒ上自正交
码的每个码字的欧几里得重量都是４的倍数．

（２）在环Ｒ中，容易验证：当 ｒ∈Ｕ时，ｒ·（２＋２ｖ）
＝２＋２ｖ；当ｒ∈Ｎ时，ｒ·（２＋２ｖ）＝０．
设Ｃ是Ｒ上的自对偶码，对任一ｃ∈Ｃ，（２＋２ｖ，２＋

２ｖ，…，２＋２ｖ）·ｃ＝ｎＵ（ｃ）（２＋２ｖ）．由（１）知，ｎＵ（ｃ）是４
的倍数，从而（２＋２ｖ，２＋２ｖ，…，２＋２ｖ）∈Ｃ⊥ ＝Ｃ，即 Ｃ
中包含全２＋２ｖ向量．同理，Ｃ也包含全２向量．

由定理３（１），Ｒ上自对偶码的每个码字的欧几里
得重量都是４的倍数．同时，由于 Ｒ中２＋２ｖ的欧几里
得重量为８，根据定理３（２），Ｒ上自对偶码中一定存在
欧几里得重量是８的倍数的码字．由此，我们引入下面
定义：

定义１　设Ｃ是Ｒ上的自对偶码，若它的每个码字
的欧几里得重量都是８的倍数，则称 Ｃ为类型Ⅱ码，否
则称Ｃ为类型Ⅰ码．

为了构造Ｚ４上自对偶码，下面考虑 Ｒ上自对偶码
的Ｇｒａｙ像．

定理４　设Ｃ为Ｒ上长为ｎ的线性码，则（Ｃ⊥）＝
（Ｃ）⊥．而且，若Ｃ是Ｒ上长为ｎ自对偶码，则（Ｃ）为
Ｚ４上长为２ｎ的自对偶码．若Ｃ是Ｒ上长为ｎ的类型 Ⅱ
码，则（Ｃ）为Ｚ４上长为２ｎ的类型Ⅱ码．

证明　因为是一个双射保距映射，并且
｜（Ｃ⊥）｜＝｜Ｃ⊥｜＝１６ｎ／｜Ｃ｜＝４２ｎ／｜（Ｃ）｜＝｜（Ｃ）⊥｜，
所以只需证明（Ｃ⊥）（Ｃ）⊥．设 ｃ＝（ａ０＋ｂ０ｖ，

ａ１＋ｂ１ｖ，…，ａｎ－１＋ｂｎ－１ｖ），ｃ′＝（ａ′０＋ｂ′０ｖ，ａ′１＋ｂ′１ｖ，…，
ａ′ｎ－１＋ｂ′ｎ－１ｖ）∈Ｒ

ｎ，且满足ｃ·ｃ′＝０，下面证明（ｃ）·
（ｃ′）＝０．由于

ｃ·ｃ′＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉａ′ｉ＋ｂｉｂ′ｉ）＋ｖ∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉｂ′ｉ＋ａ′ｉｂｉ）＝０，

所以

∑
ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉａ′ｉ＋ｂｉｂ′ｉ）＝∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉｂ′ｉ＋ａ′ｉｂｉ）＝０．

于是

　　（ｃ）·（ｃ′）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉａ′ｉ＋ｂｉｂ′ｉ）

＋２∑
ｎ－１

ｉ＝０
（ａｉｂ′ｉ＋ａ′ｉｂｉ）＝０，

从而（Ｃ⊥）＝（Ｃ）⊥．
由定理４可以看出映射 保持正交性，即 Ｒｎ上正

交的两个向量，通过映射 得到它们的 Ｇｒａｙ像在 Ｚ２ｎ４
上也正交．但是，反之不成立．例如，向量（１，２），（２，１）

∈Ｚ２４正交，但是它们在 下的原象，即 
－１（（１，２））＝

ｖ，－１（（２，１））＝１＋２ｖ并不正交．
注意到Ｒ上由２生成的长为１的自对偶码是类型

Ⅰ码，利用直积方法［１１］可知，Ｒ上任意长的类型Ⅰ码都
存在，而对于Ｒ上类型Ⅱ码有下面的结果：

定理５　环Ｒ上长为ｎ的类型Ⅱ码存在当且仅当ｎ
是４的倍数．

证明　由文献［６］可知，对于 Ｚ４上长为 Ｎ的自对
偶码，仅当Ｎ是８的倍数时，存在 Ｚ４上长为 Ｎ的类型
Ⅱ码．因为是保距映射，所以若Ｒ上长为 ｎ的类型Ⅱ
码存在，则ｎ是４的倍数．反过来，设 ｎ是４的倍数，令
Ｃ＝〈（ｖ，１，１，１），（３，ｖ，１，３），（３，３，ｖ，１），（３，１，３，ｖ）〉，
则Ｃ是Ｒ上长为４的类型Ⅱ码．Ｃ的欧几里得重量计数
器为ＷＣ（ｚ）＝１＋１２８ｚ

８＋１２６ｚ１６＋ｚ３２．因此，Ｃ是一个参
数为（４，４４，８）的类型Ⅱ码．根据文献［１１，Ｌｅｍｍａ３．２］，
Ｃ×Ｃ，Ｃ×Ｃ×Ｃ，Ｃ×Ｃ×Ｃ×Ｃ，……分别为Ｒ上长为８，
１２，１６，……的类型Ⅱ码．所以，当ｎ是４的倍数时，Ｒ上
长为ｎ的类型Ⅱ码存在．

下面给出类型Ⅰ码和类型Ⅱ码的欧几里得重量的
上界．

定理６　设ｄＥ是Ｒ上长为 ｎ的类型Ⅰ码或类型Ⅱ
码的欧几里得重量，则ｄＥ≤８?ｎ／１２」＋８．

证明　由定理４，如果Ｃ是Ｒ上长为ｎ的类型Ⅱ码
或类型Ⅰ码，那么（Ｃ）为 Ｚ４上长为２ｎ的类型Ⅱ码或
类型Ⅰ码．因为是保距映射，根据定理１立即可以得
到结论．因为２ｎ≠２３（ｍｏｄ２４），所以ｄＥ的上界不变．

若Ｒ上自对偶码满足定理 ６中的上界 ｄＥ＝８?ｎ／
１２」＋８，则称Ｃ为环Ｒ上的极优码．

４　Ｚ４上自对偶码

　　本节，利用前面的结论，再结合计算机程序搜索 Ｒ
上类型Ⅰ码和类型Ⅱ码，由此构造Ｚ４上的自对偶码．

例１　考虑Ｒ上长为１的自对偶码．取Ｃ１＝〈２〉，则
Ｃ１是Ｒ上的参数为（１，４，４）的类型Ⅰ最优码，其欧几里
得重量计数器为 ＷＣ１（ｚ）＝１＋２ｚ

４＋ｚ８．因此，（Ｃ１）是
Ｚ４上参数为（２，４

０２２，４）的类型Ⅰ码．
例２　考虑Ｒ上长为２的自对偶码．取 Ｃ２＝〈（１＋

ｖ，１－ｖ），（２，２）〉，则Ｃ２是Ｒ上参数为（２，１６，４）的类型
Ⅰ最优码，其欧几里得重量计数器为ＷＣ２（ｚ）＝１＋８ｚ

４＋
６ｚ８＋ｚ１６．因此，（Ｃ２）是 Ｚ４上参数为（４，４

１２２，４）类型
Ⅰ码．

例３　考虑Ｒ上长为３的自对偶码．取 Ｃ３＝〈（０，１
＋ｖ，１－ｖ），（１＋ｖ，０，１－ｖ），（２，２，２）〉，则 Ｃ３是 Ｒ上参
数为（３，６４，４）的极优类型Ⅰ码，其欧几里得重量计数
器为ＷＣ３（ｚ）＝１＋１２ｚ

４＋２７ｚ８＋２０ｚ１２＋３ｚ１６＋ｚ２４．因此，
（Ｃ３）是Ｚ４上参数为（６，４

２２２，４）的类型Ⅰ码．

９０８２
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例４　考虑Ｒ上长为４的自对偶码．在定理６的证
明中，已经给出一个Ｒ上的长为４的（４，４４，８）的极优类
型Ⅱ码．该码的 Ｇｒａｙ象是四元 ＯＣＴＡ码［１］．若 Ｃ４是 Ｒ
上的长为４，且由下面５个向量生成的线性码：（１，３，１，
１＋２ｖ），（０，２＋２ｖ，０，２＋２ｖ），（２＋ｖ，２＋ｖ，１，３＋２ｖ），
（０，２，３＋ｖ，１＋ｖ）和（０，０，２，２），则 Ｃ４是 Ｒ上参数为
（４，２５６，８）的极优类型Ⅱ码，其欧几里得重量计数器为
ＷＣ４（ｚ）＝１＋１３２ｚ

８＋１１８ｚ１６＋４ｚ２４＋ｚ３２．因此，（Ｃ４）是Ｚ４
上参数为（８，４３２２，８）的极优类型Ⅱ码．

例５　考虑 Ｒ上长为６的自对偶码．设 Ｃ６是 Ｒ上
的长为６，且由下列向量生成线性码：（１－ｖ，１－ｖ，１－ｖ，
１－ｖ，１－ｖ，１－ｖ），（０，２ｖ，０，０，０，２），（０，０，２ｖ，０，０，２），
（０，０，０，２ｖ，０，２），（０，０，０，０，２ｖ，２），（０，０，０，０，０，２＋
２ｖ），（２，０，０，０，０，２），（０，２，０，０，０，２），（０，０，２，０，０，２），
（０，０，０，２，０，２），（０，０，０，０，２，２），则 Ｃ６是 Ｒ上参数为
（６，４６，８）的极优类型Ⅰ码，其欧几里得重量计数器为
　　ＷＣ６（ｚ）＝１＋６６ｚ

８＋２０４８ｚ１２＋４９５ｚ１６＋９２４ｚ２４

＋４９５ｚ３２＋６６ｚ４０＋ｚ４８．
因此，（Ｃ６）是 Ｚ４上参数为（１２，４

１２１０，８）的极优类型
Ⅰ码．

例６　考虑Ｒ上长为８的自对偶码．
（１）设Ｃ（１）８ 是Ｒ上的长为８，且由下列向量生成的

线性码：（１，３，１，１＋２ｖ，０，０，０，０），（２＋ｖ，２＋ｖ，１，３＋
２ｖ，０，０，０，０），（０，２＋２ｖ，０，２＋２ｖ，０，０，０，０），（０，２，３＋
ｖ，１＋ｖ，０，０，０，０），（０，０，２，２，０，０，０，０），（０，０，０，０，ｖ，１，
１，１），（０，０，０，０，３，ｖ，１，３），（０，０，０，０，３，３，ｖ，１），（０，０，
０，０，３，１，３，ｖ），则 Ｃ（１）８ 是 Ｒ上参数为（８，４

８，８）的极优
类型Ⅱ码，其欧几里得重量计数器为
　　ＷＣ（１）８ （ｚ）＝１＋２６０ｚ

８＋１７１４０ｚ１６＋３１７４０ｚ２４

＋１５３８２ｚ３２＋７６４ｚ４０＋２４４ｚ４８＋４ｚ５６＋ｚ６４．
因此，（Ｃ（１）８ ）是 Ｚ４上参数为（１６，４

７２２，８）的极优类型
Ⅱ码．

（２）设Ｃ（２）８ 是Ｒ上的长为８，且由下列向量生成的
线性码：（１，０，０，０，２ｖ，３ｖ，３ｖ，３ｖ），（０，１，０，０，３ｖ，２ｖ，３ｖ，
３ｖ），（０，０，１，０，３ｖ，３ｖ，２ｖ，３ｖ），（０，０，０，１，３ｖ，３ｖ，３ｖ，２ｖ），
则Ｃ（２）８ 是Ｒ上参数为（８，４

８，８）的极优类型Ⅰ码，其欧
几里得重量计数器为

ＷＣ（２）８ （ｚ）＝１＋２２４ｚ
８＋２１７６ｚ１２＋７８３６ｚ１６＋１４８４８ｚ２０

＋１７０８８ｚ２４＋１３０５６ｚ２８＋６９３２ｚ３２＋２５６０ｚ３６

＋６０８ｚ４０＋１２８ｚ４４＋２８ｚ４８＋ｚ６４．
因此，（Ｃ（２）８ ）是 Ｚ４上参数为（１６，４

８２０，８）的极优类型
Ⅰ码．

（３）设Ｃ（３）８ 是Ｒ上的长为８，且由下列向量生成的
线性码：

（１，０，０，０，２＋２ｖ，３ｖ，３ｖ，３ｖ），
（０，１，０，０，３ｖ，２＋２ｖ，２＋３ｖ，２＋ｖ），
（０，０，１，０，３ｖ，２＋ｖ，２＋２ｖ，２＋３ｖ），
（０，０，０，１，３ｖ，２＋３ｖ，２＋ｖ，２＋２ｖ）．

Ｃ（３）８ 是Ｒ上参数为（８，４
８，８）的极优类型Ⅱ码，其欧几里

得重量计数器为

ＷＣ（３）８ （ｚ）＝１＋４８０ｚ
８＋１５５１６ｚ１６＋３４４９６ｚ２４＋１３６３８ｚ３２

＋１３７６ｚ４０＋２８ｚ４８＋ｚ６４．
因此，（Ｃ（３）８ ）是 Ｚ４上参数为（１６，４

８２０，８）的极优类型
Ⅱ码．

５　总结

　　本文通过引入Ｚ４＋ｖＺ４到 Ｚ
２
４的 Ｇｒａｙ映射，利用有

限环Ｚ４＋ｖＺ４上自对偶码构造了 Ｚ４上自对偶码，由此
给出了一种构造Ｚ４上自对偶码的方法．利用这种方法，
再借助计算机编程搜索，得到了 Ｚ４上一些极优的类型
Ⅰ与类型Ⅱ自对偶码．与利用计算机直接搜索 Ｚ４上自
对偶码相比较，本文所给的方法降低了搜索的复杂性．
进一步的工作是探索利用本文的方法将Ｚ４上自对偶码
在一定的长度内进行完全分类．
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