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　　摘　要：　本文提出了利用相位门自动控制Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法迭代次数的算法．Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法最终得到目标分量
的概率非常依赖于酉算子迭代的次数．迭代次数的计算依赖于目标分量的数量．因此当目标分量数未知时，该方法无
法以高概率测量到目标分量．在以往的解决方案中需要较高的 Ｏｒａｃｌｅ查询复杂度才能以一定概率得到目标分量的数
量．本文提出了一种通过判断叠加态相位正负性，可自动控制Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法迭代次数的方法．只需要添加一个判断
相位的门电路，仅增加一次Ｏｒａｃｌｅ查询次数就可以精确的在最优迭代次数时停止 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法，在搜索空间较小
时可比原算法有更大的概率得到目标分量．
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１　引言
　　量子计算以量子物理学为基本原理，通过对多个
量子比特的叠加态进行并行处理，对经典算法的计算

速度进行二次加速甚至指数级加速．对量子计算进行
的研究可以追溯到几十年前，但是直到１９９４年，Ｓｈｏｒ利
用量子傅里叶变换在多项式时间内解决了大数质因子

分解算法以后［１］，量子计算才开始被关注．１９９６年，
Ｇｒｏｖｅｒ提出了在无结构数据库中进行搜索的算法，在经

典的算法复杂度基础上进行了二次加速［２］．ＮＰ问题可
以转换为一个多项式时间复杂度的判定问题和一个无

结构数据库中的搜索问题．在经典算法中，求解无结构
数据库中的搜索问题需要指数级的时间复杂度．因此
寻求高效无结构数据库搜索算法是加速 ＮＰ问题的关
键．在Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法被提出后，对 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的
研究已经有了一定成果［３～１１］．在 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法在实
际问题的应用方面，学者们已经做出了大量有关的研
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究．早在２０００年时，Ｚａｌｋａ等人就已经提出使用 Ｇｒｏｖｅｒ
搜索算法进行数据库搜索［１２］；２００６年，Ｙａｍａｓｈｉｔａ提出
了如何在通用编程中使用 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法加速程
序［１３］．在最近几年中，国内学者也开始重视Ｇｒｏｖｅｒ搜索
算法的应用，例如在 ２０１４年，阮越等人提出了基于
Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的人脸识别算法，将人脸识别的效率在
经典基础上进行了二次加速［１４］；同年，彭宏等人提出了

基于Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的无线量子网络路由算法，可以
在限定跳数内搜索出目标路径［１５］；２０１５年，孙国栋等人
提出了基于 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的量子求根算法，将算法

复杂度降低到了 Ｏ（槡Ｍ／ｋ）
［１６］．从大量的文献中可以

看出Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的应用面广泛，具有很高的研究
价值．

Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法构造了一个由 Ｏｒａｃｌｅ算子和均值
反演算子复合而成的 Ｇｒｏｖｅｒ算子．将 Ｇｒｏｖｅｒ算子进行
若干次迭代后进行测量，会以较高的概率输出目标分

量．迭代的次数需要选取一个合适的值．无论高于或者
低于最优值，测量到目标分量的概率都会下降．根据
Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法分析，得到目标分量概率最大的迭代次
数和目标分量的数量有关．因此必须预先知道目标分
量的数量才能有效的使用 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法［８］．当前对
于量子算法的许多研究都是在经典量子算法基础上的

应用算法．Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法就是一个经典量子算法，因
此从Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法被提出后，许多著名的量子算法
在其之上被陆续提出，例如２００３年 Ｓｈｅｎｖｉ等人提出的
基于超立方体上量子行走的一种无结构数据库搜索算

法［１７］，可以看成是在方向空间使用了Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法；
Ａａｒｏｎｓｏｎ等人将 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法嵌入到量子行走

中［１８］，将二维格上的搜索效率提高到了 Ｏ（槡Ｎｌｏｇ
２Ｎ），

三维格上的搜索效率提高到 Ｏ（槡Ｎ）．Ａｍｂａｉｎｉｓ等人又
更进一步的发现硬币态在行走时是否变化影响了搜索

效率［１９］，将二维格搜索效率提高到Ｏ（槡ＮｌｏｇＮ）．Ａｍｂａｉ
ｎｉｓ将这种类型的搜索算法称为 ＧｒｏｖｅｒＬｉｋｅ搜索算法．
２００４年，基于这种ＧｒｏｖｅｒＬｉｋｅ搜索算法，Ａｍｂａｉｎｉｓ又提
出了元素独立性判定算法［２０］．２００５年，在元素独立性算
法的基础上，Ｃｈｉｌｄｓ又提出了子集判定算法［２１］．至今大
量的量子算法都是在以上量子算法的基础上研究而

成，因此对 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法本身的研究可以优化改良
很多已有的量子算法．本文重点讨论的是 Ｇｒｏｖｅｒ搜索
算法的一个很自然的问题：当目标分量数未知时如何

使用Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法？
当Ｎ元问题的目标分量数未知时，需要先确定问

题的目标分量数．用经典的方法需要Ｏ（Ｎ）的时间复杂
度．至今为止，使用量子计算解决这一问题的方法有两

个：（１）使用量子计数，需要 Ｏ（槡Ｎ）的 Ｏｒａｃｌｅ查询复杂

度［９］；（２）在文献［８，１０］中提出一种逐步测试的方法，

但Ｏｒａｃｌｅ查询复杂度依然在 Ｏ（槡Ｎ／Ｍ）数量级上（这
里Ｍ为目标分量的数量）．即使获得了目标分量的数
量，也无法精确的获得最优的迭代次数．可以看到这两
种方法都造成了非常大的开销．到目前为止对 Ｇｒｏｖｅｒ
搜索算法的研究只给出了搜索空间趋向于无穷大时所

需迭代次数的精确上界．但是这并不等于给出了最佳
的迭代次数，而这又对是否能够以较大概率测量到目

标分量产生了至关重要的影响．因此我们需要一种可
以在Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法迭代到最佳次数时停止的高效的
方法．

本文提出了一种基于判定 Ｘ基下（｜±〉＝｛｜０〉±
｜１〉｝）特定分量相位的正负性的新 Ｇｒｏｖｅｒ算法．新算
法只需要多一个可逆门和一次Ｏｒａｃｌｅ调用，就可以在目
标分量未知时仍然可以以最高的概率测量出目标分量．

２　准备知识
　　Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法是由一组酉算子的迭代运算组成．
可以简单的由下图表示［９］：

当ｎ个量子比特初态｜０〉ｎ经过门Ｈｎ后变成ｎ量
子均匀叠加态，具体变换过程由如下公式表示：

｜０〉ｎ
Ｈ
→
ｎ １

槡( )２ｎ ｜０〉＋｜１( )〉ｎ＝１

槡Ｎ
∑
Ｎ－１

ｉ＝０
｜ｉ〉（１）

其中Ｎ＝２ｎ．令｜ｓ〉表示初态的均匀叠加态．Ｕ算子由一
个Ｏｒａｃｌｅ决定解（即用一个函数可以表达出解）和一个
Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子来增加解的概率．

如图２所示的Ｏｒａｃｌｅ算子令所求目标分量相位翻
转：Ｏｒａｃｌｅ＝Ｉ－２｜φ〉〈φ｜；Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子通过简
单计算可以得到如下表示：

Ｇｒｏｖｅｒ＝Ｈｎ ２｜０〉〈０｜－( )ＩｎＨｎ

＝２Ｈｎ ｜０〉〈( )０｜ｎＨｎ－ＨｎＩｎＨｎ

＝２｜ｓ〉〈ｓ｜－Ｉ （２）

６７９２
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设一共有Ｍ个目标分量，将均匀叠加态作为初值，

经过Ｔ＝ π
４

Ｎ
槡Ｍ 次Ｕ算子的迭代后，对叠加态进行

Ｚ基投影测量就有至少１２的概率得到目标分量．这里要

注意到的事实是，当迭代次数高于 Ｔ或者低于 Ｔ时，都
可能会降低最终得到目标分量的概率，而Ｔ又依赖于目
标分量的个数Ｍ．那么当不知道目标分量的个数 Ｍ时，
就无法获得合适的迭代次数，可能导致得到目标分量

的概率明显降低．
在文献［９］中给出了一个Ｍ未知时的解决方案．使

用Ｇｒｏｖｅｒ迭代和基于量子Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的相位估计计数
相结合的方法来对Ｍ进行量子计数，可以在 Θ 槡( )Ｎ次
Ｏｒａｃｌｅ查询复杂度下，以 Ｏ 槡( )Ｍ 的精度得到 Ｍ的值．
在文献［８，１０］中提出了另外一种方法：先给出一个足
够大的 ｋ作为目标分量数量，然后使用 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算
法，如果算法失败则降低 ｋ的值．毫无疑问这个方法需
要调用多次Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法，因此Ｏｒａｃｌｅ查询复杂度依
然是Ｏ 槡( )Ｎ．

３　迭代次数自适应的Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法
　　每次进行 Ｇｒｏｖｅｒ算子迭代后，目标分量的幅度都
会发生变化．且可以证明运行最佳迭代次数，目标分量
的幅度都会增加，而目标分量的幅度直接影响最终测

量出结果的概率．因此可以通过判断目标分量幅度是
否已经最大化，控制Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法的迭代次数．

定理１（搜索次数定理）　Ｔ＝ π
４

Ｎ
槡Ｍ 是 Ｇｒｏｖｅｒ

搜索算法的运算次数上界，当满足 Ｍ ＜＜Ｎ时正好让目
标分量的幅度首次达到最大值．

证明：假设一共有 Ｎ个分量，其中 Ｍ个为目标分

量．那么可以将目标分量定义为｜β〉≡ １

槡Ｍ
∑
ｘ
｜ｘ〉．一

般分量定义为｜α〉≡ １

槡Ｎ－Ｍ
∑
ｘ′
｜ｘ′〉．因此初态可以

重新定义为｜ψ〉＝ Ｎ－Ｍ
槡Ｎ ｜α〉＋ Ｍ

槡Ｎ｜β〉．将每次 Ｕ算
子的迭代看成在以｜α〉相位为横坐标和以｜β〉相位为纵
坐标的直角坐标系上的一次旋转．根据 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算

法，设初始角度为
θ
２，即 ｓｉｎ

θ
２＝

Ｍ
槡Ｎ，那么每次旋转 θ

角．因此可以将初态表示为｜ψ〉＝ｃｏｓθ２｜α〉＋ｓｉｎ
θ
２｜β〉

（这里需要注意到一个事实是：Ｏｒａｃｌｅ算子作用在初态
上的作用是将平面坐标系上的向量以横坐标做了一次

反射，而Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子的作用是将这个反射过
的向量再以｜ψ〉做反射，因此每次增加的角度都是初始
角度的２倍［７］）．从而，迭代 ｋ次 Ｕ算子以后 Ｕｋ｜ψ〉＝

ｃｏｓｋθ＋θ( )２ ｜α〉＋ｓｉｎｋθ＋θ( )２ ｜β〉．注意到目标分量的
幅度为 ｓｉｎｋθ＋θ( )２ ．那么显然目标分量相位首次达

到最大值的时候是当 ｋθ＋θ２≈
π
２．当 Ｍ ＜＜Ｎ，可以认

为
θ
２足够小，即当运行次数ｋ≈

π
２θ时目标分量相位首

次达到最大值．且当Ｍ ＜＜Ｎ时，有 θ２≈ｓｉｎ
θ
２＝

Ｍ
槡Ｎ，因

此
π
４

Ｎ
槡Ｍ ≈ π

２θ
．因此 Ｇｒｏｖｅｒ算法执行的次数

正好使得目标分量相位首次达到最大值．
定理２（均值反演定理）　经过均值反演算子作用，

叠加态所有分量的相位之和首次变为负值时目标分量

的概率幅首次达到最大值．
证明：定义一个一般的量子叠加态为 ｜φ〉≡

∑
ｉ
αｉ｜ｉ〉，其中假设 αｉ满足归一化．当 Ｏｒａｃｌｅ算子作

用后即可获得新状态｜φ′〉＝∑
ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ｜ｉ〉．为了研

究目标分量相位的变化，可以将目标分量（即令 ｆ（ｉ）＝

１）表示为∑
ｉ′
－αｉ′｜ｉ′〉，一般分量表示为∑

ｉ″
αｉ″｜ｉ″〉．现

在将Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子作用在新状态｜φ′〉上：

（２｜ｓ〉〈ｓ｜－Ｉ）∑
ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ｜ｉ〉

＝
２∑

ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ〈ｉ｜ｉ〉］

Ｎ ∑
ｉ
｜ｉ〉

－ ∑
ｉ′
－αｉ′｜ｉ′〉＋∑

ｉ″
αｉ″｜ｉ″( )〉

（３）

注意到
∑
ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ〈ｉ｜ｉ〉

Ｎ 其实就是所有分量相位的

均值，因此可以表示为〈α〉．继续演算：

＝∑
ｉ′
２〈α〉｜ｉ′〉＋∑

ｉ″
２〈α〉｜ｉ″〉

(－ ∑
ｉ′
－αｉ′｜ｉ′〉＋∑

ｉ″
αｉ″｜ｉ″ )〉

＝∑
ｉ′
（２〈α〉＋αｉ′）｜ｉ′〉＋∑

ｉ″
（２〈α〉－αｉ″）｜ｉ″〉（４）

现在我们考察目标分量的相位变化［７，８］：α′ｉ′＝
２〈α〉＋αｉ′

当初始状态为均匀叠加态时，且目标分量的数目Ｍ

≤Ｎ２，可以很容易发现第一次运算的均值一定非负（若

７７９２
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不满足Ｍ≤Ｎ２，则可以直接猜一个解也有大于
１
２的概

率），而且目标分量前的相位也为正．
每次Ｕ算子运算后，当均值〈α〉为正时目标分量相

位αｉ′的相位值都必然会增加．显然当〈α〉首次变化为负
值时停止算法可以令 αｉ′ 达到最大值．而〈α〉＝

∑
ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ〈ｉ｜ｉ〉

Ｎ ，因 此 〈α〉的 负 号 就 由

∑
ｉ
（－１）ｆ（ｉ）αｉ所决定．所以可以得到经过 Ｏｒａｃｌｅ算子

后叠加态所有分量相位之和首次变为负值时目标分量

幅度首次达到最大值．
定理３（相位和定理）　叠加态分量 Ｚ基下相位和

正负性由 Ｘ基下的｜＋＋… ＋〉分量相位正负性所
决定．

证明：这个结果可以很容易的通过变换基底获得．
假设初始基底为Ｚ基，即｛｜０〉，｜１〉｝基．那么一个 ｎ量
子比特的叠加态总是可以表示为：

　　　（α００｜０〉＋α０１｜１〉）（α１０｜０〉＋α１１｜１〉）…
（α（ｎ－１）０｜０〉＋α（ｎ－１）１｜１〉） （５）

计算这个叠加态的相位和为：∏
ｎ－１

ｉ＝０
∑
１

ｊ＝０
αｉｊ．

现在将Ｚ基转化为 Ｘ基，即｛｜＋〉，｜－〉｝基，某一
量子比特的转换公式可如下表示：

　　　（αｉ０｜０〉＋αｉ１｜１〉）→
１

槡２
（（αｉ０＋αｉ１）｜＋〉＋（αｉ０－αｉ１）｜－〉） （６）

注意到第ｉ个｜＋〉的相位为１

槡２
∑
１

ｊ＝０
αｉｊ，则｜１＋＋… ＋〉

的分量相位为
１

槡
( )２

ｎ

∏
ｎ－１

ｉ＝０
∑
１

ｊ＝０
αｉｊ．显然

１

槡
( )２

ｎ

不影响正负

性，因此将 Ｚ基转化为 Ｘ基后｜＋＋… ＋〉的分量相位
正负性就是Ｚ基下的所有分量相位和的正负性．

由于相位正负性可以估测［２２，２３］，所以使用相位检

测门Ｐｈａｓｅ门，输入为需要进行相位判断的叠加态和一
个辅助比特｜ψ〉｜β〉．经过 Ｐｈａｓｅ门后，叠加态｜ψ〉不
产生变化．辅助位根据叠加态在Ｘ基下｜＋ ＋… ＋〉分
量前相位 ｜＋ ＋…＋〉正负性进行运算：当 ｜＋ ＋…＋〉为正
时不做任何操作，否则翻转控制端．显然此电路为可逆
电路．Ｐｈａｓｅ门可以由图３所示的线路所表示：

将这个电路加入到 Ｇｒｏｖｅｒ算法电路的 Ｕ算子中，

令｜ψ〉为经过Ｏｒａｃｌｅ算子的叠加态，令｜β〉＝｜０〉．

如图４所示，每迭代一次 Ｕ算子时，都在运行 Ｏｒａ
ｃｌｅ算子后对辅助位进行一次测量再决定是否进行
Ｇｒｏｖｅｒ均值反演算子的计算．当测量结果为｜０〉时继续
进行算法迭代，当测量结果为｜１〉时结束算法．由此嵌
入Ｐｈａｓｅ门后的 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法可以自适应的控制 Ｕ
算子迭代次数．

当测量结果为｜１〉时，｜＋ ＋…＋〉≤０．根据定理三可

知当｜＋ ＋…＋〉≤０时，叠加态∑
ｉ
αｉ｜ｉ〉的相位和∑

ｉ
αｉ

≤０，又根据定理二可知相位和首次发生正负性变化时，
目标分量的幅度达到最大值．虽然多调用了一次 Ｏｒａ
ｃｌｅ，但是Ｏｒａｃｌｅ的作用仅仅在于将目标分量相位取反，
幅度并没有变化．因此当测量结果为｜１〉时，目标分量
的幅度达到最大值．相对于原 Ｇｒｏｖｅｒ算法，本文所展示
的算法只增加了一个门电路，且只增加一次Ｏｒａｃｌｅ查询
次数，查询渐进复杂度没有增加．

在定理１中使用了条件Ｍ＜＜Ｎ，当这个条件不满足的

时候，由于
θ
２＜

π
２，所以

θ
２＞ｓｉｎ

θ
２，因此

π
４

Ｎ
槡Ｍ ＞

π
２θ

，即
π
４

Ｎ
槡Ｍ 并不是最佳迭代次数，而是大于

最佳迭代次数．实际上，这个条件在多目标的情况下不
满足的可能性很大．即使是在单目标的情况下，当 Ｎ不
足够大时，也不能以最佳迭代次数停止算法．实际上由
于Ｇｒｏｖｅｒ迭代计算的是均值，因此当 Ｍ为 Ｎ的一个因

子时，其最佳迭代次数和搜索空间为
Ｎ
Ｍ的单目标搜索

最佳次数是相同的．但是迭代次数自适应的算法不需
要满足Ｍ ＜＜Ｎ条件，总是可以在目标分量幅度值最大
时停止迭代．下面对原始的 Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法（即迭代次

数固定为
π
４

Ｎ
槡Ｍ ）和迭代次数自适应的 Ｇｒｏｖｅｒ搜

索算法在搜索空间较小的情况下进行了仿真实验：

如图５所示，在不满足 Ｍ ＜＜Ｎ的条件下使用迭代

次数
π
４

Ｎ
槡Ｍ 总是比自适应算法迭代次数要多，因

８７９２
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此原算法测量到目标分量的概率也就会相应的降低．
如图６所示，在Ｎ较小时，测量到目标分量的概率远低
于自适应算法，但是随着 Ｎ逐渐变大，两种算法得到的
概率渐渐相等，即在 Ｍ ＜＜Ｎ的情况下，两种算法测量
到目标分量的概率会相等．

４　小结
　　Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法是一种效率极高的无结构数据库
量子搜索算法，在经典最好的算法基础上进行了二次

加速．Ｇｒｏｖｅｒ搜索算法是一组酉算子的迭代，其迭代的
次数直接影响了最终测量出目标分量的概率，无论是

大于或者小于最优次数都有可能导致概率降低．而最
优次数的计算依赖于目标分量的数量 Ｍ，当 Ｍ未知时
将很难以很高概率测得目标分量．在以往的解决方案
中，有利用量子计数和逐步探测等方法在 Ｍ未知的情

况下进行Ｇｒｏｖｅｒ计算．但是这些方法至少需要Ｏ 槡( )Ｎ
的Ｏｒａｃｌｅ查询次数，并且只能以一定概率逼近Ｍ的值．

本文提出了一种在Ｍ未知时运行 Ｇｒｏｖｅｒ算法的解
决方案．利用判断经过 Ｏｒａｃｌｅ后叠加态相位和的正负
性，自动控制Ｇｒｏｖｅｒ算法酉算子的迭代次数，可以精确
在目标分量概率达到最大值时停止算法，并且只加入

了一个进行相位判断的门电路，只增加一次Ｏｒａｃｌｅ查询
次数．不仅如此迭代次数自适应的 Ｇｒｏｖｅｒ算法在搜索
空间较小时会获得更高的概率测量到目标分量．在近
几年来有许多学者对 Ｇｒｏｖｅｒ算法进行了改进，增加测
量出目标分量的概率并减少Ｏｒａｃｌｅ调用的次数．这些改
进算法并没有改动均值反演算子这个核心，因此本文

所述的方法均可以用于这些改进算法．
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