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摘  要：材料的结构性具有普遍性，材料的结构性研究是目前这一领域的研究难点和重点问题。材料结构状态集

合分析理论是研究材料结构性问题的一种新的方法。材料结构状态集合分析理论是以材料结构的状态集合为研究

对象，以材料的微结构元集合为基础，通过对材料微结构元配分函数的分析，建立起材料宏观层面上的材料结构

状态集合函数方程，得到材料的整体宏观性能描述方法。根据对材料结构的宏观强度、材料结构的刚度和材料几

何状态的变化，建立了材料结构状态集合函数的控制方程；通过材料微结构元集合的分布状态分析，建立了材料

不同结构状态下的微结构元的配分函数方程；在对微结构元组构关系分析的基础上，建立了微结构元的具体分析

方法和宏观参数之间的关系；讨论了材料结构状态集合分析理论下的若干理论问题及今后需要做的工作。 
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Abstract:  The structural properties of materials are universal. The structural study of materials is a difficult and 

important problem in this field. The theory of state set analysis of material structure is a new method to study the 

structural problems of materials. The theory of state set analysis of material structure is based on the collection of 

the state of material structure and the microstructure element set of material. Based on the analysis of the 

distribution function of the microstructure element of material, a set function equation of the state of material 

structure at the macro level is established. According to the macroscopic strength of material structure, the 

stiffness of material structure, the change of the geometrical state of material and the control equation of the state 

set function of material structure are established. By the analysis of the distribution state of the micro structure 

element of material, the partition function equation of the micro structure of material is formed. On the basis of 

the analysis of the micro structure element, the relationship between the micro structure and the macro structure 

parameters is established. Some theoretical problems in state set analysis of the material structure and the required 

future work are discussed. 
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材料的结构性具有普遍性，是材料的一般性特

征。材料的结构性可以理解为材料的非均匀特性，

这种非均匀性即有材料物理性能方面的非均匀性，

也包括材料在空间分布上的非均匀性，这种非均匀

性对材料的力学性能有着重要的影响。 

材料的结构性可分为规则结构性和非规则结

构性。规则结构性材料的典型是晶体材料，这方面

的研究工作相对比较成熟[1―2]。对于非规则结构性

材料的典型就是岩土材料，而研究岩土材料最基本

的理论目前主要是经典弹塑性理论及相关理论，但
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经典弹塑性理论是建立在均匀、连续、各向同性和

无限可分基础上的，这和强结构性材料岩土材料的

特性相差甚远。也可以认为，经典弹塑性理论所研

究的材料模型是一种无结构的材料模型，将此用于

研究结构性材料不可避免地会出现一些问题。郑颖

人等[3]对经典塑性力学用于岩土类材料存在的问题

进行了总结。岩土材料具有高度的离散性，很多特

征都难以用现有的连续体力学理论予以解释，如在

低围压下粗粒土的应变软化特征、剪胀(缩)性、剪

切试验中的剪切带现象、模拟试验中观察到的力链

现象、粗粒土蠕变性的力学意义、试验中的不确定

性等等。土颗粒间相互位置排列和粒间作用力对于

粗粒土的力学性质有重要的影响。为了解决材料的

结构性，特别是对于岩土材料的结构性问题，许多

学者在理论与实验方面都做了大量的工作。在理论

上，将建立结构性材料模型作为 21 世纪土力学的

核心问题[4―6]。到目前为止，结构性材料模型的研

究，仍然方兴未艾，百花齐放，未能有统一的认识。

沈珠江等[7―18]提出过复合体模型、堆砌体模型以及

统一变形模型基础上发展的岩土破损力学模型；另

外类似的经过各种的修正的材料结构模型也非常

之多[19―23]。在实验方面，许多学者针对不同类型的

岩土材料进行了大量的探索性工作，并引进了许多

先进的技术实验手段[24]，以期更深入地了解和掌握

结构性材料的性能变化特征。鉴于结构性材料的性

能与材料的微观特性密切相关，而微观结构的变化

在实验中进行系统观察存在很大的难度，有不少学

者采用离散元的方法进行数值分析和模拟，以期更

系统地掌握结构性材料的特性。在对现有理论模型

和实验考察的基础上，考虑到经典弹塑性理论应用

于结构性材料的局限性，从材料结构状态集合的思

想出发，卫振海、王梦恕、张顶立提出了材料结构

全状态理论[25―26]。这一理论将材料结构的宏观参数

归结为三个方面：材料结构的强度、结构的弹性模

量和结构几何状态。由此三个参数来描述结构性材

料的整体宏观特性。本文根据这一理论的基本思

想，从材料的基本构成要素出发，建立了材料微结

构元构成的配分函数和微结构元的分析方法，从而

解决了材料结构状态集合分析理论中的状态集合

函数控制方程中能量密度函数与材料微结构参数

的关联问题，使影响材料结构状态集合函数的宏观

参数与微结构参数建立起了联系，并由此得到了一

些新的概念和结论。至此，材料结构状态集合分析

理论形成了一个较为完整的框架体系。 

1  材料结构状态集合分析理论的 
基本思想、概念和方法 

材料结构状态集合分析理论在总结疏理现有

各种理论模型和实验的基础上，形成了相对特有的

思路、概念和方法。 

1.1  基本思路 

材料结构状态集合分析理论的基本思想主要

由以下三个方面组成： 

1) 对材料的基本认识 

材料的结构性具有普遍性。对于一般意义上的

材料，可以这样认为：材料由均匀向非均匀方向发

展，材料结构性也逐渐增强。这个过程可以根据非

均匀性发展的程度分为三个阶段：在第 1 阶段，主

要形成大小不一、形态各异的非均匀的小区域，小

区域之间虽然性能不一致，但在几何上仍然是连续

的。这些小区域可以称为区畴；第 2 阶段，非均匀

性继续发展，主要是在几何方面形成了大小不一，

长短不一，很明显的裂隙。这些裂隙从几何上将材

料的连续性破坏，形成了一些非连续的区域或方

向，这时的裂隙可以称之为节理；第 3 阶段，裂隙

的进一步发展和贯通，将连续一体的材料分隔为大

大小小的块体或颗粒。这些块体和颗粒可以在外部

力的作用下，发生相对运动。当然实际的材料形成

的过程可能更为复杂，如土的形成，就可能是各种

不同性质的颗粒堆积而成。但他们的状态总可以归

结为以上三种情况的一种或他们的组合。根据以上

三种情况，可以将材料简化为三种模型： 

材料区畴模型. 这一类材料，在受到外部作用

时，材料整体上始终保持一种连续的状态，极少甚

至不会出现裂缝等现象。但在材料内部的力学性质

或密度等物理性质是不均匀的，形成许多各自性质

不同的小区域。由于这些力学或物理性质不同的小

区域的存在，使材料的整体性能受到影响。对于这

类材料的性能用区畴材料模型来描述。区畴材料模

型的本质是用各个不同物理和力学性能的区畴来

描述材料的结构性。 

材料节理模型. 材料节理模型与材料区畴模

型相比，是用来描述当材料中存在一系列长短不一

的裂缝时的材料性能。由于大量裂缝的存在，材料

的连续性受到破坏，材料的结构性也由此产生。对

于节理材料模型，裂缝的几何形态分布、裂缝间的
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材料性能和由于裂缝存在形成的组构关系形态是

描述材料结构性的主要参数。材料节理模型对于岩

石材料是非常接近的描述模型。岩石中存在的大量

裂缝，也称为节理，其分布情况对材料的性能有着

极大的影响。对于一些易于开裂的材料，材料节理

模型是研究其性能的一个重要的、比较接近的材料

结构模型。 

材料颗粒模型. 材料颗粒模型认为材料是由

大小不同、形态不同、相互作用关系也不同的大量

颗粒组成。材料的结构性受颗粒之间的连接性能、

颗粒连接的分布和颗粒连接构成的组构关系等影

响。材料颗粒模型在宏观上用材料的结构状态来描

述材料的结构性能，而材料的宏观结构性能又由颗

粒尺度上颗粒所构成的结构状态所决定。 

三种材料模型从材料性能或几何形态上讲，是

一个渐变的过程。区畴材料模型所描述的材料只是

材料性能在小区域上的不均匀性，材料的几何形态

仍然保持着连续性。材料节理模型描述的材料中存

在大量裂缝或称为节理，将材料的连续性破坏，导

致材料的不均匀性或宏观上的结构性，但材料分离

的程度还是非常有限的。材料颗粒模型则是认为材

料由一系列相互独立的颗粒所组成，材料之间的连

续性已完全不存在。材料受到外部作用时，颗粒的

移动、转动及分离是其主要特征。材料颗粒模型是

最为复杂的模型，但正是由于其复杂性，也是最能

反映材料结构性的模型。大多数的材料，经过一定

程度的简化，都可以用材料颗粒模型来描述。 

对于材料颗粒模型，影响材料宏观性能的主要

由颗粒的物理及几何性能、颗粒间的连接性能和颗

粒构成的组构关系三个因素决定。而这三个因素即

可独立的影响材料的宏观性能，相互之间又可能产

生影响。颗粒的物理及几何性能是影响材料宏观性

能的基础，颗粒间的连接性能决定着颗粒材料的极

限承载力或强度，颗粒的组构关系往往对颗粒材料

的宏观性能特别是几何状态的变化有着不可忽视

的影响。 

对于结构性材料的变形或应变，在宏观上主要

由两部分组成：一部分是材料结构本身的弹性变形

或应变，另一部分是材料组构状态的变化而引起的

变形，这一部分在宏观上可以认为是塑性变形。 

2) 状态集合和弹性核的思想 

材料结构状态集合分析理论认为，任何材料从

基本构成来讲，都存在着一个基本要素集合，这一

要素集合反映了该材料的力学基本性质，是这一材

料的基本代表特征。基本要素集合可以有：基本体

要素集合，如颗粒可以构成材料的基本体要素，颗

粒由其形态不同，而构成特定的颗粒体要素集合；

微结构元要素集合，由若干颗粒构成各种类型的结

构元形态，所有微结构元形态构成特定材料的微结

构元要素集合。特定的结构性材料，必然存在着特

定的微结构元集合。这些特定的微结构元通过一定

的可能的组合比例关系，也就是在一定的配分函数

下，形成特定的结构状态。随着比例关系或配分函

数的变化，材料构成了许多不同的结构状态，所有

这些结构状态的整体，就构成了结构状态的集合。

材料的某种结构状态将反映材料在这一状态的特

性，所有状态的集合反映出的特性，将是材料的整

体特性。这一由材料状态集合而决定的材料整体特

性，是材料本身特性及属性的反映。 

材料结构的特定状态，决定材料抵抗外部影响

的能力，如抵抗外部荷载的能力，这就是材料的结

构强度。在这一状态下，当外部荷载不超过材料的

结构强度时，材料结构在宏观上认为处于弹性状

态。因此，也就存在着材料的结构弹性模量。当外

部荷载超过了材料的结构强度时，材料的结构状态

将发生变化，从一种状态转变为另一种状态。新的

结构状态也存在着结构强度和结构弹性模量。也就

是说，每种结构状态都会存在着相应的结构强度和

结构弹性模量。所有结构状态的结构强度构成了一

个强度面，在强度面之下就存在着保持弹性的结构

状态弹性集合，这个集合处于结构强度面之内，所

以可以认为是材料的一个弹性核集合。在弹性核集

合的内部，材料的结构是不会改变的，在弹性核集

合的边界上是材料结构的强度面。在材料结构的强

度面上，材料结构将发生变化也就体现为材料宏观

上的塑性状态和变形。由于材料的结构状态与材料

的几何状态有关，所以材料结构强度面同样受到几

何状态参数的影响。 

3) 分析问题遵循的原理 

根据对材料结构性的认识，材料的结构状态是

由一系列的基本微结构元组成，而基本的微结构元

又由一系列结构要素形态组合而成。而材料的整体

性能由材料的结构状态集合所决定，材料的结构状

态又由材料的微结构元集合所决定，材料的微结构

元性能又进一步受材料的基本要素集合的影响。在

这由低一级的单元向高一级的状态过渡时，材料的
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各级状态形成应遵守一些基本的原理，这主要有以

下几个方面： 

最小能量原理. 材料结构状态的特征可以由

三个参数来描述：材料结构的强度、结构弹性模量

和材料结构几何状态(组构形态)。由这三个参数描

述的材料结构弹性核集合边界面，是材料保持其结

构状态稳定的最小曲面，也就是说材料结构弹性核

集合边界面是一个紧曲面。在这一曲面上，任意两

点代表了材料结构的两种状态。由于这时材料结构

已达到其最大强度(进入结构的塑性状态)，从一种

状态过渡到另一种状态时，是需要消耗能量的。我

们认为要实现这种变化，一个系统总是以最小的能

量消耗代价来完成(当有其约束条件时，要考虑约束

条件的影响)，这一概念就是最小能量原理。 

最大熵原理. 结构性材料的宏观状态，可以由

不同形态微结构元按某种概率分布构成，而概率分

布函数应该由材料受到环境约束后，自身微结构元

演化特性所决定。微结构元的不同组合，类似于统

计物理中的微态，其出现的概率由组合的方式所决

定，总是按最可几状态出现。因此可以认为，材料

结构状态的变化规律有条件地遵守玻尔兹曼的最

大熵原理，这里的条件就是各种不同环境的约束。

对于玻尔兹曼熵原理有： 

lni iS k p p               (1) 

这里 ip 为微态的概率。 

根据此原理，材料的状态在受到强度、弹性模

量和几何状态等宏观条件约束的情况下，其熵值应

取最大值，由此形成的微状态分布，应是系统演化

的最终状态。对于不同的物理系统达到最终状态的

时间是不一样的，特别是对于固体的结构性材料，

这一过渡过程可能需要较长的时间，甚至是很长时

间。因此，由最大熵原理决定的状态分布，是一个

理论上的结果和结构演化的趋向。对于固体材料，

颗粒或结构的演化受到许多条件的限制，将这些条

件恰当地描述出来，对于求得随时间演化的状态分

布是更接近于实际情况(这将另文进行讨论)。这时

方程应该是： 

max[ ] ln ,

,

i i

i

S k p p

K u

  







目标函数

约束条件
    (2) 

系统向最终状态的演化过程是时间的函数，可

以归结为动力学问题，这时的约束条件应该和时间

有关。 

微结构元集合存在原理. 根据材料结构状态

集合分析理论的思想，认为任何材料的结构性都存

在其特定性，这种特定性是由其构成的基本要素所

决定，而基本的要素构成的微结构元集合也同样带

有基本要素所赋予的特征。也就是说，任何特定的

材料结构的状态集合，都可以找到一个构成所有这

些状态的基本结构元集合。这实际上是假定无论材

料的结构形态怎样变化，总是可以用这个集合中部

分或全部单元按某种方式组合而成(图 1)。 

 
图 1  微结构元集合 

Fig.1  Micro structure element set 

1.2  几个重要概念 

材料结构状态集合分析理论在分析结构性材

料时，形成了一些新的重要概念，这些概念是这一

理论的基础。这主要包括材料结构状态集合函数、

材料结构配分函数、结构元集合、统计域等。 

1) 材料结构状态集合函数 

材料结构在宏观上可以由材料结构的强度、结

构弹性模量和结构几何状态三类参数来描述。由于

从力学角度上讲，任何材料结构的强度都是有限

的，因此材料结构存在着一个由材料结构强度限定

的域值。从结构状态集合上讲，由材料结构强度所

限定的域值所决定的存在一个具有统计意义上的

包裹材料弹性内核的曲面。这一曲面是材料结构的

强度随材料结构弹性模量和材料结构几何状态的

变化而形成。曲面包括了材料结构的所有可能的状

态，如果这一曲面可以用一函数来进行描述，则将

其称为材料结构的状态集合函数。 

当材料的结构几何状态参数采用组构应变(也

就是宏观上的塑性应变)来描述时，材料结构状态集

合函数是在由应力、刚度和应变多变量构成的相空

间中的函数。在一般意义上是一多维曲面(超曲面)，

其曲面特征是特定材料性能的整体反映。由于这一

函数包括了材料结构的所有可能状态，因此材料的

所有可能的变化均必然反映在这一函数曲面上。因

整体集合 

状态 1 集合 

状态 2 集合 

A

B

H

Q

M
N

G
E F

D

C

A 

B 

H M 

Q 

E F
G

Q

N
M



 工    程    力    学 5 

 

此，材料结构的任何变化所引起的应力强度、材料

刚度和几何应变都是必然位于这一函数曲面上，这

一点在后面的分析中会有更为具体的描述。 

2) 材料结构配分函数 

结构性材料的力学性能，根据材料结构状态集

合分析理论认为，在构成材料结构的微结构元集合

和特定材料结构状态下，材料微结构元的分布比例

及微结构元间的相互作用决定了材料的宏观性能。

材料的特定结构状态是由构成这一材料的微结构

元集合中的部分或全部微结构元类型按照某种特

定比例组合而成，这一组合比例也称为分布，或称

为材料结构的配分函数。不同的材料结构状态其配

分函数不同，材料结构配分函数反映了不同微结构

元在特定状态下的比例分布情况，这一函数的变化

在宏观上会影响到材料的性能， 

由于结构性材料的复杂性，对于一般结构性材

料，微结构元的组合及其比例关系具有随机性，这

是结构性材料的重要特征。为了能有效地描述和反

映这一特征，可以用不同类型微结构元配分函数来

描述这一特征。设在空间某一点上，某一形态的微

结构元存在的配分函数为： 
( )f f Z,S                (3) 

这里 Z和 S分别是材料微结构元的空间坐标和

微结构元向量参数。在这里无论是空间向量参数，

还是微结构元向量参数，为了分析上的方便，假定

为可以连续变化的量。 

根据微结构元的分布概率(配分函数)，材料的

宏观特性将会随这一分布的变化而变化，也就是

说，材料的宏观特性将是微结构元分布概率的函

数。因此，不同材料的结构状态，就变换为微结构

元不同形态的概率分布函数的变化。也就是不同的

概率分布函数形态，将代表着不同的材料结构状态。 

3) 微结构元集合 

根据材料结构状态集合分析理论的思想[25―26]，

材料结构的演化是所有可能的结构状态的集合。将

这一思想应用于此，在材料所有可能形态变化中，

将最小的不必再划分的微结构形态抽取出来，以此

作为材料各种结构状态的基础。这些构成所有材料

结构可能状态的基本单元的总体，就构成了该材料

的微结构元的集合。也就是说，无论材料的结构形

态怎样变化，总是可以用这个集合中部分或全部单

元按某种方式组合而成(图 1)。 

 

微结构元集合或称微元集合，集中了特定材料

所有可能的在材料宏观形态下，存在的最小微结构

形态的所有形态。所谓材料的结构状态，就是这些

微结构元按照某种分布和组合而形成，同时在宏观

上表现出不同的状态特征。微结构元集合的思想，

将复杂的结构性材料的构成(或不同的结构状态)，

抽象为由一组基本单元结构按照一定的组合而形

成。或者反过来讲，认为任何结构性材料总是存在

着一组构成其整体的微结构元集合。对于特定的材

料，存在特定的微结构元集合，与材料的状态无关，

只与材料的种类有关。从某种意义上讲，材料的微

结构元集合，反映的是该种材料的特征之一。不同

的材料，其微结构元集合不同，可以认为是区别材

料类别的一项重要指标。(这一思想可用于研究结构

性材料的分类，通过观察、实验及理论分析，建立

一种材料分类的新方法，这对于区分材料的不同力

学性质具有特殊意义)。 

材料微结构元集合实质是构成材料结构状态

的最小力学单元类型的总体，他是构成特定结构状

态的基础，他的力学特性将影响到材料特定结构状

态的宏观力学性能。微结构元集合的观点是将构成

材料基本要素的物理和几何特征用力学方法来描

述，是建立起材料基本要素和材料宏观力学量之间

关系的过渡环节。 

4) 统计域 

经典弹塑性力学的材料模型是均匀、连续、无

限可分，也就是可以研究一个没有空间大小的点的

材料性能，但对结构性材料来讲，这一模型已不能

适应。结构性材料一般具有一定的微结构特征，微

结构的尺度一般不具有无限小的特性，材料的性能

受微结构的影响比较大，分析问题的尺度受到一定

的限制。因此，在材料结构状态集合分析理论中，

是通过引入一个一定空间区域来研究材料的结构

性能。这个空间范围区域的大小要满足能在此区域

上获得材料微结构的具有统计意义的宏观参数，因

此这一区域称为统计域。 

在实际问题的分析中，观察的尺度是根据分析

问题的目的设置的，分析的目的不同，可能需要不

同尺度上的观察点。对于一般结构性材料的力学问

题分析，特别是根据材料结构状态集合分析理论，

一般更多关心的是其强度、弹性模量和材料结构的

变形特征。当研究问题的关注点是材料结构性时， 
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其观察尺度是由问题的宏观尺度和微结构的微观

尺度决定的，统计域就是建立起宏观尺度和微结构

尺度之间关系的一个区域。这个区域在宏观尺度上

要能代表接近于某点材料的宏观性能参数，在微结

构尺度上要能将微结构的性能以统计的特性反映

出来。具体来讲，就是统计域的尺度应能很好的消

除由于尺度效应所产生的对宏观特性分析的影响。 

1.3  基本方法 

材料结构状态集合分析理论的分析方法主要

包括三大部分：材料结构状态集合函数的控制方

程、材料结构配分函数方程和材料微结构元分析 

方法。 

1.3.1  材料结构状态集合函数的控制方程 

材料结构状态集合分析理论认为，由材料结构

强度、材料结构弹性模量和材料的组构(塑性)应变

三组参数描述的材料结构状态，对于特定的结构性

材料认为三者之间构成一函数关系——材料结构

状态集合函数。目前为止，我们尚无法直接由理论

上得到这一关系的显式表达式，但可以根据最小能

量原理得到其控制方程(某种约束条件下)。 

1) 基本假定 

为了求得材料结构状态集合函数的具体形态，

作如下假定： 

① 材料结构状态集合函数参数由材料结构的

强度、刚度和结构状态几何应变组成； 

② 材料结构状态集合函数曲面是材料保持可

能的结构状态的极限面(最大面)，也可以认为是弹

性核的包络面； 

③ 结构状态的约束量受弹性应变能密度变化

的影响； 

④ 材料的结构强度、刚度和结构状态的几何

应变可以表达为参数形式。 

2) 分析模型 

设材料的结构状态可以表达为如下形式： 

( )

( ) , , , , 1,2,3

( )

ij ij

ijkl ijkl

ij ij

D D i j k l

 

 

 


 
 

S

S

S

     (4) 

其中 1 2 3[ , , , , ]ns s s sS  ， 1 2 3, , , , ns s s s 为材料结

构参数。 

为了书写上的方便，将式(4)中的各分量按一定

秩序进行排列，并规范化以消除量纲的影响，令： 

2 3

4

( ), ( 1)

( ), ( 1) 9
,

3 ( 1) 3 ( 1)

( ), ( 1) 9 3

m ij

m ijkl

m ij

m i i j

D m i i j

k l

m i i j

 



 

   


     


  
      

S

S

S

 

, , , 1,2,3i j k l   (5) 

这样就有： 
( ), 1,2 ,m m m n  S ,       (6) 

3) 状态集合函数方程 

考虑由式(6)构成的广义曲面的面积为： 
Tdet( )dA



  J J           (7) 

其中：为结构参数 S定义的广义区域； Tdet( )J J

为行列式，J的具体形式如下： 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

m

m

n n n

m n m

s s s

s s s

s s s

  

  

  



   
    
   
     
 
 
   
    

J





   



      (8) 

TJ 为 J的转置矩阵。 

设 材 料 结 构 弹 性 能 密 度 变 化 函 数 存 在

0dU C


  ，一般情况下 ( )ijU U  。这样就得到

泛函表达式： 
T( det( ) )dII U



   J J      (9) 

式中，为待定参数。 

材料结构状态集合函数满足式(9)取极值时的

状态。令： Tdet( )H U J J ，因此有欧拉方程： 

1

0, 1,2, ,
m

i
ji j j

H H
i n

s p 

         
   (10) 

这里 i i
j

j

p
s





。 

又： T

1 1

n n
i ii i
j k

i ij k m mm m

p p
s s

 

  

    
         
 J J  

所以， 

T
1 1, 2 2, ,det( ) 2[ ]l l l

k k m m kl
k

p A p A p A
p


    


J J   

,
1

2
m

l
j j k

i

p A

                   (11) 
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这里 ,j kA 为 Tdet( )J J 的代数余子式。 

因此，欧拉方程又可以写为如下形式： 

,
1

T
1

0, 1,2, ,
det( )

m
l
j j km

i

j j j

p A
U

j n
s








 
      
   




J J
  

(12) 

这就是材料结构状态集合函数曲面应满足的

偏微分方程组，结合边界条件求解该方程，就可以

得到状态集合函数曲面的具体形式。但由于方程组

为高维非线性偏微分方程组，所以一般情况下很难

求得其解析形式的解，只能借助于数值方法。 

如果材料的结构弹性能密度函数可以表达为： 

i iU u f               (13) 

其中， iu 、 if 分别为材料结构的微结构元能量密度

和材料结构配分函数。 

则有， 

,
1 1

T
1

( )

, 1,2, ,
det( )

m
l
j j k i im

i i

j j j

p A u f

j n
s




 



 
     

   

 


J J
  

(14) 

由式(14)可以看到，此方程将材料结构的宏观

参数和材料的微结构元参数联系了起来。但在解此

方程之前，必须先确定材料结构的配分函数和材料

的微结构元的弹性能密度函数。 

1.3.2  材料结构配分函数方程 

结构性材料的形态非常复杂，在两方面表现尤

其突出：一是材料的微观(细观)结构形态，随材料

种类的不同而不同，且有时随外部条件的变化而变

化；二是就整体上讲，材料微观(细观)结构形态的

变化和构成具有随机性。因此，解决这一问题的思

路通过假定材料结构存在一个微结构元集合，各结

构状态是这一集合中的微结构元按某种分布函数

组合而成，这一函数就是材料结构配分函数。 

1) 基本假定 

根据对结构性材料的相关分析及概念，通过以

下假定，建立一个反映材料结构特征的简化的材料

模型： 

① 在材料所有的结构状态变化中，可以找到

一个微结构元的集合，这个集合是构成材料任一结

构状态的基础，是所有可能的结构状态下的全部的

最小结构单元数量的总体； 

② 材料的任何结构形态，可以由一个关于微

结构元在空间上构成的概率密度函数所反映和  

描述； 

③ 材料结构形态的演化遵守在某些宏观约束

条件下的熵最大原理； 

④ 可以通过微结构元力学特性在统计域上的

均匀化得到相应的宏观参数。 

后面将根据以上 4 条假定，建立一般结构性材

料的模型。 

2) 材料结构模型 

根据前面的基本假定，设构成材料的微结构形

态总量为 N，各个形态的结构参数为： 

1 2, , , , ,i NS S S S     (这里 Si为矢量) 

相应的微结构元的强度、弹性模量和几何尺度

为： 
* *

* *

* *

( )

( ), , , , 1,2,3 ; 1,2,

( )

ij ij n

ijkl ijkl n

i i n

D D i j k l n

L L

  
   




S

S

S

  

(15) 

考虑在统计域中的空间位置，也可以表达为： 
* *

* *

* *

( , )

( , ) , , , , 1,2,3 ; 1,2,

( , )

ij ij n n

ijkl ijkl n n

i i n n

D D i j k l n

L L

  
   




Z S

Z S

Z S

  

(16) 
这里 nZ 为空间坐标矢量， ( , , )n n n nx y zZ 。 

并且存在一个概率密度函数： 

0 ( , ), 1,2,n nf f n Z S       (17) 

则对于考察的统计域上存在着强度、刚度和几

何形态的期望值(忽略相邻排列影响，简单均匀化)： 

0 *

1 1

0 *

1 1

0 *

1 1

( , ) ( , ) /

( , ) ( , ) /

( , ) ( , ) /

M N

ij ij n m n m m
m n

M N

ijkl ijkl n m n m m
m n

M N

i i n m n m m
m n

f v V

D D f v V

l l f v V

 
 

 

 


 


  


  








Z S Z S

Z S Z S

Z S Z S

 

 (18) 

式中， 0
ij 、 0

ijD 、 0
il 分别为统计域上的平均值。 

为了将几何状态的变化能用结构变化中的组

构应变 0
ij 表达，设概率密度函数发生一个不太大的

变化，即： 

0 1( , ) ( , )n m n mf f f f  Z S Z S  
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这时就有： 
0
il   

*
1 0

1 1

( , )[ ( , ) ( , )] /
M N

i n m n m n m m
m n

l f f v V
 

   Z S Z S Z S  

*
1 0

1 1

[ ] /
M N

i m
m n

l f f v V
 

                      (19) 

近似的线性应变为： 

0 1

2
ji

ij
j i

ll

l l


 
    

 
 

* *
1 0 1 0

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

[ ] [ ]
1

2

M N M N

i m j m
m n m n

M N M N

j m i m
m n m n

l f f v l f f v

l f v l f v

   

   

 
       

  
  

 

 
 

 

* *
1 1

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n
M N M N

j m i m
m n m n

l f v l f v

l f v l f v

   

   

  
             

 

 
 

* *
0 0

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

M N M N

i m j m
m n m n
M N M N

j m i m
m n m n

l f v l f v

l f v l f v

   

   

 
         

 

 
         (20) 

同理： 

 *
1 0

1 1

[ ] /
M N

ij ij m
m n

f f v V 
 

    ， 

*
1 0

1 1

[ ] /
M N

ijkl ijkl m
m n

D D f f v V
 

    。   (21) 

整理后得： 

* *
0 1

1 1 1 1

* *
0 1

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

*

/ /

/ /

1

2

1

2

M N M N

ij ij m ij m
m n m n

M N M N

ijkl ijkl m ijkl m
m n m n

M N M N

i m j m
m n m n

ij M N M N

j m i m
m n m n

i
n

f v V f v V

D D f v V D f v V

l f v l f v

l f v l f v

l

  



   

   

   

   

    

    

 
  

   
 

  
 

 

 

 

 

*
1 1

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

M N M N

m j m
m m n
M N M N

j m i m
m n m n

f v l f v

l f v l f v

   

   














  

   
  
  

   
 

 

 

 

(22) 

整理化简，得： 

0 *
1

1 1

0 *
1

1 1

* *
1 1

0 1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

/

/

1

2

M N

ij ij ij m
m n

M N

ijkl ijkl ijkl m
m n

M N M N

i m j m
m n m n

ij ij M N M N

j m i m
m n m n

f v V

D D D f v V

l f v l f v

l f v l f v

  

 

 

 

   

   


   


   



    
    
      





 

 

(23) 

这里

* *
0 0

0 1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n

ij M N M N

j m i m
m n m n

l f v l f v

l f v l f v

    

   

 
  

  
 

  
 

 

 
。

这就是当微结构元类型分布概率密度发生微小变

化时，宏观参数 0
ij 、 0

ijklD 、 il 近似变化引起的增量

变化 0
ij 、 0

ijklD 、 ij 间的关系。 

根据前面的第三条假定，材料结构状态变化相

应的约束条件下，遵守熵最大原理。将式(23)作为

约束条件，应用拉格朗日方法，建立如下函数： 

*
1

1 1 1 1

ln [ /
M N M N

ij m
m n m n

F k f f f v V 
   

       

0 *
0

1 1

( / )]
M N

ij ij m
m n

f v V 
 

     

*
1

1 1

[ /
M N

D ijkl m
m n

D f v V
 

   

0 *
0

1 1

( / )]
M N

ijkl ijkl m
m n

D D f v V
 

     

* *
1 1

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n
M N M N

j m i m
m n m n

l f v l f v

l f v l f v


   

   

  
   

          

 

 
 

* *
0 0

0 1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n

ij M N M N

j m i m
m n m n

l f v l f v

l f v l f v

    

   

  
    

             

 

 
 (24) 

其中  、 D 、  为待定常数。求此泛函数的极值，

即 0
F

f





，并为了方便令 1k  ，有： 

*

1 1

ln 1 /
M N

ij m
m n

F
f v V

f  
 


     

   

*

1 1

/
M N

D ijkl m
m n

D v V
 

   
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* *

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1
0

2

M N M N

i m j m
m n m n

M N M N

j m i m
m n m n

l v l v

l f v l f v


   

   

 
  

  
 

  
 

 

 
 (25) 

整理后，得： 

*

1 1

exp 1 /
M N

ij m
m n

f v V 
 


    



  

*

1 1 1

/
M N

D ijkl m
m n

D v V
 

   

* *

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n

M N M N

j m i m
m n m n

l v l v

l f v l f v


   

   

 
   

      

 

 
  (26) 

令： 

* *

1 1 1 1

* *
0 0

1 1 1 1

1

2

M N M N

i m j m
m n m n

M N M N

j m i m
m n m n

l v l v

l f v l f v

   

   

 
  

  
 

  
 

 

 
 

**

* *1 1
0 0

1 1 1 1

1

2

M N
j mi m

M N M N
m n

j m i m
m n m n

l vl v

l f v l f v 

   

 
  

   
 


 

 

*

1 1

M N

ij
m n


 
                              (27) 

**
*

* *
0 0

1 1 1 1

1

2
j mi m

ij M N M N

j m i m
m n m n

l vl v

l f v l f v



   

 
  

   
 
 

    (28) 

式(26)可以简化为： 

* * *

1 1

exp ) / 1
M N

ij D ijkl ij m
m n

f D v V     
 

 
     

 
（  

(29) 

将式(29)代入式(23)中就可以确定出待定常数

 、 D 、  。显然他们是 *
ij ， *

ijklD ， *
ij ， 0

ij ，

0
ijklD ， 0

ij ， ij ， ijklD ， ij 和 0f 的函数，即： 

* * * 0 0 0
0

* * * 0 0 0
0

* * * 0 0 0
0

( , , , , , , , , , )

( , , , , , , , , , )

( , , , , , , , , , )

ij ijkl ij ij ijkl ij ij ijkl ij

D ij ijkl ij ij ijkl ij ij ijkl ij

ij ijkl ij ij ijkl ij ij ijkl ij

D D D f

D D D f

D D D f

 



 

       

       

       

   
   


  
   (30) 

如果令 0f f ，显然应该有： 0ij  ，

0ijklD  ， 0ij  。这样就有： 

0f   

* * * 0 0 0 *
0

1 1

exp [ ( , , , , , , )
M N

ij ijkl ij ij ijkl ij ij
m n

D D f     
 





  

* * * 0 0 0 *
0( , , , , , , )D ij ijkl ij ij ijkl ij ijklD D f D       

* * * 0 0 0 *
0( , , , , , , ) ] / 1]ij ijkl ij ij ijkl ij ij mD D f v V     

  


(31) 

这样就得到了在已知统计域上的材料宏观特

性 0
ij 、 0

ijklD 、 0
ij 和微结构元特征参数 *

ij 、 *
ijklD 、

*
ij 的情况下，材料微结构元的空间及类型分布的概

率函数。因在 0
ij 、 0

ijklD 、 0
ij 中也含有 0f ，从式(31)

可以看到这是一个关于 0f 的函数方程。要求得其显

式表达式，显然是比较困难的，求解这一方程可以

采用叠代法或递归方法求解。 
如果能求解出 0f ，在已知微结构元的弹性密度

* *( , )m nu u Z S 的情况下，就可得到统计域上的弹

性能密度： 

U   

* * * * 0 0 0

1 1

( , ) ( , , , , , , ) /
M N

m n ij ijkl ij ij ijkl ij m
m n

u Z S f D D v V   
 

  

(32) 

显然在这一表达式中，不仅含有宏观参数 0
ij 、

0
ijklD 、 0

ij ，同时也含有微结构元的参数 *
ij 、 *

ijklD 、

*
ij 。将式(32)代入式(12)中的材料结构状态集合函

数的控制方程，从理论上讲就可以求得材料结构的

状态集合函数的表达式，从而可以得到材料的整体

性能。 

1.3.3  微结构元分析方法 

为了求解材料结构状态集合函数的控制方程，

需要材料的弹性能密度函数，而材料的弹性能密度

函数是由材料结构配分函数和微结构元的弹性能

密度所决定。而材料结构配分函数和微结构元的弹

性能密度函数的分析都需要进行微结构元的强度、

弹性模量和微结构元的等效几何尺度的分析。所

以，微结构元的分析是结构性材料分析的基础。 

1) 微结构元模型 

为了简单起见，假定材料是由大量颗粒组成(也

可以是其他材料模型)，这些颗粒可以组成不同的，

甚至可能非常复杂的结构形态，但我们总可以将其

划分为一些基本结构形态(图 2)，由这些基本结构形
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态构成材料微结构元集合。最小的微结构元可以是

两颗粒也可以是多颗粒。 

一般的微结构元可以由若干颗粒组成，颗粒之

间的连接称为连接体，连接体的强度或极限承载能

力、变形能力可以通过一定的测定方法来确定(测定

方法有待研究)。微结构元一方面由不同的几何形态

相区别，另一方面由颗粒间的连接体的不同物理性

能相区别。对于材料整体来讲，微结构元之间是紧

密相连的，微结构元的几何形态理论上可以是二

维，也可以是三维。对于二维一般三颗粒微结构元

可以完全覆盖整个统计域，三维可用四颗粒微结构

元覆盖整个统计域。也就是说任何二维问题都可以

划分为一系列的三颗粒单元的组合体(只是单元中

的颗粒角度不同)，而三维问题可以划分为由一系列

的四颗粒单元的组合(有点类似于有限元方法中的

三角元和四面体元)。但也可以根据材料特征，划分

为其他形式，或更为复杂的微结构元组合(如颗粒

链、分形结构等)。 

微结构元当受到外力作用时，如果已知颗粒间

的连接体的力学性能，就可以通过一般的静力学分

析方法，求出微结构元在极限状态下，各颗粒节点

的承载能力和位移，或者他们之间的相互关系。但

一般情况下，微结构元是多颗粒节点，受到的作用

力也是多作用力，当颗粒间的连接体极限承载力、

弹性模量等参数已知时，整个微结构元的极限承载

力问题，实际上变成类似于复杂应力下的材料强度

问题。当微结构元中的某一连接体破坏时，可能存

在多种外力组合方式，产生同样的结果。每种外力

组合方式在由节点力构成的相空间中是一个曲面

(或平面)。所以，外力组合方式构成的曲面(或平面)

的内包络面就是微结构元的极限承载力曲面(可以

是多个平面围合而成)。不同类型的单元，极限承载

力曲面也会不同。 

 
图 2  微结构元 

Fig.2  Micro structure elements 

2) 颗粒微结构元的等效刚度 

颗粒微结构元的等效刚度可以参照文献[27]的

方法来分析。为简单起见考虑二维情况，设微结构

元由若干颗粒组成，颗粒之间由连接体相连接，并

设连接体为弹性。设第 i 个连接体(图 3)在局部坐标

系中的刚度为： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

e
i

k k k

k k k

k k k

 
   
  

K           (33) 

在整体坐标系中的刚度为： T e
i i i iK R K R ，其

中 iR 为坐标转换矩阵。 

设 第 i 个 连 接 体 两 端 的 位 移 为 ： i δ  

1 1 1 2 2 2[ ]x y z x y z
i i i i i iu v u v  ，则连接体的应变能为： 

T1

2i i i iw  δ K δ               (34) 

整个微结构元的弹性能是各个连接体弹性能

的总和： T

1 1

1

2i i i i
i i

W w
 

  δ K δ 。 

微结构元对于整个统计域来讲是比较小的，因

此其位移可以线性展开： 

1

1

1

2

2

2

1 1

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

i i

x
i ii

y
i

i iz
i

i x
i

i i
y
i

z
i i i

i i

u u
u

v v
vu

v

u uu u
v

v v
v

 
 

 
 
   

  

 
 

  
 
   
 

      
          

             
            
         

 
      

δ  

整理后，化为： 

1 1

2 2

i i
i

i i

u

v
u

v

u u

v

v






  

 







  
    
  
                                                                       

δ       (35) 

三颗粒微结构元 链状微结构元 环状微结构元
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将式(35)代入应变能的表达式中，就得到应变

能与应变的关系： 

T T T T
0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0

c

1
( )

2
W

A
   u K u u K ε ε K u ε K ε  

(36) 

其中： cA 为统计域的几何尺度； T
0 [ ]u v u ；

T

0 0
0  

  
    

u u
ε ；

11 12

21 22

i i

i i i

 
  
  

K K
K

K K
；

1 K
1

1
[1 1]

1

n

i
i

 
 
 

 K ；
1 1

2 2 2
1

[1 1]
n

i i
i

i i i

 

 

 
  

  
K K ；

3 K
1 1

2 2
1

[1 1]
n

i i
i

i i i

 

 

 
 
  

 K ； 

3 K
1 1 1 1

2 2 2 2
1

n
i i i i

i
i i i i i

   

   

   
   
      

 K 。 

因此，有： 
2

4
ij kl

W

 


 
 

D K           (37) 

这就是由能量等效方法得到的颗粒微结构元

的等效刚度。显然 D和各个颗粒间的连接体刚度有

关，也和其所在位置及方向有关。 

3) 微结构元的等效强度 

微结构元的另一个重要的分析内容是微结构

元的等效强度分析。微结构元的等效强度分析，是

指根据微结构元所能承载的极限强度，换算为将微

结构元所占区域假想为一个连续体时的单元强度。

对于颗粒模型的微结构元，其分析的基本思路是首

先根据颗粒间的连接体强度或极限承载力，计算微

结构元的极限承载力，并建立颗粒微结构元按颗粒

连接体刚度(类似杆系结构体系)形成的微结构元整

体刚度矩阵。由极限承载力和微结构元的连接体刚

度矩阵，计算微结构元的各节点位移向量(也可称为

极限位移)，再由极限位移向量和微结构元的等效刚

度计算出相应等效应变，由等效应变计算出相应的

假想微结构元连续体的应力强度。微结构元等效刚

度是根据前面按能量等法计算出的微结构元假定

为连续体时的刚度。 

① 颗粒型微结构元极限承载力的计算 

为简单起见，这里主要按二维颗粒构成的微结

构元情况进行讨论。设微结构元存在有 m 个节点，

n 个连接体，各个节点的荷载为 iF ，经受力分析连

接体的受力为 1N 、 1Q 、 1M 、 2N 、 2Q 、 2M 。(这

里为简单起见，设各连接体强度相同) 

则荷载与连接体内力间存在下式： 

1 1 1 2 2 2[ ]x y M x y MF F F F F F   

1 1 1 2 2 2[ ][ ]ij N Q M N Q M   (38) 

这里 [ ]ij 可以认为是节点荷载与连接体内力

的转换系数。当颗粒连接体是有限强度时，他们只

能在某一区间上取值。即存在： 

min max

min max

min max

i

i

i

N N N

Q Q Q

M M M







≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

          (39) 

也就是说，式(38)右边中的各项，可以在允许

的区间中变化。但极限承载力应使左边的值尽可能

大，或者是在一个极限边界上(这十分类似于复杂应

力下的强度状态)。如果假定微结构元节点的荷载与

颗粒连接体的内力之间是线性关系，各个极限荷载

的边界就可以认为是一直线。因此，只要将 iN 、 iQ 、

iM 的上限作为边界点代入式(38)中，求得各节点极

限承载力的值，这些节点力值在由节点极限荷载分

量构成的相空间中就可以描绘出一系列的点，将这

些点相连所尽可能围取的最大面积的边界，就是极

限承载力的区域。 

由此看到，极限承载力曲面或区域和两个因素

有关：一是矩阵 ij ，不同的微结构元的几何形态和

连接体刚度(在超静定情况下)，将得到不同的 ij 矩

阵；另一方面是颗粒间连接体的强度，各颗粒间不

同的连接体强度性能，将影响到极限承载力区域的

大小和形态。 

② 微结构元连接体刚度矩阵和节点位移 

设第 i个颗粒连接体的局部坐标刚度矩阵为K，

相应的坐标转换矩阵为 T，则在整体坐标中有： 
T e

i i i iK T K T              (40) 

将各个颗粒连接体的刚度矩阵组装成微结构

元的整体刚度矩阵： 

1

n

i
i

K K               (41) 

设节点位移为： 

1 2[ ]m  δ  ， [ ]i i iu v iδ  

节点极限荷载为： 

[ ]x y M
i i i iF F FF ， 1 2[ ]mF F F F   

这样就有： F Kδ  

考虑节点位移可能存在刚体位移，可以设某一

节点位移为零，解上述方程就得到节点位移向量。
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这样得到的位移向量实际上是微结构元在荷载极

限时的位移向量。 

③ 微结构元的等效强度 

将节点围成的区域假想为一连续区域，根据有

限元法，在确定位移场函数后，就可以得到一个应

变转换矩阵，或称为几何矩阵，将节点位移转换为

应变，即： 

ε Bδ  

这里 ε、B为应变向量和几何矩阵。 

则单元的应力强度为： 
* T Dε DB δ            (42) 

这里D是微结构元等效刚度，由式(37)确定。 

通过以上过程就将节点极限承载力，转换为假

想连续体单元的强度。在这个转变过程中，由节点

的 n 个自由度变量极限承载力问题，经过转化转变

为一点的强度问题。由此可以看到，经典强度理论

可以认为是材料结构承载力极限值的一种简化的

表达方式，相当于只有一个节点的极限承载力的情

况。在材料结构状态分析方法中，节点的增多，极

限承载力的表达转变为用多维相空间中的点来表

达，但极限承载力仍然像经典强度理论中一样，材

料的强度是一个区域，只是维度的多少不同而已。

而等效分析的方法，却类似于重整化理论方法进行

了缩维变换。 

4) 微结构元等效单元的几何参数 

为了计算结构性材料在结构发生变化时的组

构应变，需要将不同形态的微结构元转换为等效的

矩形单元，也就是要求得其各几何方向上的等效长

度，以方便其应变的分析。微结构元等效单元几何

参数的分析，是依据以下原则： 

① 等体积(面积)原则。即变换前后的单元体积

(面积)应不变。 

② 方向等比例原则。即各方向的变换比例因

子相同。 

设变换后的单元几何参数为 *
xl 、 *

yl 、 *
zl ，根据

第一条原则，有： 
* * *
x y zl l l V              (43) 

为了计算上的方便，分别设 *
xl 、 *

yl 、 *
zl 为微结

构元在整体坐标方向上的几何平均值，则存在： 

x y zl l l V                 (44) 

设： /k V V ，则 * 3/x xl l k ， * 3/y yl l k ，

* 3/z zl l k 。这样就将微结构元的等效几何长度，

转变为求微结构元在整体坐标方向上的平均几何

长度。 

在获得微结构元的等效刚度、等效强度和等效

几何长度换算出的等效应变，就可以确定相应的微

结构元的等效能量密度。 

 

(a) 

 

(b) 

图 3  颗粒间的连接体 

Fig.3  Inter particle connection 

2  基于材料结构状态集合分析理论的

若干问题讨论 

依据材料结构状态集合分析理论的思想、概念

和方法，通过对材料结构性的分析，我们可以得到

一些对材料结构性的新认识，这使得我们有可能加

深对材料结构性的理解。 

2.1  关于材料结构模型 

材料的结构性其实质是材料的非均匀性。由于

颗粒材料模型可以实现材料的充分不均匀性描述，

颗粒材料模型可以认为是表达材料结构性特征的

最典型的模型之一。通过对颗粒材料模型的分析，

在以下几个方面可以加深这一认识。 

1) 材料结构性的影响要素 

对于颗粒性材料，其影响要素可以很多，但最

主要的影响要素主要有三个方面：一是颗粒的物理
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特性，这是影响颗粒材料特性的基础。颗粒的物理

特性包括构成颗粒的材料本身的力学特性，这就是

强度、刚度(弹性模量)和变形特征；另外构成颗粒

材料的化学特性在某些情况下也会影响到材料的

整体性能，如材料的化学稳定性，材料的热工性能

及与此有关的其他性能；二是颗粒间的连接性能，

连接性能是影响材料整体性能的最重要因素之一。

实际上颗粒材料的性能在很大程度上是由颗粒之

间的连接性能所决定，颗粒材料与其他固体材料特

性表现不同，也往往是由于这一特点所反映和影

响。影响颗粒间连接性能的主要因素是颗粒间连接

接触面特性，不同的接触面，其表现出来的力学特

性有很大的差别。除了接触面本身的特性之外，接

触面受水、汽等因素影响的稳定性，也是影响连接

特性的重要因素。而接触面的特点形成与颗粒表面

的特点及颗粒的几何形态有关；三是颗粒构成的组

构关系。颗粒材料另一个重要特征的体现，就是颗

粒可以通过各种不同的组合方式，形成各种组构，

这种组构往往是影响材料整体性能另一重要因素。

颗粒通过不同组合形成的组构形态，可以是一种 

简单形态，也可以是复杂的分形形态，这将使颗粒

性材料具有一些十分特殊的性能，如材料的尺度效

应等。 

2) 宏观参数确定的准则与方法 

颗粒材料一方面由于颗粒分布的不均匀性，使

所观察区域中的各部分的材料性能有很大的差别，

另一方面可以通过颗粒的不同组合形成不同的组

构形态，使材料的受力特性变得更为复杂，再就是

颗粒之间接触特征的不同，使颗粒之间的连接特性

存在很大的差异，这些特征往往都具有随机性，使

确定材料的宏观性能参数变得困难。为解决这一问

题，必须根据相应的颗粒材料特点制定相应的准则

与方法。 

对于宏观参数，一般最为重要与力学有关的有

强度、刚度和变形特征参数。这些参数由于其特性

有很大的不同，所以在确定准则上也有所不同。对

于颗粒材料的强度准则，文献[12]提出了在认为颗

粒间的连接体的重要性等同的情况下，根据统计域

中的连接体强度，可以有最小包络曲面准则、平均

包络曲面准则和最大包络曲面准则。其中的平均包

络曲面准则与最简单的平均强度方法比较接近。而

最小包络曲面和最大包络曲面则是对于结构性材

料需要考虑的准则。对于刚度(弹性模量)和变形特

征参数，目前主要以平均方法和等效方法来确定，

但仔细分析颗粒材料的刚度变化和变形特征，平均

方法可能并不能准确反映其真实特性。 

宏观参数的求取，实际上就是一种均匀化方

法。不同的均匀化方法，得到的结果可能会相差悬

殊。因此，选取的均匀化方法，必须和材料的特征

相接近。如材料的组构关系比较简单，采取一般的

平均化方法，可以得到较好的结果。但对于分形结

构这类复杂结构，则一般的平均化方法可能就会出

现很大的误差，需要考虑其他的均匀化方法，重整

化方法是可以考虑的方法之一。 

3) 尺度效应 

经典理论材料模型是无法解释材料的尺度效

应的。在考虑材料结构性的颗粒材料模型中，这一

问题可以得到很好的解决。 

材料的宏观参数实际上是材料均匀化的结果。

当采用不同的尺度进行均匀化时，对于经典理论材

料模型，不同的尺度不会影响到均匀化的结果。但

对于结构性材料，由于材料本身的微结构具有一定

的尺度，选取的均匀化尺度与微结构的尺度之间是

存在相互影响的。当选取的均匀化尺度较大时，与

这一尺度相比，微结构的尺度很小时，其影响也会

比较小。但当均匀化尺度与微结构尺度相比，并不

是一个可以忽略的量时，微结构的影响就会比较

大。特别当材料的微结构，像颗粒材料那样可能存

在复杂的分形结构时，材料均匀化尺度的效应就会

更加明显，文献[28]对土的分形强度进行过分析，

证明当材料为分形结构时，随着均匀化尺度的减

小，材料的强度会逐渐提高。其实质是材料的微结

构单元越来越小，相应的材料颗粒连接强度会   

提高。 

材料的尺度效应，在材料结构模型中可以很好

地得到解释并进行分析。而对一般性材料，其结构

性具有普遍性，所以材料尺度效应也就具有普遍

性。材料的尺度效应与材料的结构性的强弱有着直

接关系，材料的结构性越强，则材料的尺度效应也

会越明显。而接近均匀的材料，其尺度效应也会  

较弱。 

2.2  材料结构状态集合函数意义下的强度、流动 

法则和应力-应变关系 

材料结构状态集合分析理论的核心是材料结

构状态集合函数。根据材料结构状态集合分析理论

的观点，材料结构状态集合函数反映了结构性材料
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的整体特性，下面针对这一点进行讨论。 

1) 材料结构强度 

设材料结构状态集合函数的表达式为如下  

形式： 
( , , ) 0, , , , 1,2,3ij ijkl ijD i j k l       (45) 

如果设 ijklD 、 ij 为常量，则式(45)变为： 

( ) 0, , , , 1,2,3ij i j k l    

这实际上就是复杂应力条件下的强度方程或强度

准则。 

由此看到，材料结构状态集合函数可以看作是

以 ijklD 、 ij 为参数的材料强度方程或强度准则。随

着 ijklD 、 ij 的变化，强度曲面也将发生变化，在应

力空间中形成了一个在不同参数下变化曲面的包

络曲面，经典的强度曲面实际上就是这一曲面。如

果用应力-弹性模量-应变(组构)构成的多维相空间

来描述，就形成在这一多维空间中的曲面。由此可

以看到，从某一侧面上讲，采用多维空间更能合理

地对材料的强度进行描述。 

2) 状态路径方程 

设在外部荷载作用下，存在下列状态路径方程： 

( )

( ) , , , , 1,2,3

( )

ij ij

ijkl ijkl

ij ij

t

D D t i j k l

t

 

 

 


 
 

   (46) 

这里 t 为参数(不是时间)。 

在一般情况下，结构状态变化的路径应满足能

量最小原理，并且变化应位于状态集合函数曲面之

上，即存在泛函： 

d ( , , ), , , , 1,2,3ij ij ij ijkl ij

s

D i j k l          

(47) 

这里为待定常数。式(47)考虑参数形式，有： 

d ( ( ), ( ), ( )),ij ij ij ijkl ij

s

t t D t t          

, , , 1,2,3i j k l     (48) 

因此，有欧拉方程： 

( , , )

( , , )
, , , , 1,2,3

( , , )

ij ijkl ij
ij

ij

ij ijkl ij
ij

ij

ij ijkl ij

ijkl

D

D
i j k l

D

D

 
 



 
 



 

 



   



 





=0

=0

=0

  (49) 

这就是材料结构状态路径应满足的方程组。与

一般微分方程的求解同样道理，方程的解除了要满

足状态路径方程外，还要满足相应的初始条件。 

3) 应力-应变关系 

求过一点的状态路径的切线方程有： 
0 0 0

,ij ij ijkl ijkl ij ij

ij ijkl ij

D D
k

D

   
 
  

   
 

, , , 1,2,3i j k l    (50) 

令： 
0

0

0

d

d , , , , 1,2,3

d

ij ij ij

ijkl ijkl ijkl

ij ij ij

D D D i j k l

  

  

  
   


 

     (51) 

结合式(50)，得： 

d

d , , , , 1,2,3

d

ij ij

ijkl ijkl

ij ij

k

D kD i j k l

k

 

 




 
 





          (52) 

考虑式(49)和式(50)，有： 

( , , )
d

, , , , 1,2,3
( , , )

d

ij ijkl ij
ij

ij

ij ijkl ij
ij

ij

D
k

i j k l
D

k

 
 



 
 




      

 

(53) 

这里可以看到非常类似于经典理论中用塑性

势函数表达的应力和应变增量的表达式，也就是经

典理论中的流动法则。 
从式(53)中可以看到未知量除了 d ij 和 d ij

外，还有( k )，方程的数量与未知数的数量相比，

少一个。因此，另外考虑状态集合函数的切面方程： 

d d d 0ij ijkl ij
ij ijkl ij

D
D

 
 
  

  
  

   (54) 

式(53)和式(54)结合，就可以求得所有的强度和

结构应变的增量。对于结构状态变化沿路径的增量 

 

关系有： 

d d , , , , 1,2,3ij ij
ij ij

i j k l 
 
 

  
 

 (55) 

如果考虑材料的弹性应变，则全应变为： 

d d d , , , , 1,2,3e
ij ij ij i j k l      

又： 

d d (d d )e
ij ijkl ij ijkl ij ijD D        
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d , , , , 1,2,3ijkl ij ijkl
ij

D k D i j k l 



 


 (56) 

这里 d ij 、 d e
ij 分别为材料的全应变和弹性应

变。将式(54)代入式(56)中，有： 

d d

, , , , 1,2,3
ijkl ij ijkl

ij ijkl

ijkl
ij ij ij kl

D D
D

k i j k l
D






   

 


 
 

   


   

 

(57) 

又将式(56)代入式(54)，有： 

d 0, , , , 1,2,3ijkl
ijkl

D i j k l
D


 


 

代入式(57)中，全应力-应变关系： 

d d ,
ijkl mnkl

kl mn
ij ijkl ij

ijkl
ij kl ij kl

D D

D
D

 
 

   

  
    

         

 

, , , 1,2,3i j k l     (58) 

这就是全应变下的材料本构关系。 

材料结构状态集合函数方程、状态路径方程和

应力-应变关系构成了复杂结构性材料状态集合分

析理论的核心部分。这一方法和理论是建立在材料

结构概念基础上，通过对材料结构变化应遵守的规

则而导出了整个理论体系。这一体系反映了结构性

的复杂材料具有的宏观规律，通过对这一规律的掌

握，可以对复杂的结构材料进行分析，从而了解其

特征和特性。 

2.3  关于材料结构配分函数方程的讨论 

材料结构配分函数方程是描述材料结构特征

的参数，这一参数将材料的宏观与微结构之间建立

起了联系。这实际上是物理学中经常用到的方法。

宏观与微观的联系桥梁往往是统计学方法。材料结

构配分函数正是这一方法的具体体现。由于材料结

构配分函数方程不是一般意义上的方程，是一函数 

方程，具有明显的非线性特征。考虑到材料结构配

分函数在材料结构状态集合分析理论中具有十分

重要的作用，所以，下面对其一些特征进行讨论。 

1) 材料结构配分函数的参数类型 

如果式(31)有解，则方程可表示为： 
0 * * *( , , , , ( ), ( ), ( )),ij ijkl ij ij ij ijkl ijf f D L S D S L S    

, , , 1,2,3i j k l   (59) 

其中包含的参数可以分为两种类型：一种是宏观参

数，一种是微结构参数。宏观参数 ij 、 ijklD 、 ij 、

0
ijL 表达了材料的宏观状态，也就是不同的宏观状态

下，将得到不同的配分函数的表达式。而微结构参

数 * ( )ij S 、 * ( )ijklD S 、 * ( )ijL S 表达的是当 S为某特定

值时，其实质是某一类型微结构元时的强度、弹性

模量和几何参数。也就是说微结构元的特性和微结

构元集合特征将影响到配分函数的值。 

分析微结构元参数，可以发现这一参数可能会

有三种类型： 

第 1 类为当微结构元参数具有某种特殊形式

时，如不随 S 参数的变化而变化，这时 * ( )ij S 、

* ( )ijklD S 、 * ( )ijL S 变为常量，这时配分函数实际上只

和宏观参数相关，而与微结构参数无关： 
0( , , , ), , , , 1,2,3ij ijkl ij ijf f D L i j k l     (60) 

由此代入状态集合函数控制方程中，得到的状

态集合函数的参数，也必然只包含有宏观参数。这

类配分函数可以称其为齐次类型的配分函数。这实

际上，表达的是材料为均匀材料，也就是材料不存

在结构性，问题退化为经典理论中的弹塑性材料 

模型。 

第 2 类是在微结构参数中，包含有静态的微结

构参数，如颗粒的物理参数和几何形态参数，不随

结构形态的变化而变化。如果在材料结构配分函数

中，只含有静态的微结构参数，而不含有动态的微

结构参数，由此代入材料结构状态集合函数控制方

程中，得到的状态集合函数的解将只含有宏观参数

和静态的微结构参数。也就是说组成材料的某些固

定颗粒特性参数将决定材料的整体性能。 

第 3 类是材料结构配分函数中，即含有宏观参

数，也含有静态和动态的微结构参数。这样的配分

函数求得的材料结构状态集合函数，将包括了宏观

与微结构的所有参数。这将反映材料的更为复杂的

材料性能。 

2) 材料结构配分函数的存在性与临界状态 

根据式(31)，材料配分函数可能有多种解的可

能性：一种是无解。这说明在此宏观和微结构状态

下，实际的结构状态不可能出现；第二种是存在通

解。这时材料可能存在多种结构形态，具体是哪一

种形态，要根据初始条件决定；第三种可能存在特

解。但特解是否是真实状态的解要进行分析。 

进一步分析方程的形式，材料结构配分函数方

程可以表达为如下简化的形式： 
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( )f R f               (61) 

实际上是关于 f 的函数方程，可用叠代法进行求

解。由不动点理论可知， f 相当于 R 的不动点。根

据不动点理论，不动点可以分为稳定不动点和不稳

定不动点。 

利用线性重整化方法，将 *( )f R f  在不动点
*f 附近展开，只保留线性项，则有： 

*
* ( )

( )
f

R f
f R f f f

f
   


   (62) 

同时有， *f f f   ，对比两式可得： 

*

( )
f

R f
f f

f
  


        (63) 

显然当
( )

1
R f

f





时， 0f  ，随叠代步数

的增加，其解 f 将逼近 *f ；当
( )

1
R f

f





时，

f ，随叠代步数的增加，其解 f 将远离 *f 。

也就是说对于 *f 点，如果在该点
( )

1
R f

f





，这个

点是一个不稳定点，
( )

1
R f

f





时是一个稳定点。 

根据重整化理论，不稳定的不动点一般是物理

状态的相变点或临界点。对于结构性材料来讲，可

以推断，不稳定点是结构状态是否存在的临界点。

因此，
( )R f

f




值可以作为判断结构临界点的依据。

根据
( )R f

f




的变化可能会有三种情况：一是随宏

观和微结构参数的变化，恒有
( )

1
R f

f





，则材料

结构状态恒存在；二是恒
( )

1
R f

f





，说明这时材

料不可能存在某种结构状态；三是在宏观或微结构

参数的某一部分，存在
( )

1
R f

f





，而在另一部分

( )
1

R f

f





，说明材料只在某些情况下，存在相应

的结构状态。这时根据宏观或微结构参数的变化，

应该存在一个边界面。在边界面的一侧结构状态稳

定地存在，在另一侧则不存在相应的结构状态。这

个边界面就是结构状态的分界面。在宏观参数相空

间中，如果令
( )

1
R f

f





，并考虑两侧的情况，可

以得一个关于 ij 、 ijklD 、 f
ij 的函数面，这个面可

以认为是材料结构状态集合函数的边界，相当于给

定的状态集合函数的定义域。 

3) 关于结构性材料的密度变化 

剪胀是结构性材料的重要特征。根据材料结构

配分函数确定的材料结构状态，可以很好地解释材

料的剪胀问题。 

设在小应变情况下，假定体积应变为： 
*
1 0

v 11 22 33 *
1 0

( )f f f l f f

l f
   


    


 

* *
2 0 3 0

* *
2 0 3 0

( ) ( )l f f l f f

l f l f

 
 

 
     (64) 

材料是剪胀还是剪缩主要由 v 是大于零，还是

小于零来决定。其中主要的影响是 *
il 、 f 的变化特

征。由图 4 所示。 

 

图 4  配分函数与材料的剪涨 

Fig.4  Distribution function and material shear up 

由图 4 可以看到， f 和 0f 相比，其值一定会在

某个区间 0 0f f  ，而在另一区间 0 0f f  ，并

同时考虑 *
il 的变化，很可能在某一区间一般情况 v

是大于零，而另一区间则相反。如果考虑材料的微

结构形态为均匀分布，这时 *
il 为常数，则必然有

v 0  。也就是说均匀材料或无结构特征的材料，

其体积应变一般为零，经典材料正是符合这一   

特征。 
如果 v 0  ，是由剪胀向剪缩(相反)变化的拐

点，如果设： 
* * *
1 2 3V l l l f            (65) 

则 V 是材料结构宏观参数的函数，因此有： 
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0 , 0 , 0
ij ijkl ij

V V V

D 
  

  
  

      (66) 

解式(66)，可以得到体积变化的一个极值点。

这个极值点可能是材料的最大体积(最小密度)，也

可能是最小体积(最大密度)，也可能是一个拐点。

为了进行判断可以求其二级导数。如果各二级导数

均大于零，同时考虑一级导数为零，则该点为最小

体积，即最大密度。其他情况类推。当二级导数中，

部分大于零，部分小于零，且有等于零，则该点在

几何上为鞍点，也就是体积(或密度)变化的转折点。 
2 2 2

2 2 2
0 , 0 , 0

ij ijkl ij

V V V

D 
  

  
  

     (67) 

由此看到，结构性材料的密度变化特征相比于

经典均匀材料要复杂的多。 

2.4  由材料微结构元分析得到的一些新概念 

作为结构性材料分析基础的微结构元分析方

法，是从材料结构的状态集合的思想出发，充分考

虑了结构性材料的特征，特别是对于颗粒材料模

型，导出的具体分析方法。更反映出结构性材料所

具有的新特征，由此而引出了一些新的思想和   

概念。 

1) 由颗粒结构元方法引出的广义强度概念 

在经典弹塑性理论中，强度理论是其重要基

础。由于经典弹塑性理论所研究的材料模型是建立

在连续、均匀、各向同性和无限可分的基础上，所

以材料的强度可以指的是一点的强度。而一点的强

度主要以应力的方式来描述。而对非连续的颗粒性

材料，用点来描述材料的强度是有一定的困难的。

当描述的尺度接近和小于材料的构成单元颗粒时，

这种描述方法往往失去其效用。为此人们不得不引

进各种均匀化方法。颗粒结构元方法也是一种均匀

化方法，是通过在单元上的能量等效方式来得到材

料的强度。这种分析的思路与过去的方法相比并没

有大的变化，关键在于这一分析过程给了我们对强

度问题的新认识。 

通过分析过程可以发现，具有若干节点的颗粒

结构元的极限承载力，反映的是具有一定的结构形

式、一定的几何形态和一定的连接特性构成的结构

体承载能力的极限状态。随颗粒结构元节点数量的

不同，其承载能力极限状态的表达方式变得越来越

复杂。如果用节点上力的数量作为维度，则其维度

的数量与节点的数量有关。也就是节点数量越多，

维度就越大，表达的方式也越复杂。但我们如果用

节点维度表达的空间来描述颗粒结构元的极限承

载力，则每一种极限状态都是这个多维相空间中的

一点。考虑到颗粒间连接强度或极限连接力的限

制，在一个多节点的复杂结构中，极限承载能力的

状态将构成一系列的曲面，在有些情况下可能构成

闭合的曲面。在这一点上非常类似于经典弹塑性理

论中的强度理论的描述方法。但其中的区别是维度

数量的不同。所以，由此导出的材料结构的极限承

载力如果转化为用应力强度来表达，是一种意义更

为广泛的强度理论。因此，可以称这种建立在材料

结构元上的强度，为广义强度。随广义强度维数的

降低，当其极限状态为一点时，就是经典弹塑性理

论的强度理论概念。 

2) 广义强度到经典强度的分析方法——重整化 

在微结构层面上，可以认为材料是以大量的颗

粒或其他基本单元所组成，这些颗粒或单元的不同

形态、连接方式和连接特性构成材料的微结构形

态。而微结构形态又影响到材料的宏观性能。在微

结构层面上，无论是颗粒或基本单元的数量都是大

量的，或者说其是多自由度的，描述其特性的方法，

只能在多自由度，即多维的相空间中进行。 

广义强度与经典强度理论的最本质区别是描

述的对象不同。广义强度描述的是复杂结构多维情

况下的材料结构强度，而经典强度理论描述的是点

的材料强度。而宏观分析从某种意义上讲，还是要

把问题简化为连续状态，因此，材料的强度也需要

从广义强度过渡到经典强度。而广义强度是多维方

式下的强度，要简化为点方式下的强度，就必须对

多维方式进行处理。在物理学理论中认为，多维的

实质是多自由度问题，减少维数，相当于减少自由

度。而处理这类问题最有效的工具就是重整化理

论。所以，颗粒结构元方法或微结构元方法，其实

质是一种降维处理的重整化方法。显然这种方法不

同于传统物理理论中的重整化方法，他是专门用于

处理结构性材料中的微结构元强度的方法，但其核

心思想仍然是物理理论中的重整化思想。所以，从

某种意义上讲，颗粒结构元或微结构元的分析方

法，是重整化理论在结构性材料中的具体应用。 

3) 关于微结构元集合 

微结构元分析方法的重要组成部分是微结构

元集合的选取。不同材料的特征是通过微结构元的

集合来体现，因此微结构元集合选择，类似于材料

模型的选取，或至少是对材料模型的确定有着重要
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的影响。从材料结构状态集合分析理论的整个分析

过程中可以看到，状态集合函数的控制方程、材料

结构配分函数方程都是按照一定的方法和规则进

行求解的过程，而只有微结构元集合是需要根据材

料的特征进行选取。所以，材料微结构元集合是决

定整个材料模型是否合理的关键。不同的结构材

料，其宏观表现出的结构特征是不一样的，这都需

要通过选取合适的微结构元集合来表达和描述。 

微结构元集合的确定需要通过对材料的宏观

特征与微观特性的观察和总结，可能的情况下可以

通过一定的实验手段来进行。通过对已有大量文献

的考察，目前对材料的结构性影响，认识比较深刻

的比较典型的微结构元有链状结构、环状结构和分

形结构。因此，某些材料的微结构元集合可以以这

类结构为主体进行分析[9,12]。而实际的材料结构可

能会更为复杂，可以考虑是几种典型微结构元的组

合形成的集合。材料结构的状态可能是在几种典型

结构中过渡和变化，如分形结构可能在自然状态下

形成，但当材料受到扰动后，分形结构可能会受到

破坏，而向环状或链状结构变化。对于非颗粒材料

模型，可能还会有其他类型的微结构元出现。 

从理论上讲，材料结构状态集合分析理论中微

结构元集合选取的灵活性，增加了这一理论对复杂

的结构性材料的不同形态的适应性。结构性材料的

复杂性是经典弹塑性材料所不可比拟的，因此描述

结构性材料的理论也应远比经典弹塑性理论要复

杂的多。所以，材料结构状态集合分析理论不仅仅

包含状态集合函数控制方程以及材料结构配分函

数方程，而且更为重要的是为适应各种结构性材料

的特征，形成的微结构元的分析方法。微结构元分

析方法中的微结构元集合，就像有限元方法中的单

元类型，是适应于不同的材料结构问题。但微结构

元的集合要比的有限元方法的单元类型要复杂的

多，在针对问题选取时也要困难的多。 

根据材料结构状态集合分析理论的方法，对结

构性材料的分析，得到了一些新的结论，提供了一

些新认识。但仍然有许多方面，还需要进一步的深

入研究和挖掘，才能使对材料的结构性本质有更加

深入的理解。 

3  需要进一步研究的问题 

目前对材料结构状态集合分析理论的研究工

作还是初步的，只是提出了一个解决材料结构性问

题的粗略框架，无论在理论方面，还是实验方面及

应用方面，还有许多问题需要深入和细致的研究。 

3.1  理论探索 

理论研究与探索结构性材料的特定规律，是解

决这一问题的重要前提。材料结构状态集合分析理

论虽然已初步确立了一个理论框架，但有许多方面

需要深入研究。 

1) 颗粒模型下材料结构状态集合分析理论体

系的深入和完善 

材料结构状态集合分析理论的核心内容是材

料结构状态集合函数问题。特别是对状态集合函数

的存在性问题，更是这一问题的核心和关键。从理

论上证明，对于结构性材料应该或必然存在这样一

个描述材料结构性特征的函数，将对材料结构状态

集合分析理论的发展具有重要的意义，也是这一理

论能够继续发展和存在的基础。理论上研究状态集

合函数的存在性问题是核心问题或一个不可回避

的问题。 

材料结构状态集合分析理论目前研究较为深

入的是针对颗粒模型体系，这方面的研究虽然得到

了一些有意义的结果，但研究的细致程度还远远不

够。如颗粒模型下的材料结构状态集合函数的一般

具体表达形式，状态集合函数的几何特征和形态特

征，影响状态集合函数的主要因素等。作为反映结

构性材料整体特征和性能的状态集合函数，在颗粒

模型这一特定条件下，其形态特征应具有反映颗粒

材料特点的特性，深入和细致研究颗粒模型下的材

料结构状态集合函数的特征、特点、形态变化规律，

有益于掌握颗粒这种具有强结构性材料的规律。特

别是研究颗粒材料状态集合函数的一般性、局部和

整体的形态特征是今后需要认真研究的重要问题

之一。另外，状态集合函数代表了材料的整体性能，

因此状态集合函数的意义及应用也需要进一步的

发掘。 

材料结构配分函数在材料结构状态集合分析

理论中有着重要地位，从理论上研究这一函数存在

的条件，对于深入了解结构性材料的性质，以及微

结构对材料宏观参数的影响是非常重要的。状态集

合函数存在的条件，其实质就是结构性材料的结构

存在的条件和状态，所以掌握这方面的规律和特

点，就是掌握材料的形态规律。另处，影响材料结

构配分函数的因素和条件，是深入掌握配分函数特

征的又一个重要方面。也是在分析中形成配分函数
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约束条件的重要内容。约束因素和条件可以分为两

个大的方面：一方面是宏观影响因素和约束，另一

方面是微结构的影响。再就是，配分函数由一般正

常形态向非正常形态转化，或配分函数由正常形态

向无意义形态转化的条件。这其中最重要的条件就

是能引起配分函数突变的条件。在物理学中，突变

状态往往是材料相变点，因此结构性材料的配分函

数突变点，有可能存在类似的相变点(如阻塞现象)，

搞清楚这一问题，对于深入了解结构性材料的性质

具有重要意义。 

另外一个方面是一般材料微结构元集合问题

的研究，也是材料结构状态集合分析理论体系的重

要方面。这方面主要需要进一步的掌握材料结构微

结构元集合的一般特征和规律，微结构元集合的描

述方法和分析方法。对于不同类型的材料，特别是

颗粒材料，微结构元集合抽取、形成、分析是整个

理论体系的重要基础内容。目前对于一般性材料，

在这方面的认识还是非常模糊或不清晰的，加深这

方面的研究是非常必要的。 

2) 针对不同类型颗粒、连接特征、组构形态具

体问题的研究 

应用材料结构状态集合分析理论，目前仅对一

般概念下的问题进行了初步的研究，但对于具有某

种具体材料特征的问题的研究还进行的不多。所

以，这方面的研究是今后的一个研究重点方向。 

对于颗粒材料，颗粒的形态是影响颗粒材料性

能的一个重要方面，有时甚至是决定性的方面。应

用材料结构状态集合分析理论，深入和分门别类地

研究不同形态的颗粒所构成的材料的力学性能，对

于丰富这一理论来讲，是一个重要方向和思路。材

料结构状态集合分析理论提供了系统的整体的思

路和研究方法，但对于颗粒材料本身具有的具体问

题还需要具体的有针对性的解决方法。如颗粒形态

的简化、颗粒间接触方式和性能的确定等，都需要

深入分析和研究。 

材料颗粒之间的连接特征是影响材料性能的

重要因素。对于颗粒间的连接性能在过去有不少学

者做过方面的工作，应用材料结构状态集合分析理

论分析问题时，一方面可以应用已有的研究成果，

另一方面要考虑构成材料的颗粒形态所带来的颗

粒间连接性能的变化。颗粒间连接性能的复杂性不

仅仅在于单个颗粒间的连接形态的变化，从整个材

料的宏观方面看，材料结构的变化以及材料的宏观

参数的影响也会对颗粒间的连接性能产生影响，对

于这方面的问题，目前的认识还是非常粗浅的，还

有大量的工作需要去做。 

材料微结构元集合目前还是一个非常复杂的

问题。为了问题的简化，可以针对某些特定的常见

的微结构元集合形态材料模型进行研究。对于颗粒

材料模型，可以首先对如链结构集合、环结构集合

和分形结构集合进行研究，在此研究的基础上可以

对这几类微结构元的混合集合问题进行研究。 

3) 研究区畴模型和节理模型 

材料的结构性具有普遍性，颗粒材料是研究的

比较多的一种结构性材料，但对于其他类型的结构

性材料也是需要进行认真研究的，如区畴模型材料

和节理模型材料。对于区畴模型，更多的是用来描

述连续性较好，但均匀性较差的材料。而节理模型

可以用来描述如岩石这类具有丰富节理的材料。采

用材料结构状态集合分析理论和方法研究这方面

的问题给我们提供了一种新的思路和研究方法。 

3.2  数值分析 

材料结构状态集合函数的控制方程和配分函

数方程均为非线性方程，微结构元的分析也相对繁

杂，有时还会相当困难，这都使问题的分析很难只

限于采用解析方法。因此，数值方法是解决这些困

难问题的一种重要手段。特别是和计算机结合，数

值分析及模拟在有些情况下，成为必要和唯一的可

行手段。 

1) 方程数值求解 

材料结构状态集合函数控制方程是一组非线

性的偏微分方程。尽管有许多问题都可归结采用非

线性偏微分方程来描述，经过许多学者的努力，发

展出了反散射法、齐次平衡法、函数变换法，以及

多指数函数法和有理函数变换法等，也获得了许多

经典非线性偏微分方程的解析解法，解决了不少工

程问题，但一般非线性偏微分方程的求解却一直是

相当困难的问题。在数值解法上，人们通过采用差

分法、小波算法和其他一些优化算法，用于非线性

偏微分方程的求解，但仍然有些问题没有解决，如

收敛问题、效率问题等。所以，对于本文导出的材

料结构状态集合函数的控制方程，就是在数值分析

领域，也是一个新问题，需要针对这一组非线性的

偏微分方程探讨其解决方法。 

对于材料结构配分函数，解决这一问题的难度

可能就更为大一些。因为，对于函数方程的解法，
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虽然有着很长的历史，函数方程理论也有很大的发

展，如一些学者提出 Cauthy 法、待定函数法、不动

点法等，以及其他一些函数方程的解法，但往往只

对某一类的函数方程有效，目前还没有一种通用的

解法，在数值解法研究方面，这方面的研究还有许

多工作要做。下一步的重要工作是针对材料结构配

分函数方程，特别是在各参数(包括宏观参数和微结

构元参数)变化的情况下配分函数方程的解法的  

研究。 

微结构元的分析是材料结构分析的重要基础

性工作，由于微结构元的多样性，微结构元的数值

分析方法将是不可或缺的重要方面。这方面分析的

难度虽然不是很大，没有不可突破的难点，但颗粒

之间的连接特性与关系的复杂性，对于微结构元特

性的精确分析是一个挑战，特别是对大量颗粒间的

连接，且连接特性存在差异时，可能还要引入统计

方法来解决这方面的问题。总之，对于微结构元的

分析还有许多细致的工作要做。 

2) DEM 模拟 

材料结构状态集合分析理论方法，目前一方面

需要在理论上的进一步分析和论证，另一方面可以

通过最接近于材料结构分析模型的离散元模型方

法进行模拟分析，以通过数值方法验证材料结构状

态集合函数方法的正确性和可应用性。离散元 DEM

方法的基本思想是把不连续体划分为一系列的单

元体，各个单元体之间可以按力学关系相互作用，

由此形成的材料的作用关系，从某种意义上讲，必

然带有结构性材料的特征。因此，采用离散元 DEM

方法模拟结构性材料的特征，分析其规律性，验证

材料结构状态集合分析理论提出的状态集合函数

的存在性极其函数特征，具有天然的合理性。利用

离散元 DEM 方法，可以很好地模拟颗粒材料结构

的随机特征，并利用这种随机特征分析其形成的随

机结构的特性。通过这些特征和特性的分析，可以

与材料结构状态集合分析理论提出的材料结构的

状态集合函数和构成特性进行对比分析，以证实和

了解分析的结果的正确性。 

采用离散元 DEM 分析，最重要的是要确定一

个合理的结构性材料模型。颗粒材料模型是一种典

型的结构性材料模型，而颗粒特征正是离散元 DEM

方法的基本要求，在这种模型下，可以利用离散元

DEM 方法分析其结构特性：这包括材料的强度特

性，许多学者在这方面做过工作，都取得了不错的

结果；另外可以对材料的结构刚度和变形特征进行

分析，以获得材料的结构特性。也就是说用这一方

法，可以很好地从另一个角度模拟材料结构特征的

变化规律。对于材料结构状态集合分析理论，虽然

这种模拟分析并不是必须的，但在这一理论的发展

过程中，需要从不同的角度去验证理论分析的结果

和结论，因此，在数值分析方面，模拟分析对于应

用于材料结构状态集合分析理论分析具体问题时，

是一种重要的手段和方法。通过这一方法的应用，

也可以从某些方面促进材料结构状态集合分析理

论的发展。 

离散元 DEM 方法已提出有数十年了，与其他

方法相比有其自然的优势，特别是在非连续材料的

分析方面，是许多其他方法所不具备的。但不可否

认，这一方面还有许多方面需要改进和研究，特别

是对于颗粒性材料模型方面，主要表现在以下几个

方面：一是颗粒的形态参数问题。实际中的颗粒形

态是十分复杂的，如何抽象出具有本质特征的颗粒

形态参数是提高这一方法分析精度的重要内容；另

一方面是颗粒间的力学关系模型的建立。结构性材

料的性能，影响非常显著的一个重要方面就是颗粒

间的力学关系。实际颗粒间的力学特性是非常难以

准确把握的，采用什么样的模型来更合理地描述，

是需要进一步解决的一个重要问题。再就是颗粒间

的组构关系的生成，目前在这一方面还掌握的很少。 

3.3  实验验证与检测 

实验检验永远是一切理论的最后试金石。材料

结构状态集合分析理论的正确性与否也有待于实

验的验证。除了理论总体性的验证性实验外，对于

需要支撑这一理论的反映材料结构的基础参数，也

需要在这一理论的指导下，设计一系列的新的实验

和检测方法。 

1) 材料结构状态集合函数验证性实验 

材料结构状态集合分析理论的核心内容之一

是材料结构状态集合函数的存在性，这一问题可以

从理论上解决，但更重要的是通过实验的验证来确

认。由于结构性材料的研究在这方面的工作才刚刚

开始，实验性的研究工作还没有进行，在今后的工

作中需要根据理论研究的进展，通过实验来加以验

证。理论是这一工作的指导，但实验也是不可或缺

的重要部分。由于结构性材料的复杂性，过去大量

的实验还是一种探索性性质的工作，目前可以在理

论的指引下，进行验证性的实验工作。 
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由于结构性材料的复杂性，材料结构状态集合

函数的实验验证性工作是一个复杂且难度较大的

工作。如对于颗粒性材料，在保持特定结构状态的

情况下，如何测定其强度和弹性模量目前来讲还是

需要认真研究的。颗粒材料的结构各部分的稳定

性，一般情况下是极不均匀的，受到外界的扰动时，

某些部分极易发生变化，从而使需要测定的结构状

态已不复存在，这种情况下，更无法测定原结构状

态下的强度和弹性模量。如何在保持结构状态稳定

的情况下，又能测定出其强度和弹性模量参数，需

要根据颗粒材料的结构特征，设计出可行的实验方

案。除了这一难点之外，材料三维状态下的实验检

测也是一个难点。在三维情况下，材料结构的宏观

强度应该至少有 6 个独立的参数，而材料的弹性模

量可能有 36 个独立参数，如此大量的参数的测定

是一个相当困难的问题。 

2) 颗粒形态、颗粒间的连接性能、颗粒组构关

系检测实验 

颗粒材料的性能在很大程度上受到颗粒形态、

颗粒间的连接性能和颗粒组构关系的影响。在理论

分析中，颗粒形态、颗粒间的连接性能和颗粒组构

关系都通过一定的方式假定而确定，而实际颗粒材

料中的这些参数的情况，需要通过具体的实验来检

测得到。到目前为止，一些学者已在这方面作了一

些探索，取得了一些成果。如颗粒形态的分布，岩

土材料中的空隙的分布等。但材料结构状态集合分

析理论对这些参数的要求，还需要进一步的细致

化，这方面比较全面的工作还比较少，如颗粒间的

连接性能的实验等，还需要加强这方面的工作。 

颗粒形态的检测实验，是进行的比较多的实

验，取得的成果也相对比较多。到目前为止，对颗

粒形态的检测得到的结论主要有，颗粒的表面分

布，具有分形的性质，颗粒的大小分布随材料的不

同而不同。今后在这方面的工作可能需要针对不同

的材料类型，通过检测和统计归类，建立材料类型

与颗粒形态分布的关系，并形成相应的数据库，实

现以颗粒形态分布为参数的颗粒材料分类系统。一

方面为理论分布奠定参数数据基础，另外一方面也

为工程实际的应用服务。 

颗粒间连接性能的检测实验，到目前为止是相

对比较困难的。对于大小不一的颗粒，颗粒间的作

用关系十分复杂，受到很多因素的影响，另外颗粒

的尺度也是实验检测困难的因素之一，过去对这方

面的研究也比较少。所以，对于颗粒间连接性能的

实验检测需要新的能够反映颗粒间作用的实验方

法和实验设计。随颗粒的尺度的变化，颗粒间的连

接作用力也是不一样的，较大的颗粒间的作用主要

是以机械作用力为主，而随着颗粒尺度的减小，一

些化学键的作用开始显现，特别当存在水等液体

时，颗粒间的相互作用更为复杂。因此，实验的方

法需要研究和探索。 

颗粒组构关系的检测，是了解颗粒材料结构的

重要内容之一，而一般的检测方法往往会破坏材料

的结构特征。所以，对于颗粒组构关系的检测需要

发展无损检测方法。现在一些学者开发的 CT 检测

岩土的方法，对于颗粒组构关系的检测可以借签。

除了这一无损检测方法之外，也需要研究其他更能

反映材料颗粒组构关系的实验检测方法。 

3) 结构元集合特征观察实验 

根据材料结构状态集合分析理论，材料微结构

元集合是影响材料性能的关键，材料的宏观性能其

实质是由材料微结构元集合的特性和微结构元的

分布即配分函数的形态所决定。材料微结构元集合

特征的实验观察是掌握材料性能的关键步骤之一。 

材料微结构元集合特征的实验观察其难点在

于这是一个动态的观察，需要掌握某种材料基本颗

粒构成的情况下，这些颗粒所构成的基本单元的形

态的类型和数量。因此，简单的、少量的实验观察

是不能解决问题的，需要进行大量的实验观察。这

一方面需要耗费大量的人力和物力，另外也需要大

量的时间。更困难的需要解决的是怎样在已有的材

料结构状态中提取出微结构元的形态模型。也就是

采用什么样的实验观察手段来得到颗粒在特定状

态下的所谓的微结构元形态。 

微结构元形态与颗粒间的构成形态有关，也与

颗粒间连接性能有关，因此，这种实验观察可能需

要的是多方面的实验观察。所以，微结构元集合的

实验观察的设计，可能还需要认真地进行研究，以

获得一个可以实施和有效的观察实验方案。 

4  结论 

通过以上的讨论，初步建立起了分析结构性材

料的材料结构状态集合分析理论体系框架和方法

思路，为解决结构性材料的问题，提出了一条新的

思路，总结以上的讨论，可以得到以下几点结论： 

(1) 形成了解决结构性材料的新的思路。结构
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性材料的复杂性是众所周知的，为了解决这一问

题，本文提出了材料结构状态集合分析的概念，通

过对材料所有可能的结构状态集合的性能分析，来

理解结构性材料的整体性能。并且通过以上的分

析，初步证明这一思路具有可行性； 

(2) 建立起了一个基本完整的分析结构性材料

的框架体系。新的分析体系从材料的基本微结构开

始，通过分析微结构元的组成形态即配分函数，最

后得到材料结构的状态集合函数，从而得到结构性

材料的整体性能及参数，形成了一条基本完整的分

析方法； 

(3) 材料结构状态集合分析理论与经典弹塑性

理论具有很好的一致性。通过以上的讨论可知，材

料结构状态集合分析理论与经典弹塑性理论不存

在任何矛盾，材料结构状态集合分析理论更具有一

般性，而经典弹塑性理论可以认为是材料结构状态

集合分析理论下的特殊情况。 

所以，材料结构状态集合分析理论，是通过研

究结构性材料形成了一个更具有普遍意义下的理

论和方法。尽管如此，但这一理论与方法还有许多

问题需要解决，目前的工作只是对于一个新领域打

开了一扇小小的窗口，还有许多方面需要进一步的

探索。 
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