
一、积分上限函数

定义 设函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,xxxx为 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa
上的变量,则

dtdtdtdtttttffffxxxx xxxx
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫====ΦΦΦΦ 变上限定积分

是为定义在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的函数,称其为积分上限

函数.

注:::: dtdtdtdtttttffffdxdxdxdxxxxxffff xxxx
aaaa

xxxx
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫∫∫∫∫ ====

注意等式左边作为积分变量的xxxx与作为积分上限

xxxx 的区别.



积分上限函数的导数

设函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,定义积分上限

函数 ,,,,))))(((())))(((( dtdtdtdtttttffffxxxx xxxx
aaaa∫∫∫∫====ΦΦΦΦ ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaaxxxx∈∈∈∈ (1)(1)(1)(1)

则 ∫∫∫∫====
xxxx

aaaa
dtdtdtdtttttffffdxdxdxdx

ddddxxxx ))))(((())))((((''''ΦΦΦΦ ))))((((xxxxffff==== ).).).).(((( bbbbxxxxaaaa ≤≤≤≤≤≤≤≤



例1111

解

求 ....coscoscoscos
0000

2222
⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡∫∫∫∫

xxxx
tdttdttdttdtdxdxdxdx

dddd

⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡∫∫∫∫

xxxx
tdttdttdttdtdxdxdxdx

dddd
0000

2222coscoscoscos

例2222

解

求 ....
3333

2222

1111 ⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡∫∫∫∫

xxxx
tttt dtdtdtdteeeedxdxdxdx

dddd

这里 dtdtdtdteeee
xxxx

tttt∫∫∫∫
3333

2222

1111
是 3333xxxx 的函数,因而是 xxxx的复合函

令 ,,,,3333 uuuuxxxx ==== 则 ∫∫∫∫====ΦΦΦΦ
uuuu

tttt dtdtdtdteeeeuuuu
1111

,,,,))))(((( 2222
根据复合函数求

有

数,

导公式,

....coscoscoscos2222xxxx====



有

222233332222 xxxxeeeeuuuu ⋅⋅⋅⋅====

⋅⋅⋅⋅==== 666622223333 xxxxeeeexxxx

⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡∫∫∫∫

3333
2222

1111

xxxx
tttt dtdtdtdteeeedxdxdxdx

dddd

22223333))))(((( xxxxuuuu ⋅⋅⋅⋅ΦΦΦΦ′′′′====

dxdxdxdx
dududududtdtdtdteeeedudududu

dddd uuuu
tttt ⋅⋅⋅⋅⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦

⎤⎤⎤⎤
⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡==== ∫∫∫∫1111

2222



原函数存在定理

定理 如果 ))))((((xxxxffff 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 连续,则积分上限的函数

dtdtdtdtttttffffxxxx xxxx
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫====ΦΦΦΦ

就是 ))))((((xxxxffff 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的一个原函数.

重要意义::::
(1)(1)(1)(1)

(2)(2)(2)(2)

联系.

肯定了连续函数的原函数是存在的;;;;

初步揭示了积分学中的定积分与原函数之间的



二、牛顿－莱布尼茨公式

定理 若 ))))((((xxxxFFFF 是连续函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa
上的一个原函数,则

∫∫∫∫ −−−−====
bbbb

aaaa
aaaaFFFFbbbbFFFFdxdxdxdxxxxxffff ).).).).(((())))(((())))((((

牛顿－莱布尼茨公式

证 已知 ))))((((xxxxFFFF 是 ))))((((xxxxffff 的一个原函数,

又 ∫∫∫∫====
xxxx

aaaa
dtdtdtdtttttffffxxxx ))))(((())))((((ΦΦΦΦ 也是 ))))((((xxxxffff 的一个原函数,

∴∴∴∴ ,,,,))))(((())))(((( CCCCxxxxxxxxFFFF ====ΦΦΦΦ−−−− ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaaxxxx∈∈∈∈
令 aaaaxxxx ==== 得 ,,,,))))(((())))(((( CCCCaaaaaaaaFFFF ====ΦΦΦΦ−−−−



∵ ,,,,0000))))(((())))(((( ======== ∫∫∫∫
aaaa

aaaa
dtdtdtdtttttffffaaaaΦΦΦΦ ∴∴∴∴ ,,,,))))(((( CCCCaaaaFFFF ====

故 ),),),),(((())))(((())))(((( aaaaFFFFxxxxFFFFdtdtdtdtttttffffxxxx
aaaa −−−−====∫∫∫∫ 令 bbbbxxxx ==== 得到

))))(((())))(((())))(((( aaaaFFFFbbbbFFFFdxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa −−−−====∫∫∫∫ 证毕.

上述公式也常记作
bbbb
aaaa

bbbb
aaaa xxxxFFFFdxdxdxdxxxxxffff ||||))))(((())))(((( ====∫∫∫∫ ))))(((())))(((( aaaaFFFFbbbbFFFF −−−−====



牛顿－莱布尼茨公式

注::::根据上节的补充规定可知,当 bbbbaaaa >>>> 时,该公

式仍成立.牛顿－莱布尼茨公式又称为微积分

基本公式,它表明::::一个连续函数在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa
上的定积分等于它的任意一个原函数在区间

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的增量,求定积分的问题就转化为求原

函数的问题.



例3333

解

求 ....
1111

0000

2222dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫

3333
3333xxxx 是 2222xxxx 的一个原函数,由牛顿----莱布尼茨公式得:

例4444 求 ....11111111
2222∫∫∫∫
−−−−

−−−−
dxdxdxdxxxxx

当 0000<<<<xxxx 时, xxxx
1111的一个原函数是 |,|,|,|,||||lnlnlnln xxxx

dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫
−−−−

−−−−

1111

2222

1111 2222lnlnlnln1111lnlnlnln −−−−==== ....2222lnlnlnln−−−−====

解

dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫
1111

0000
2222

3333
0000

3333
1111 −−−−==== ....3333

1111====
1111

0000

3333

3333
xxxx====

1111

2222
||||||||lnlnlnln −−−−

−−−−
==== xxxx



例5555

解

计算 ....||||11112222||||
1111

0000
dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ −−−−

因为 ||||11112222|||| −−−−xxxx

所以

dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ −−−−
1111

0000
||||11112222||||

0000

2222////1111
22222222////1111

0000
2222 ))))(((())))(((( xxxxxxxxxxxxxxxx −−−−++++−−−−====

....2222
1111====

⎪⎪⎪⎪⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

>>>>−−−−

≤≤≤≤−−−−
====

2222
1111,,,,11112222
2222
1111,,,,22221111

xxxxxxxx

xxxxxxxx

dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxxxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−++++−−−−====
1111

2222////1111

2222////1111

1111
))))11112222(((())))22221111((((



三、定积分的换元积分法

定理 假设 ))))((((xxxxffff 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,函数 ))))((((ttttxxxx ϕϕϕϕ====
满足条件::::
(1)(1)(1)(1) ,,,,))))(((( aaaa====ααααϕϕϕϕ ;;;;))))(((( bbbb====ββββϕϕϕϕ
(2)(2)(2)(2) ))))((((ttttϕϕϕϕ 在 ]]]],,,,[[[[ ββββαααα 上具有连续导数,且其值域不超

出 ],],],],,,,,[[[[ bbbbaaaa

则有 ....))))(((('''')])])])](((([[[[))))(((( dtdtdtdtttttttttffffdxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa ϕϕϕϕϕϕϕϕββββ

αααα∫∫∫∫∫∫∫∫ ====



注:::: 当 ββββαααα >>>> 时,换元公式仍成立.应用换元公式

(1)(1)(1)(1) 积分限))))((((ttttxxxx ϕϕϕϕ==== 把变量 xxxx换成新变量 tttt时,用

时应注意

也相应的改变;;;;

(2)(2)(2)(2) 不必

象计算不定积分那样再要把 ))))((((ttttΦΦΦΦ 变换成原变量

xxxx的函数,而只要把新变量 tttt 的上、下限分别代

入 ))))((((ttttΦΦΦΦ 然后相减就行了.

))))(((('''')])])])](((([[[[ ttttttttffff ϕϕϕϕϕϕϕϕ 的一个原函数 ))))((((ttttΦΦΦΦ 后,求出



例6666 求定积分 ....sinsinsinsincoscoscoscos2222

0000

5555∫∫∫∫
ππππ

xdxxdxxdxxdxxxxx
解 令 ,,,,coscoscoscos xxxxtttt ==== 则 ,,,,sinsinsinsin xdxxdxxdxxdxdtdtdtdt −−−−====

2222
ππππ====xxxx ,,,,0000====tttt 0000====xxxx ,,,,1111====tttt

∫∫∫∫ 2222

0000

5555 sinsinsinsincoscoscoscos
ππππ

xdxxdxxdxxdxxxxx ∫∫∫∫−−−−====
0000

1111

5555dtdtdtdttttt ∫∫∫∫====
1111

0000

5555dtdtdtdttttt
1111

0000

6666

6666
tttt==== ....6666

1111====

注:本例中, 如果不明显写出新变量 ,,,,tttt
上、下限就不要变, 重新计算如下:

∫∫∫∫ 2222

0000

5555 sinsinsinsincoscoscoscos
ππππ

xdxxdxxdxxdxxxxx ∫∫∫∫−−−−==== 2222

0000

5555 ))))(cos(cos(cos(coscoscoscoscos
ππππ

xxxxxdxdxdxd

则定积分的

2222

0000

6666

6666
coscoscoscos

ππππ

xxxx−−−−==== ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ −−−−−−−−==== 6666

11110000 ....6666
1111====



例7777 求定积分 ).).).).0000((((
0000

22222222 >>>>−−−−∫∫∫∫ aaaadxdxdxdxxxxxaaaa
aaaa

解 令 ,,,,sinsinsinsin ttttaaaaxxxx ==== 则 tdttdttdttdtaaaadxdxdxdx coscoscoscos====
22222222 xxxxaaaa −−−−

由换元积分公式得

∫∫∫∫ −−−−
aaaa

dxdxdxdxxxxxaaaa
0000

22222222 ∫∫∫∫==== 2222

0000
22222222 coscoscoscos

ππππ

tdttdttdttdtaaaa ∫∫∫∫ ++++==== 2222

0000
2222

2222
2222coscoscoscos1111ππππ

dtdtdtdtttttaaaa

∫∫∫∫ ++++==== 2222

0000

2222
))))2222coscoscoscos1111((((2222

ππππ

dtdtdtdtttttaaaa 2222

0000

2222
2222sinsinsinsin2222

1111
2222

ππππ

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++==== ttttttttaaaa

....4444
2222aaaaππππ====

xxxx
tttt 2222////ππππ

aaaa0000
0000

||||coscoscoscos|||| ttttaaaa====ttttaaaa 2222sinsinsinsin1111−−−−==== ,,,,coscoscoscos ttttaaaa====



例8888 求定积分 ....
11112222
22224444

0000
dxdxdxdx

xxxx
xxxx∫∫∫∫ ++++
++++

解 令 ,,,,11112222 ++++==== xxxxtttt 则 ,,,,2222
11112222−−−−==== ttttxxxx ,,,,tdttdttdttdtdxdxdxdx ====

时当 0000====xxxx 时当 4444====xxxx

从而 dxdxdxdx
xxxx

xxxx∫∫∫∫ ++++
++++4444

0000 11112222
2222 tdttdttdttdttttt

tttt

∫∫∫∫
++++−−−−

====
3333

1111

2222

22222222
1111

∫∫∫∫ ++++====
3333

1111
2222 ))))3333((((2222

1111 dtdtdtdttttt
3333

1111

3333 33333333
1111

2222
1111 ⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++==== tttttttt

⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡ ⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++−−−−⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++==== 33333333

111199993333
27272727

2222
1111 ....3333

22222222====

,,,,1111====tttt ,,,,3333====tttt



四、定积分的分部积分法

设函数 ))))((((xxxxuuuu 、 ))))((((xxxxvvvv 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上具有连续导数,

则有
,,,,'''''''')')')')'(((( uvuvuvuvvvvvuuuuuvuvuvuv ++++====

,,,,]]]][[[[)')')')'(((( bbbb
aaaa

bbbb

aaaa
uvuvuvuvdxdxdxdxuvuvuvuv ====∫∫∫∫

,,,,'''''''']]]][[[[ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====
bbbb

aaaa

bbbb

aaaa
bbbb
aaaa dxdxdxdxuvuvuvuvvdxvdxvdxvdxuuuuuvuvuvuv

....]]]][[[[ ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====
bbbb

aaaa
bbbb
aaaa

bbbb

aaaa
vduvduvduvduuvuvuvuvudvudvudvudv

定积分的分部积分公式



例9999 求定积分 ∫∫∫∫
3333

1111
....lnlnlnln xdxxdxxdxxdx

解 ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====
3333

1111

3333
1111

3333

1111
))))(ln(ln(ln(ln||||lnlnlnlnlnlnlnln xxxxxdxdxdxdxxxxxxxxxdxxdxxdxxdx

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====−−−−−−−−====
3333

1111

3333

1111
3333lnlnlnln33331111))))00003333lnlnlnln3333(((( dxdxdxdxdxdxdxdxxxxxxxxx

))))11113333((((3333lnlnlnln3333||||3333lnlnlnln3333 3333
1111 −−−−−−−−====−−−−==== xxxx

....22223333lnlnlnln3333 −−−−====



例11110000 求定积分 ....
1111

0000
dxdxdxdxxexexexe xxxx∫∫∫∫ −−−−

解 ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−−−−− ====
1111

0000

1111

0000
))))(((( xxxxxxxx eeeexdxdxdxddxdxdxdxxexexexe

))))||||((((
1111

0000

1111
0000 dxdxdxdxeeeexexexexe xxxxxxxx ∫∫∫∫ −−−−−−−− −−−−−−−−====

∫∫∫∫ −−−−++++−−−−−−−−==== −−−−−−−− 1111

0000

1111 )])])])](((())))0000[([([([( xxxxddddeeeeeeee xxxx

))))||||(((( 1111
0000

1111 xxxxeeeeeeee −−−−−−−− ++++−−−−====

)])])])]1111(((((((( 11111111 −−−−++++−−−−==== −−−−−−−− eeeeeeee
....22221111 1111−−−−−−−−==== eeee



例11111111计算 ....arcsinarcsinarcsinarcsin2222
1111

0000∫∫∫∫ xdxxdxxdxxdx

解 令 ,,,,arcsinarcsinarcsinarcsinxxxxuuuu ==== ,,,,dxdxdxdxdvdvdvdv ====

则 ,,,,
1111 2222xxxx
dxdxdxdxdudududu
−−−−

==== ,,,,xxxxvvvv ====

∫∫∫∫2222
1111

0000
arcsinarcsinarcsinarcsinxdxxdxxdxxdx ∫∫∫∫ −−−−

−−−−==== 2222
1111

0000 2222
2222
1111

0000 1111
]]]]arcsinarcsinarcsinarcsin[[[[

xxxx
xdxxdxxdxxdxxxxxxxxx

∫∫∫∫ −−−−
−−−−

++++⋅⋅⋅⋅==== 2222
1111

0000
2222

2222 ))))1111((((
1111
1111

2222
1111

66662222
1111 xxxxdddd

xxxx
ππππ

2222
1111

0000
2222 ]]]]1111[[[[12121212 xxxx−−−−++++==== ππππ ....11112222

3333
12121212 −−−−++++==== ππππ


