
一、定积分的定义

定义 设 ))))((((xxxxffff 在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上有界,在 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 中任意

插入若干个分点 aaaa
把区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 分割成 nnnn个小区间,

区间的长度依次为 1111−−−−−−−−==== iiiiiiiiiiii xxxxxxxxxxxx∆∆∆∆ ),),),),,,,,,,,,2222,,,,1111(((( nnnniiii ⋯====
在各小区间上任取一点 ),),),),(((( 1111 iiiiiiiiiiiiiiii xxxxxxxx ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−− ξξξξξξξξ 作乘积

,,,,))))(((( iiiiiiii xxxxffff ∆∆∆∆ξξξξ 并求和 ,,,,))))((((
1111
∑∑∑∑
====

====
nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxffffSSSS ∆∆∆∆ξξξξ

0000xxxx==== 1111xxxx<<<< 2222xxxx<<<< 1111−−−−<<<<<<<< nnnnxxxx⋯
bbbbxxxxnnnn ====<<<< 各小

记 maxmaxmaxmax====λλλλ

如果不论对 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 怎样的分法,},},},},,,,,,,,,,,,,{{{{ 22221111 nnnnxxxxxxxxxxxx ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ ⋯
也不论在小区间 ]]]],,,,[[[[ 1111 iiiiiiii xxxxxxxx −−−− 上点 iiiiξξξξ 怎样的取法,只



这个极限 IIII 区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的定积分,

记为

IIIIdxdxdxdxxxxxffff
bbbb

aaaa
====∫∫∫∫ ))))(((( ∑∑∑∑

====
→→→→

====
nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxffff

11110000
))))((((limlimlimlim ∆∆∆∆ξξξξ

λλλλ

为函数 ))))((((xxxxffff 在

其中 ))))((((xxxxffff 叫做被积函数, dxdxdxdxxxxxffff ))))(((( 叫做被积表达

式, xxxx叫做积分变量, ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 叫做积分区间,aaaa与 bbbb
分别叫做积分上限和积分下限.

要当 0000→→→→λλλλ 时,和 SSSS总趋于确定的极限 ,,,,IIII 我们称



定义 IIIIdxdxdxdxxxxxffff
bbbb

aaaa
====∫∫∫∫ ))))(((( ∑∑∑∑

====
→→→→

====
nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxffff

11110000
))))((((limlimlimlim ∆∆∆∆ξξξξ

λλλλ

积分和

几点说明::::
(1)(1)(1)(1)积分值仅与被积函数及积分区间有关,而与

积分变量的字母无关,即

....))))(((())))(((())))(((( ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ========
bbbb

aaaa

bbbb

aaaa

bbbb

aaaa
dudududuuuuuffffdtdtdtdtttttffffdxdxdxdxxxxxffff

(2)(2)(2)(2)定义中区间的分法和 iiiiξξξξ 的取法是任意的.

(3)(3)(3)(3)当函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的定积分存在时,

称 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上可积.



定积分存在定理

定理1111

定理2222

若函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,

则 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上可积.

若函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上有界,

且只有有限个间断点, 在区间则 ))))((((xxxxffff ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa
上可积.



定积分的物理意义

变速直线运动的路程

设某物体作直线运动,已知速度 ))))((((ttttvvvvvvvv ==== 是时间

间隔 ]]]],,,,[[[[ 22221111 TTTTTTTT 上 tttt 的一个连续函数,且 ,,,,0000))))(((( ≥≥≥≥ttttvvvv
求物体在这段时间内所经过的路程 ....ssss

∑∑∑∑
====

→→→→
====

nnnn

iiii
iiiiiiii ttttvvvvssss

11110000
))))((((limlimlimlim ∆∆∆∆ττττ

λλλλ
....))))((((2222

1111
∫∫∫∫====
TTTT

TTTT
dtdtdtdtttttvvvv



变力沿直线所作功

设某物体在变力FFFF
�
作用下

),),),),(((( aaaabbbb >>>> 设 FFFF
�
的方向与位移方向相同,力FFFF

�xxxx轴由 aaaa移动到 bbbb沿

的大小随 xxxx而变化, 且可表为 xxxx的连续函数

).).).).((((xxxxFFFFFFFF ====

∑∑∑∑
====

→→→→
====

nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxFFFFWWWW

11110000
))))((((limlimlimlim ∆∆∆∆ξξξξ

λλλλ ....))))((((∫∫∫∫====
bbbb

aaaa
dxdxdxdxxxxxFFFF



例1111 利用定积分的定义计算积分 ....
1111

0000

2222∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxx
解 因函数 2222))))(((( xxxxxxxxffff ==== 在 ]]]]1111,,,,0000[[[[ 上连续，故可积.

而定积分的值

从

关.为便于计算, 将 ]]]]1111,,,,0000[[[[ nnnn等分，如图，

OOOO xxxx

yyyy yyyy xxxx==== 2222

1111nnnn
1111
nnnn
2222
nnnn
3333 ............ nnnn ............iiii

nnnn
1111nnnn−−−−

则

....1111
nnnnxxxxiiii ====∆∆∆∆====λλλλ

于是，

0000→→→→λλλλ ;;;;∞∞∞∞→→→→nnnn
取每个小区间的右端

点为 ,,,,iiiiξξξξ 则

]]]]1111,,,,0000[[[[ 的分法及 iiiiξξξξ 的取法无与对区间



)))),,,,,,,,2222,,,,1111(((( nnnniiiinnnn
iiii

iiii ⋯========ξξξξ

故 ∑∑∑∑∫∫∫∫
====

→→→→
∆∆∆∆====

nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxffffdxdxdxdxxxxx

11110000

1111

0000

2222 ))))((((limlimlimlim ξξξξ
λλλλ ∑∑∑∑

====
→→→→

∆∆∆∆====
nnnn

iiii
iiiiiiii xxxx

1111

2222

0000
limlimlimlim ξξξξ
λλλλ

∑∑∑∑∑∑∑∑
====

∞∞∞∞→→→→
====

∞∞∞∞→→→→
====⋅⋅⋅⋅⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛====

nnnn

iiiinnnn

nnnn

iiiinnnn
iiii

nnnnnnnnnnnn
iiii

1111

2222
3333

1111

2222 1111limlimlimlim1111limlimlimlim

))))333322221111((((1111limlimlimlim 2222222222222222
3333 nnnn

nnnnnnnn
⋯++++++++++++====

∞∞∞∞→→→→

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛ ++++====

∞∞∞∞→→→→ nnnnnnnnnnnn
11112222111111116666

1111limlimlimlim ....3333
1111====



二、定积分的性质

补充规定:::: ;;;;0000))))(((( ====∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa

(2)(2)(2)(2) ....))))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff aaaa
bbbb

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====

在性质讨论中,假设定积分都存在,且不考虑上下

限的大小.

性质1111 dxdxdxdxxxxxggggxxxxffffbbbb
aaaa )])])])](((())))(((([[[[ ±±±±∫∫∫∫

....))))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ ±±±±====

(1)(1)(1)(1)

证 ∫∫∫∫ ±±±± dxdxdxdxxxxxggggxxxxffffbbbb
aaaa )])])])](((())))(((([[[[

iiiiiiii

nnnn

iiii
iiii xxxxggggffff ∆∆∆∆±±±±==== ∑∑∑∑

====
→→→→

)])])])](((())))(((([[[[limlimlimlim
11110000

ξξξξξξξξ
λλλλ

bbbbaaaa ==== 时,当

时,bbbbaaaa >>>>当



iiii

nnnn

iiii
iiiiiiii

nnnn

iiii
iiii xxxxggggxxxxffff ∆∆∆∆±±±±∆∆∆∆==== ∑∑∑∑∑∑∑∑

====
→→→→

====
→→→→

))))((((limlimlimlim))))((((limlimlimlim
1111000011110000

ξξξξξξξξ
λλλλλλλλ

....))))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ ±±±±====

注:::: 此性质可以推广到有限多个函数作和的情况.

性质2222 dxdxdxdxxxxxffffkkkkdxdxdxdxxxxxkfkfkfkf bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== kkkk(((( 为常数)))).

证 ∑∑∑∑∫∫∫∫
====

→→→→
∆∆∆∆====

nnnn

iiii
iiiiiiii

bbbb
aaaa xxxxkfkfkfkfdxdxdxdxxxxxkfkfkfkf

11110000
))))((((limlimlimlim))))(((( ξξξξ

λλλλ

iiii

nnnn

iiii
iiii xxxxffffkkkk ∆∆∆∆==== ∑∑∑∑

====
→→→→

))))((((limlimlimlim
11110000

ξξξξ
λλλλ iiii

nnnn

iiii
iiii xxxxffffkkkk ∆∆∆∆==== ∑∑∑∑

====
→→→→

))))((((limlimlimlim
11110000

ξξξξ
λλλλ

....))))(((( dxdxdxdxxxxxffffkkkk bbbb
aaaa∫∫∫∫====



补充:::: 不论 ccccbbbbaaaa ,,,,,,,, 的相对位置如何,上式总成立.

,,,,))))(((())))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff cccc
bbbb

bbbb
aaaa

cccc
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====

则 dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff cccc
bbbb

cccc
aaaa

bbbb
aaaa ))))(((())))(((())))(((( ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====

....))))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff bbbb
cccc

cccc
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====

注:::: 上述性质表明定积分对于积分区间具有可加

例 ccccbbbbaaaa <<<<<<<<当 时,有

性.

性质4444 dxdxdxdxdxdxdxdx bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ ====⋅⋅⋅⋅1111 aaaabbbb−−−−====

性质3333 设 ,,,,bbbbccccaaaa <<<<<<<< 则

....))))(((())))(((())))(((( dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff bbbb
cccc

cccc
aaaa

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====



性质5555 ,,,,0000))))(((( ≥≥≥≥xxxxffff 则

0000))))(((( ≥≥≥≥∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa ).).).).(((( bbbbaaaa <<<<

证 ∵ ,,,,0000))))(((( ≥≥≥≥xxxxffff ∴∴∴∴ 0000))))(((( ≥≥≥≥iiiiffff ξξξξ ).).).).,,,,,,,,2222,,,,1111(((( nnnniiii ⋯====

又 ,,,,0000≥≥≥≥∆∆∆∆ iiiixxxx 故 ,,,,0000))))((((
1111

≥≥≥≥∆∆∆∆∑∑∑∑
====

nnnn

iiii
iiiiiiii xxxxffff ξξξξ

∴∴∴∴ ∑∑∑∑∫∫∫∫
====

→→→→
∆∆∆∆====

nnnn

iiii
iiiiiiii

bbbb
aaaa xxxxffffdxdxdxdxxxxxffff

11110000
))))((((limlimlimlim))))(((( ξξξξ

λλλλ
....0000≥≥≥≥

推论1111 上如果在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa ),),),),(((())))(((( xxxxggggxxxxffff ≤≤≤≤ 则

dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤ ).).).).(((( bbbbaaaa <<<<

如果在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上



证 由题设知 ,,,,0000))))(((())))(((( ≥≥≥≥−−−− xxxxffffxxxxgggg
∴∴∴∴ ,,,,0000)])])])](((())))(((([[[[ ≥≥≥≥−−−−∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffxxxxggggbbbb

aaaa

即 ,,,,0000))))(((())))(((( ≥≥≥≥−−−− ∫∫∫∫∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxgggg bbbb
aaaa

bbbb
aaaa

推论得证.

推论2222 dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ||||))))((((||||||||))))((((|||| ∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤ ).).).).(((( bbbbaaaa <<<<

证 ∵ |,|,|,|,))))((((||||))))((((||||))))((((|||| xxxxffffxxxxffffxxxxffff ≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−

∴∴∴∴ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ))))((((||||))))((((|||| ∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤−−−−

,,,,||||))))((((|||| dxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa∫∫∫∫≤≤≤≤

即 ....||||))))((((||||||||))))((((|||| dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffff bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤

注意:::: ||||))))((((|||| xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的可积性是显然的.



例2222

解

比较积分值 dxdxdxdxeeee xxxx∫∫∫∫
−−−−2222

0000
和 dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫

−−−−2222

0000
的大小.

令 ,,,,))))(((( xxxxeeeexxxxffff xxxx−−−−==== ]]]]0000,,,,2222[[[[−−−−∈∈∈∈xxxx

,,,,0000))))(((( >>>>xxxxffff

,,,,0000))))((((
0000

2222
>>>>−−−−∫∫∫∫−−−− dxdxdxdxxxxxeeee xxxx

,,,,
0000

2222

0000

2222
dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxeeee xxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−−−−−

>>>>

于是 ....
2222

0000

2222

0000
dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxeeee xxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−
<<<<

∵

∴∴∴∴

∴∴∴∴



性质6666 设MMMM及 mmmm分别是函数 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa

上的最大值及最小值,则

dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbbmmmm bbbb
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫≤≤≤≤−−−− ).).).).(((( aaaabbbbMMMM −−−−≤≤≤≤

证 ∵ ,,,,))))(((( MMMMxxxxffffmmmm ≤≤≤≤≤≤≤≤

∴∴∴∴ dxdxdxdxxxxxffffmdxmdxmdxmdx bbbb
aaaa

bbbb
aaaa ))))((((∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤ ,,,,MdxMdxMdxMdxbbbb

aaaa∫∫∫∫≤≤≤≤
即 dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbbmmmm bbbb

aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫≤≤≤≤−−−− ).).).).(((( aaaabbbbMMMM −−−−≤≤≤≤

此性质可用于估计
积分值的大致范围



例3333

解

估计积分 的值.dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ ++++
ππππ

0000 3333sinsinsinsin3333
1111

,,,,sinsinsinsin3333
1111))))(((( 3333xxxxxxxxffff

++++
==== ],],],],,,,,0000[[[[ ππππ∈∈∈∈xxxx

因为 ,,,,1111sinsinsinsin0000 3333 ≤≤≤≤≤≤≤≤ xxxx 所以

xxxx3333sinsinsinsin3333
1111

++++

dxdxdxdxdxdxdxdxxxxxdxdxdxdx ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ≤≤≤≤
++++

≤≤≤≤
ππππππππππππ

00000000 33330000 3333
1111

sinsinsinsin3333
1111

4444
1111

于是 ∫∫∫∫ ++++
ππππ

0000 3333sinsinsinsin3333
1111 dxdxdxdxxxxx

≤≤≤≤4444
1111

3333
1111≤≤≤≤

≤≤≤≤4444
ππππ ....3333

ππππ≤≤≤≤



性质7777 ((((定积分中值定理))))如果函数 ))))((((xxxxffff 在闭区

间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上连续,则在积分区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上至少存在一

个点 ,,,,ξξξξ 使

)))))()()()((((())))(((( aaaabbbbffffdxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa −−−−====∫∫∫∫ ξξξξ ).).).).(((( bbbbaaaa ≤≤≤≤≤≤≤≤ ξξξξ

积分中值公式

证 ∵ dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbbmmmm bbbb
aaaa ))))(((())))(((( ∫∫∫∫≤≤≤≤−−−− ),),),),(((( aaaabbbbMMMM −−−−≤≤≤≤

∴∴∴∴ dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbbmmmm bbbb
aaaa ))))((((1111 ∫∫∫∫−−−−

≤≤≤≤ ....MMMM≤≤≤≤



由闭区间上连续函数的介值定理的推论,在区间

]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上至少存在一个点 ,,,,ξξξξ 使

,,,,))))((((1111))))(((( dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbbffff bbbb
aaaa∫∫∫∫−−−−

====ξξξξ

即 )))))()()()((((())))(((( aaaabbbbffffdxdxdxdxxxxxffffbbbb
aaaa −−−−====∫∫∫∫ ξξξξ ).).).).(((( bbbbaaaa ≤≤≤≤≤≤≤≤ ξξξξ

注:::: 由上述几何解释易见,,,, 数值 ∫∫∫∫−−−−
dxdxdxdxxxxxffffaaaabbbb ))))((((1111

表示连续曲线 ))))((((xxxxffff 在区间 ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa 上的平均高度,,,,

我们称其为函数                                        在区间                                        上的平均值....))))((((xxxxffff ]]]],,,,[[[[ bbbbaaaa


