
一、第一类换元法((((凑微分法))))
问题 CCCCeeeedxdxdxdxeeee xxxxxxxx ++++≠≠≠≠∫∫∫∫ 22222222 ????
观察 从公式 ,,,,CCCCeeeedudududueeee uuuuuuuu ++++====∫∫∫∫ 令 ,,,,2222xxxxuuuu ==== 则有

CCCCeeeexxxxddddeeee xxxxxxxx ++++====∫∫∫∫ 22222222 ))))2222(((( CCCCeeeedxdxdxdxeeee xxxxxxxx ++++≠≠≠≠∫∫∫∫ 22222222

解法 可将微分dxdxdxdx凑成 ))))2222((((2222
1111 xxxxdddd 的形式,即

))))2222((((2222
1111 xxxxdddddxdxdxdx ====

))))2222((((2222
1111 22222222 xxxxddddeeeedxdxdxdxeeee xxxxxxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== dudududueeeexxxxuuuu uuuu∫∫∫∫==== 2222

11112222 CCCCeeeeuuuu ++++==== 2222
1111

CCCCeeee xxxx ++++==== 2222

2222
1111



一般地,设 具有原函数))))((((uuuuffff ),),),),((((uuuuFFFF 即

,,,,))))(((())))(((( CCCCuuuuFFFFdudududuuuuuffff ++++====∫∫∫∫
则 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ====′′′′ ))))(((()])])])](((([[[[))))(((()])])])](((([[[[ xxxxddddxxxxffffdxdxdxdxxxxxxxxxffff ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

uuuuxxxx ====))))((((ϕϕϕϕ
换元

CCCCuuuuFFFFdudududuuuuuffff ++++====∫∫∫∫ ))))(((())))((((

))))((((xxxxuuuu ϕϕϕϕ====
回代

,,,,)])])])](((([[[[ CCCCxxxxFFFF ++++ϕϕϕϕ



部分常用的凑微分公式:

(1)(1)(1)(1) ););););((((1111 bbbbaxaxaxaxddddaaaadxdxdxdx ++++==== (2)(2)(2)(2) ););););((((1111
1111 1111++++

++++
==== nnnnnnnn xxxxddddnnnndxdxdxdxxxxx

(3)(3)(3)(3) ););););((((
2222

1111 xxxxdddddxdxdxdx
xxxx

==== (4)(4)(4)(4) ););););1111((((1111
2222 xxxxdddddxdxdxdx

xxxx
−−−−====

(5)(5)(5)(5) ););););(ln(ln(ln(ln1111 xxxxdddddxdxdxdxxxxx ==== (6)(6)(6)(6) ););););(((( xxxxxxxx eeeedddddxdxdxdxeeee ====

(7)(7)(7)(7) ).).).).(sin(sin(sin(sincoscoscoscos xxxxddddxdxxdxxdxxdx ====



例 1 1 1 1

解

求不定积分 ....))))11112222(((( 10101010dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ ++++

利用凑微分公式 ),),),),((((1111 bbbbaxaxaxaxddddaaaadxdxdxdx ++++==== 所以

dxdxdxdxxxxx 10101010))))11112222((((∫∫∫∫ ++++

∫∫∫∫ ++++++++==== ))))11112222(((())))11112222((((2222
1111 10101010 xxxxddddxxxx

dxdxdxdxxxxxxxxx∫∫∫∫ ′′′′++++++++==== ))))11112222(((())))11112222((((2222
1111 10101010

∫∫∫∫ dudududuuuuu10101010

2222
1111

换元

uuuuxxxx ====++++11112222

11112222 ++++==== xxxxuuuu

回代
....))))11112222((((22222222

1111 11111111 CCCCxxxx ++++++++

CCCCuuuu ++++⋅⋅⋅⋅==== 111111112222
1111 11111111



例 2 2 2 2

解

求不定积分 ....22223333
1111 dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ ++++

))))22223333((((22223333
1111

2222
1111 xxxxddddxxxx ++++++++==== ∫∫∫∫

dxdxdxdxxxxx∫∫∫∫ ++++ 22223333
1111

dudududuuuuu∫∫∫∫
1111

2222
1111 CCCCuuuu ++++==== lnlnlnln2222

1111uuuuxxxx ====++++ 22223333
换元

xxxxuuuu 22223333++++====

回代
....22223333lnlnlnln2222

1111 CCCCxxxx ++++++++

dxdxdxdxxxxxxxxx ))))22223333((((22223333
1111

2222
1111 ′′′′++++⋅⋅⋅⋅

++++
==== ∫∫∫∫

注:::: 一般情形::::

dxdxdxdxbbbbaxaxaxaxffff∫∫∫∫ ++++ ))))(((( ∫∫∫∫ ....))))((((1111 dudududuuuuuffffaaaa
uuuubbbbaxaxaxax ====++++



例 3 3 3 3

解

计算不定积分 ....
2222
dxdxdxdxxexexexe xxxx∫∫∫∫

))))((((2222
1111 22222222

xxxxddddeeeexxxx∫∫∫∫====

dxdxdxdxxexexexexxxx∫∫∫∫ 2222

dudududueeeeuuuu∫∫∫∫2222
1111

....2222
1111 2222 CCCCeeee xxxx ++++

uuuuxxxx ====2222

换元

2222xxxxuuuu ====
回代

CCCCeeeeuuuu ++++==== 2222
1111

dxdxdxdxxxxxeeee xxxx ))))((((2222
1111 22222222 ′′′′==== ∫∫∫∫

注:::: 一般情形::::

dxdxdxdxxxxxffffxxxx∫∫∫∫ ))))(((( 2222 ∫∫∫∫ ....))))((((2222
1111 dudududuuuuuffffuuuuxxxx ====2222



例    4444

解

求不定积分 ....))))lnlnlnln22221111((((
1111 dxdxdxdxxxxxxxxx∫∫∫∫ ++++

))))lnlnlnln22221111((((lnlnlnln22221111
1111

2222
1111 xxxxddddxxxx ++++++++==== ∫∫∫∫

....lnlnlnln22221111lnlnlnln2222
1111 CCCCxxxx++++++++

dxdxdxdxxxxxxxxx∫∫∫∫ ++++ ))))lnlnlnln22221111((((
1111

dudududuuuuu∫∫∫∫
1111

2222
1111uuuuxxxx====++++ lnlnlnln22221111

换元

xxxxuuuu lnlnlnln22221111++++====

回代

CCCCuuuu ++++==== lnlnlnln2222
1111

))))(ln(ln(ln(lnlnlnlnln22221111
1111 xxxxddddxxxx∫∫∫∫ ++++

====

注:::: 一般情形:::: ).).).).(ln(ln(ln(ln))))(ln(ln(ln(ln1111))))(ln(ln(ln(ln xxxxddddxxxxffffdxdxdxdxxxxxxxxxffff ====



例    5555

解法一

求不定积分 ∫∫∫∫ ....2222sinsinsinsin dxdxdxdxxxxx

原式 ∫∫∫∫==== ))))2222((((2222sinsinsinsin2222
1111 xxxxddddxxxx

解法二 原式 ∫∫∫∫==== dxdxdxdxxxxxxxxxcoscoscoscossinsinsinsin2222
;;;;))))(sin(sin(sin(sin 2222 CCCCxxxx ++++====

解法三 原式 ∫∫∫∫==== dxdxdxdxxxxxxxxxcoscoscoscossinsinsinsin2222
....))))(cos(cos(cos(cos 2222 CCCCxxxx ++++−−−−====

注:::: 一般情形::::
xdxxdxxdxxdxxxxxffff coscoscoscos))))(sin(sin(sin(sin
xdxxdxxdxxdxxxxxffff sinsinsinsin))))(cos(cos(cos(cos

;;;;2222coscoscoscos2222
1111 CCCCxxxx ++++−−−−====

))))(sin(sin(sin(sinsinsinsinsin2222 xxxxddddxxxx∫∫∫∫====

∫∫∫∫−−−−==== ))))(cos(cos(cos(coscoscoscoscos2222 xxxxddddxxxx

););););(sin(sin(sin(sin))))(sin(sin(sin(sin xxxxddddxxxxffff====
).).).).(cos(cos(cos(cos))))(cos(cos(cos(cos xxxxddddxxxxffff−−−−====



例    6666

解

求不定积分 ....
1111222233332222

1111 dxdxdxdx
xxxxxxxx∫∫∫∫ −−−−++++++++

原式

dxdxdxdx
xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxx∫∫∫∫ −−−−−−−−++++−−−−++++++++
−−−−−−−−++++====

))))1111222233332222)()()()(1111222233332222((((
1111222233332222

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−−−−−++++==== dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxxxxx 111122224444
1111333322224444

1111

∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −−−−−−−−−−−−++++++++==== ))))11112222((((111122228888
1111))))33332222((((333322228888

1111 xxxxddddxxxxxxxxddddxxxx

....))))11112222((((12121212
1111))))33332222((((12121212

1111 33333333 CCCCxxxxxxxx ++++−−−−−−−−++++====

注: 利用平方差公式进行根式有理化是化简积分计

算的常用手段之一.



二、第二类换元法

问题 ????1111 22225555 ====−−−−∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxxxxx
方法 通过变量替换引入新的积分变量.

例如,令 ,,,,sinsinsinsin ttttxxxx ==== 则 ,,,,coscoscoscostdttdttdttdtdxdxdxdx ====

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====−−−− tdttdttdttdtttttttttdxdxdxdxxxxxxxxx coscoscoscossinsinsinsin1111))))(sin(sin(sin(sin1111 2222555522225555

⋯⋯======== ∫∫∫∫ tdttdttdttdttttt 22225555 coscoscoscossinsinsinsin

用””””凑微分””””即可求出结果



定理 2222 设 ))))((((ttttxxxx ϕϕϕϕ==== 是单调可导函数,且 ,,,,0000))))(((( ≠≠≠≠′′′′ ttttϕϕϕϕ

又设 ))))(((()])])])](((([[[[ ttttttttffff ϕϕϕϕϕϕϕϕ ′′′′ 具有原函数 ),),),),((((ttttFFFF 则

∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ′′′′==== dtdtdtdtttttttttffffdxdxdxdxxxxxffff ))))(((()])])])](((([[[[))))(((( ϕϕϕϕϕϕϕϕ

CCCCxxxxFFFFCCCCttttFFFF ++++====++++==== )])])])](((([[[[))))(((( ψψψψ
其中 ))))((((xxxxψψψψ 是 ))))((((ttttxxxx ϕϕϕϕ==== 的反函数.

证 因为 ))))((((ttttFFFF 为 ))))(((()])])])](((([[[[ ttttttttffff ϕϕϕϕϕϕϕϕ ′′′′ 的原函数,令

)],)],)],)],(((([[[[))))(((( xxxxFFFFxxxxGGGG ψψψψ====

则
))))((((

1111))))(((()])])])](((([[[[))))(((( ttttttttttttffffdxdxdxdx
dtdtdtdt

dtdtdtdt
dFdFdFdFxxxxGGGG ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====⋅⋅⋅⋅====′′′′



),),),),(((()])])])](((([[[[ xxxxffffttttffff ======== ϕϕϕϕ

即 ))))((((xxxxGGGG 为 ))))((((xxxxffff 的原函数.证毕.

注: 从定理 2222可见,第二类换元积分法与第一类换

元积分法的换元与回代过程正好相反.



例7777 求不定积分 ....
))))1111((((

1111
3333 dxdxdxdx
xxxxxxxx∫∫∫∫ ++++

方法 当被积函数含有两种或两种以上的根式 ,,,,kkkk xxxx
,,,,⋯ llll xxxx时,,,, 可令 nnnnttttxxxx ==== ((((nnnn为各根指数的最小公倍数).).).).

解 令 6666ttttxxxx ==== ,,,,6666 5555dtdtdtdtttttdxdxdxdx ====

dtdtdtdt
tttttttt

ttttdxdxdxdx
xxxxxxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++

====
++++ ))))1111((((

6666
))))1111((((

1111
22223333

5555

3333

∫∫∫∫ ++++
−−−−++++==== dtdtdtdt
tttt

tttt
2222

2222

1111
111111116666

CCCCtttttttt ++++−−−−==== ]]]]arctanarctanarctanarctan[[[[6666

dtdtdtdt
tttt∫∫∫∫ ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
−−−−==== 22221111

111111116666

dtdtdtdt
tttt
tttt∫∫∫∫ ++++

==== 2222

2222

1111
6666

....]]]]arctanarctanarctanarctan[[[[6666 66666666 CCCCxxxxxxxx ++++−−−−====



例    8888

解

求不定积分 ).).).).0000((((22222222 >>>>−−−−∫∫∫∫ aaaadxdxdxdxxxxxaaaa

,,,,sinsinsinsin ttttaaaaxxxx ====设 则 ,,,,coscoscoscos tdttdttdttdtaaaadxdxdxdx ====

22222222 xxxxaaaa −−−−

于是 ∫∫∫∫ −−−− dxdxdxdxxxxxaaaa 22222222

....2222,,,,2222 ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛−−−−∈∈∈∈ ππππππππtttt

ttttaaaaaaaa 222222222222 sinsinsinsin−−−−==== ttttaaaacoscoscoscos====

CCCCttttttttaaaa ++++⎥⎥⎥⎥⎦⎦⎦⎦
⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢⎣⎣⎣⎣
⎡⎡⎡⎡ ++++==== 2222sinsinsinsin2222

1111
2222

2222

CCCCttttttttttttaaaa ++++⋅⋅⋅⋅++++==== ]]]]coscoscoscossinsinsinsin[[[[2222
2222

CCCCttttttttttttaaaa ++++−−−−⋅⋅⋅⋅++++==== ]]]]sinsinsinsin1111sinsinsinsin[[[[2222
2222

2222 tttt

xxxxaaaa

22222222 xxxxaaaa −−−−

CCCCaaaa
xxxx

aaaa
xxxx

aaaa
xxxxaaaa ++++⎥⎥⎥⎥

⎦⎦⎦⎦

⎤⎤⎤⎤
⎢⎢⎢⎢
⎣⎣⎣⎣

⎡⎡⎡⎡
++++⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛−−−−⋅⋅⋅⋅==== arcsinarcsinarcsinarcsin11112222

22222222



例    9999

解

求不定积分 ....))))0000((((1111
22222222 >>>>

++++∫∫∫∫ aaaadxdxdxdx
aaaaxxxx

,,,,secsecsecsec2222tdttdttdttdtaaaadxdxdxdx ====令 ttttaaaaxxxx tantantantan====

dxdxdxdx
aaaaxxxx∫∫∫∫ ++++ 22222222

1111

∫∫∫∫==== tdttdttdttdtsecsecsecsec

1111tantantantansecsecsecseclnlnlnln CCCCtttttttt ++++++++====

1111

22222222

lnlnlnln CCCCaaaa
aaaaxxxx

aaaa
xxxx ++++

++++
++++====

aaaa

xxxx
tttt

....lnlnlnln 22222222 CCCCaaaaxxxxxxxx ++++++++++++====

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛−−−−∈∈∈∈ 2222,,,,2222

ππππππππtttt

tdttdttdttdtaaaattttaaaa
2222secsecsecsecsecsecsecsec

1111 ⋅⋅⋅⋅==== ∫∫∫∫



三、分部积分公式

问题 ????====∫∫∫∫ dxdxdxdxxexexexe xxxx

思路 利用两个函数乘积的求导公式,设函数

))))((((xxxxuuuuuuuu ==== 和 ))))((((xxxxvvvvvvvv ==== 具有连续导数,则

vvvvuuuuvvvvuuuuuvuvuvuv ′′′′++++′′′′====′′′′))))((((
移项得 vvvvuuuuuvuvuvuvvvvvuuuu ′′′′−−−−′′′′====′′′′ ))))((((
两边积分得 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ′′′′−−−−====′′′′ vdxvdxvdxvdxuuuuuvuvuvuvdxdxdxdxvvvvuuuu

或 ∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−==== vduvduvduvduuvuvuvuvudvudvudvudv
分部积分公式

求解关键 如何将所给积分∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffff ))))(((( 化为∫∫∫∫udvudvudvudv



形式,并使它更容易计算,主要采用凑微分法,

例如, ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−======== dxdxdxdxeeeexexexexexdexdexdexdedxdxdxdxxexexexe xxxxxxxxxxxxxxxx

CCCCeeeexxxxCCCCeeeexexexexe xxxxxxxxxxxx ++++−−−−====++++−−−−==== ))))1111((((
udvudvudvudv uvuvuvuv vduvduvduvdu

利用分部积分法计算不定积分,选择好 非常uuuu、vvvv
关键,选择不当将使积分的计算变得更加复杂,



例如, ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛==== xxxxxxxxxxxxxxxx dedededexxxxeeeexxxxxxxxddddeeeedxdxdxdxxexexexe 222222222222

222222222222

∫∫∫∫−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxeeeexxxx xxxxxxxx

22222222
22222222

更复杂

下面将通过例题介绍分部积分法的应用.

uuuudvdvdvdv uvuvuvuv vduvduvduvdu



有关分部积分公式的几点说明

1.1.1.1. 有些函数的积分需要连续多次应用分部积分法;;;;
2.2.2.2. 有些函数的积分在连续两次应用分部积分法后

出现了原来的积分式, 这时通过解方程可得到所求

不定积分;

3.3.3.3. 一般来说,下列类型的被积函数常考虑应用分部

积分法,其中 nnnnmmmm,,,, 都是正整数.

mxmxmxmxxxxxnnnn sinsinsinsin mxmxmxmxxxxxnnnn coscoscoscos mxmxmxmxxxxxnxnxnxnx sinsinsinsin mxmxmxmxxxxxnxnxnxnx coscoscoscos
mxmxmxmxnnnneeeexxxx ))))(ln(ln(ln(ln xxxxxxxxnnnn mxmxmxmxxxxxnnnn arcsinarcsinarcsinarcsin

mxmxmxmxxxxxnnnn arccosarccosarccosarccos mxmxmxmxxxxxnnnn arctanarctanarctanarctan 等.



例 11110000 求不定积分 ∫∫∫∫ ....coscoscoscosxdxxdxxdxxdxxxxx

令 ,,,,2222,,,,coscoscoscos
2222

dvdvdvdvxxxxddddxdxxdxxdxxdxxxxxuuuu ====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛========

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛==== ,,,,sinsinsinsin2222coscoscoscos22222222coscoscoscoscoscoscoscos

222222222222
xdxxdxxdxxdxxxxxxxxxxxxxxxxxxdxdxdxdxdxxdxxdxxdxxxxx

显然,,,, νννν ′′′′,,,,uuuu 选择不当,,,, 积分更难进行....

解    一

解    二 令 ,,,,sinsinsinsincoscoscoscos,,,, dvdvdvdvxxxxddddxdxxdxxdxxdxxxxxuuuu ============

∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== xxxxxdxdxdxdxdxxdxxdxxdxxxxx sinsinsinsincoscoscoscos

∫∫∫∫−−−−==== xdxxdxxdxxdxxxxxxxxx sinsinsinsinsinsinsinsin

....coscoscoscossinsinsinsin CCCCxxxxxxxxxxxx ++++++++====



例 11111111 求不定积分 ....2222 dxdxdxdxeeeexxxx xxxx∫∫∫∫
解 dvdvdvdvdededededxdxdxdxeeeexxxxuuuu xxxxxxxx ============ ,,,,2222

∫∫∫∫−−−−==== dxdxdxdxxexexexeeeeexxxx xxxxxxxx 22222222

xxxxxxxx dedededexxxxdxdxdxdxeeeexxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== 22222222

∫∫∫∫−−−−==== xxxxxxxx xdexdexdexdeeeeexxxx 22222222

....))))((((22222222 CCCCeeeexexexexeeeeexxxx xxxxxxxxxxxx ++++−−−−−−−−====

小结 若被积函数是幂函数((((指数为正整数))))和正((((余))))
弦函数或幂函数和指数函数的乘积,  ,  ,  ,  可设幂函数为

使其幂降一次....,,,,uuuu



例 11112222 求不定积分∫∫∫∫ ....arctanarctanarctanarctan xdxxdxxdxxdxxxxx

解 令 ,,,,2222,,,,arctanarctanarctanarctan
2222

dvdvdvdvxxxxddddxdxxdxxdxxdxxxxxuuuu ====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛========

∫∫∫∫∫∫∫∫ ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛==== 2222arctanarctanarctanarctanarctanarctanarctanarctan

2222xxxxxdxdxdxdxdxxdxxdxxdxxxxx

∫∫∫∫−−−−==== ))))(arctan(arctan(arctan(arctan2222arctanarctanarctanarctan2222
22222222

xxxxddddxxxxxxxxxxxx

dxdxdxdx
xxxx

xxxxxxxxxxxx ∫∫∫∫ ++++
⋅⋅⋅⋅−−−−==== 2222

22222222

1111
1111

2222arctanarctanarctanarctan2222

dxdxdxdx
xxxx

xxxxxxxx ∫∫∫∫ ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−==== 2222

2222

1111
111111112222

1111arctanarctanarctanarctan2222
....))))arctanarctanarctanarctan((((2222

1111arctanarctanarctanarctan2222
2222

CCCCxxxxxxxxxxxxxxxx ++++−−−−−−−−====



例 13131313 求不定积分∫∫∫∫ ....lnlnlnln3333 xdxxdxxdxxdxxxxx
解 令 ,,,,4444,,,,lnlnlnln

4444
3333 dvdvdvdvxxxxdddddxdxdxdxxxxxxxxxuuuu ====⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛========

⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛====∫∫∫∫∫∫∫∫ 4444lnlnlnlnlnlnlnln

4444
3333 xxxxddddxxxxxdxxdxxdxxdxxxxx

∫∫∫∫−−−−==== dxdxdxdxxxxxxxxxxxxx 33334444

4444
1111lnlnlnln4444

1111

....16161616
1111lnlnlnln4444

1111 44444444 CCCCxxxxxxxxxxxx ++++−−−−====

小结 若被积函数是幂函数和对数函数或幂函数和

反三角函数的乘积,,,, ....uuuu可设对数函数或反三角函数为
而将幂函数凑微分进入微分号,,,, 使得应用分部积分

对数函数或反三角函数消失....公式后,,,,



例 11114444 求不定积分 ∫∫∫∫ ....sinsinsinsindxdxdxdxeeee xxxx

解 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== xxxxxxxx dededededxdxdxdxeeee sinsinsinsinsinsinsinsin
))))(sin(sin(sin(sinsinsinsinsin xxxxddddeeeexxxxeeee xxxxxxxx ∫∫∫∫−−−−====

∫∫∫∫−−−−==== xdxxdxxdxxdxeeeexxxxeeee xxxxxxxx coscoscoscossinsinsinsin

∫∫∫∫−−−−==== xxxxxxxx xdexdexdexdexxxxeeee coscoscoscossinsinsinsin

))))coscoscoscoscoscoscoscos((((sinsinsinsin ∫∫∫∫−−−−−−−−==== xxxxddddeeeexxxxeeeexxxxeeee xxxxxxxxxxxx

∫∫∫∫−−−−−−−−==== xdxxdxxdxxdxeeeexxxxxxxxeeee xxxxxxxx sinsinsinsin))))coscoscoscos(sin(sin(sin(sin

....))))coscoscoscos(sin(sin(sin(sin2222sinsinsinsin CCCCxxxxxxxxeeeedxdxdxdxeeee
xxxx

xxxx ++++−−−−====∴∴∴∴∫∫∫∫



例 15151515 求不定积分 ....dxdxdxdxeeee xxxx∫∫∫∫
解 令 ,,,,xxxxtttt ==== 则 ,,,,2222,,,,2222 tdttdttdttdtdxdxdxdxttttxxxx ======== 于是

tdttdttdttdteeeedxdxdxdxeeee ttttxxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== 2222
ttttdedededetttt∫∫∫∫==== 2222

dtdtdtdteeeetetetete tttttttt ∫∫∫∫−−−−==== 22222222

CCCCeeeetetetete tttttttt ++++−−−−==== 22222222

CCCCtttteeee tttt ++++−−−−==== ))))1111((((2222

....))))1111((((2222 CCCCxxxxeeee xxxx ++++−−−−====


