
定义

从上述后面两个例子可见:

唯一的.

设    是定义在空间  上的函数,))))((((xxxxffff IIII 若存在函

数                                    对任何                                    均有))))((((xxxxFFFF IIIIxxxx∈∈∈∈
))))(((())))(((( xxxxffffxxxxFFFF ====′′′′ dxdxdxdxxxxxffffxxxxdFdFdFdF ))))(((())))(((( ====或

则称函数    为     在区间  上的原函数.)( xF ))))((((xxxxffff IIII
例如,

因为 ,,,,coscoscoscos))))(sin(sin(sin(sin xxxxxxxx ====′′′′ 故                                是                                    的一个原函数;xxxxcoscoscoscosxxxxsinsinsinsin
因为 ,,,,2222))))(((( 2222 xxxxxxxx ====′′′′ 故  是    的一个原函数;

2222xxxx xxxx2222
因为 ,,,,2222))))1111(((( 2222 xxxxxxxx ====′′′′++++ 故                                        是                    的一个原函数;11112222 ++++xxxx xxxx2222

一个函数的原函数不是
⋯⋯

一、原函数的概念



一个函数的任意二个原函数之间相差一个常数.

事实上, 则

事实上, 即有若     为    在区间  上的原函数,))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxffff IIII
))))(((())))(((( xxxxffffxxxxFFFF ====′′′′ ))))((((]]]]))))(((([[[[ xxxxffffCCCCxxxxFFFF ====′′′′++++ (    (    (    (    为任意常数)))).CCCC

从而        也是    在区间  上的原函数.CCCCxxxxFFFF ++++))))(((( ))))((((xxxxffff IIII

设     和     都是    的原函数,))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxGGGG ))))((((xxxxffff
0000))))(((())))(((())))(((())))((((]]]]))))(((())))(((([[[[ ====−−−−====′′′′−−−−′′′′====′′′′−−−− xxxxffffxxxxffffxxxxGGGGxxxxFFFFxxxxGGGGxxxxFFFF

CCCCxxxxGGGGxxxxFFFF ====−−−− ))))(((())))(((( (    (    (    (    为任意常数)))).CCCC
由此知道, 若    为     在区间  上的原函数,))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxffff IIII 则



函数                                    的全体原函数为))))((((xxxxffff CCCCxxxxFFFF ++++))))(((( (    (    (    (    为任意常数)))).CCCC
原函数的存在性将在下一章讨论,

个结论:

这里先介绍一

注:

函数求导得来的.

则其全体原函数为

区间  上的连续函数一定有原函数.IIII
求函数       的原函数,))))((((xxxxffff 实质上就是问它是由什么

而一旦求得     的一个原函数))))((((xxxxffff ),),),),((((xxxxFFFF

CCCCxxxxFFFF ++++))))(((( (    (    (    (    为任意常数)))).CCCC



二、不定积分的概念

定义 若存在原函数,

为积分符号,

由定义知, 则

在某区间        上的函数IIII ),),),),((((xxxxffff
称                                    为可积函数,))))((((xxxxffff 并将                                        的全体原函数记为))))((((xxxxffff

则

dxdxdxdxxxxxffff∫∫∫∫ ))))((((
称它是函数                                        在区间            内的不定积分,))))((((xxxxffff IIII 其中            称∫∫∫∫

称为被积函数,))))((((xxxxffff 称为积分变量.xxxx
若                                    为                                    的原函数,))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxffff

(     (     (     (     称为积分常数))))CCCCdxdxdxdxxxxxffff∫∫∫∫ ))))(((( CCCCxxxxFFFF ++++==== ))))((((



注:由定义知, 求函数      的不定积分,))))((((xxxxffff 就是求

的全体原函数,))))((((xxxxffff 在                                                                中,dxdxdxdxxxxxffff∫∫∫∫ ))))((((

故求不定积分的运算实质上就是求导((((或求微积分))))
运算的逆运算.

积分号        表示对函数                                        实行求原函数的运算,∫∫∫∫ ))))((((xxxxffff



例1111 问 (((( ))))∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdx
dddd ))))(((( 与 ∫∫∫∫ ′′′′ dxdxdxdxxxxxffff ))))(((( 是否相等?

解 不相等.

设 ),),),),(((())))(((( xxxxffffxxxxFFFF ====′′′′ 则

(((( ))))∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdx
dddd ))))(((( ))))))))(((((((( CCCCxxxxFFFFdxdxdxdx

dddd ++++====

0000))))(((( ++++′′′′==== xxxxFFFF ))))((((xxxxffff====
而由不定积分定义

∫∫∫∫ ′′′′ dxdxdxdxxxxxffff ))))(((( CCCCxxxxffff ++++==== ))))((((

所以 (((( ))))∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdx
dddd ))))(((( ....))))((((∫∫∫∫ ′′′′≠≠≠≠ dxdxdxdxxxxxffff



例2222 求下列不定积分

∫∫∫∫ ;;;;))))1111(((( 3333dxdxdxdxxxxx ∫∫∫∫ ;;;;1111))))2222(((( 2222 dxdxdxdxxxxx

解 (1)(1)(1)(1) 所以 4444
4444xxxx 3333xxxx是 的一个原函数,

从而 CCCCxxxxdxdxdxdxxxxx ++++====∫∫∫∫ 4444
4444

3333 ).).).).(((( 为任意常数CCCC

(2)(2)(2)(2) 所以 xxxx
1111−−−− 2222

1111
xxxx是 的一个原函数,

从而 CCCCxxxxdxdxdxdxxxxx ++++−−−−====∫∫∫∫ 11111111
2222

).).).).(((( 为任意常数CCCC

,,,,4444
3333

4444
xxxxxxxx ====

′′′′
⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛因为

,,,,11111111
2222xxxxxxxx ====

′′′′
⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛−−−−因为



例3333 已知曲线 ))))((((xxxxffffyyyy ==== 在任一点 处的切线斜率xxxx
为 ,,,,2222xxxx 且曲线通过点 ),),),),2222,,,,1111(((( 求此曲线的方程.

解 根据题意知 ,,,,2222))))(((( xxxxxxxxffff ====′′′′ 即 ))))((((xxxxffff xxxx2222是 的一个

从而

∫∫∫∫ ++++======== CCCCxxxxxdxxdxxdxxdxxxxxffff 22222222))))((((
积分曲线族

现在要上述积分曲线族中选出通过点 ))))2222,,,,1111(((( 的那条

由曲线通过点 ))))2222,,,,1111(((( 得

CCCC++++==== 222211112222 1111====CCCC
故所求曲线方程为 ....11112222 ++++==== xxxxyyyy

原函数,,,,

曲线.



三、微分运算与积分运算的关系

由不定积分的定义知,

即

所以

原函数,

若                                    为                                    在区间        上的))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxffff IIII
))))(((())))(((( xxxxffffxxxxFFFF ====′′′′ 或 dxdxdxdxxxxxffffxxxxdFdFdFdF ))))(((())))(((( ====

则                                        在区间            内的不定积分为))))((((xxxxffff IIII
,,,,))))(((())))(((( CCCCxxxxFFFFdxdxdxdxxxxxffff ++++====∫∫∫∫

易见        是      的原函数,∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffff ))))(((( ))))((((xxxxffff

))))((((]]]]))))(((([[[[ xxxxffffdxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdx
dddd ====∫∫∫∫ 或 ,,,,))))((((]]]]))))(((([[[[ dxdxdxdxxxxxffffdxdxdxdxxxxxffffdddd ====∫∫∫∫



所以又由于    是      的原函数,))))((((xxxxFFFF ))))((((xxxxFFFF′′′′

CCCCxxxxFFFFdxdxdxdxxxxxFFFF ++++====′′′′∫∫∫∫ ))))(((())))(((( ....))))(((())))(((( CCCCxxxxFFFFxxxxdFdFdFdF ++++====∫∫∫∫或

从上可见微分运算与积分运算是互逆的.

两个运算连在一起时,

一常数.

完全抵消,∫∫∫∫dddd ∫∫∫∫ dddd抵消后差



基本积分表

(1)(1)(1)(1)

(3)(3)(3)(3)

(6)(6)(6)(6)

(2)(2)(2)(2)

(5)(5)(5)(5)

CCCCkxkxkxkxkdxkdxkdxkdx ++++====∫∫∫∫ kkkk(    (    (    (    是常数))))

CCCCxxxxdxdxdxdxxxxx ++++
++++

====
++++

∫∫∫∫ 1111
1111

µµµµ
µµµµ

µµµµ ))))1111(((( −−−−≠≠≠≠µµµµ

CCCCxxxxxxxx
dxdxdxdx ++++====∫∫∫∫ ||||||||lnlnlnln

CCCCxxxxdxdxdxdx
xxxx

++++====
−−−−∫∫∫∫ arcsinarcsinarcsinarcsin

1111
1111

2222

CCCCxxxxxdxxdxxdxxdx ++++====∫∫∫∫ sinsinsinsincoscoscoscos

(4)(4)(4)(4) CCCCxxxxdxdxdxdx
xxxx

++++====
++++∫∫∫∫ arctanarctanarctanarctan

1111
1111

2222

(7)(7)(7)(7) CCCCxxxxxdxxdxxdxxdx ++++−−−−====∫∫∫∫ coscoscoscossinsinsinsin



(9)(9)(9)(9)

(10)(10)(10)(10)

(11)(11)(11)(11)

(12)(12)(12)(12)

(13)(13)(13)(13)

CCCCxxxxxdxxdxxdxxdx
xxxx

dxdxdxdx ++++−−−−========∫∫∫∫∫∫∫∫ cotcotcotcotcsccsccsccsc
sinsinsinsin

2222
2222

CCCCxxxxxdxxdxxdxxdxxxxx ++++====∫∫∫∫ secsecsecsectantantantansecsecsecsec

CCCCxxxxxdxxdxxdxxdxxxxx ++++−−−−====∫∫∫∫ csccsccsccsccotcotcotcotcsccsccsccsc

CCCCeeeedxdxdxdxeeee xxxxxxxx ++++====∫∫∫∫
....lnlnlnln CCCCaaaa

aaaadxdxdxdxaaaa
xxxx

xxxx ++++====∫∫∫∫

(8)(8)(8)(8) CCCCxxxxxdxxdxxdxxdx
xxxx

dxdxdxdx ++++========∫∫∫∫∫∫∫∫ tantantantansecsecsecsec
coscoscoscos

2222
2222



四、不定积分的性质

利用导数运算法则和不定积分的定义,

算性质:

性质1111 两函数代数和的不定积分,

分的代数和.

即

证

证毕.

可得下列运

等于它们各自积

∫∫∫∫ ±±±± dxdxdxdxxxxxggggxxxxffff )])])])](((())))(((([[[[ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ±±±±==== dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff ))))(((())))((((

[[[[ ]]]]′′′′±±±± ∫∫∫∫∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff ))))(((())))(((( [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]′′′′±±±±
′′′′

==== ∫∫∫∫∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxggggdxdxdxdxxxxxffff ))))(((())))((((
))))(((())))(((( xxxxggggxxxxffff ±±±±====

注:此性质可推广到有限多个函数之和的情形.



性质2222 求不定积分时,

即

证

证毕.

非零常数因子可提到积分号外面.

dxdxdxdxxxxxffffkkkkdxdxdxdxxxxxkfkfkfkf ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== ))))(((())))(((( ););););0000(((( ≠≠≠≠kkkk

[[[[ ]]]]′′′′==== ∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffkkkk ))))(((([[[[ ]]]]′′′′∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxffffkkkk ))))(((( [[[[ ]]]]′′′′==== ∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxxkfkfkfkf ))))(((())))((((xxxxkfkfkfkf====



五、直接积分法

从前面的例题知道,

不定积分是非常不方便的. 为解决不定积分的计算

质和积分基本公式, 直接求出不定积分的方法,

直接积分法.

利用不定积分的定义来计算

问题, 这里我们先介绍一种利用不定积分的运算性

即

例如, 计算不定积分 ....))))77772222(((( 2222∫∫∫∫ −−−−++++ dxdxdxdxxxxxxxxx

∫∫∫∫ −−−−++++ dxdxdxdxxxxxxxxx ))))77772222(((( 2222 ∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −−−−++++==== dxdxdxdxxdxxdxxdxxdxdxdxdxdxxxxx 777722222222

CCCCxxxxxxxxxxxx ++++−−−−++++==== 77773333
2222

3333 不定积分性质

积分基本公式



例5555 求不定积分 ....1111
3333 dxdxdxdx
xxxxxxxx∫∫∫∫

解 dxdxdxdxxxxxdxdxdxdx
xxxxxxxx ∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−
==== 3333

4444

3333
1111

CCCCxxxx ++++
++++−−−−

====
++++−−−− 11113333

4444

11113333
4444
1111

....3333 3333
1111

CCCCxxxx ++++−−−−====
−−−−



例6666 求不定积分 ∫∫∫∫ ....2222 dxdxdxdxeeeexxxxxxxx

解 ∫∫∫∫ dxdxdxdxeeeexxxxxxxx2222 ∫∫∫∫==== dxdxdxdxeeee xxxx))))2222((((

CCCCeeee
eeee xxxx

++++==== ))))2222ln(ln(ln(ln(
))))2222(((( ....2222lnlnlnln1111

2222 CCCCeeeexxxxxxxx
++++

++++
====



例7777 求不定积分 (((( )))) ....2222
2222 dxdxdxdxxxxx
xxxx∫∫∫∫ ++++

解 (((( )))) ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====++++ dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxxxxxdxdxdxdxxxxx
xxxx 2222

2222
2222

2222

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++==== dxdxdxdxxxxxxdxxdxxdxxdx 111122222222
1111

....||||||||lnlnlnln22224444
2222

CCCCxxxxxxxx ++++++++====



例8888 求不定积分 ....
1111
1111

4444

2222
dxdxdxdx

xxxx
xxxx∫∫∫∫ −−−−

++++

dxdxdxdx
xxxx
xxxx∫∫∫∫ −−−−

++++
4444

2222

1111
1111

解 dxdxdxdx
xxxxxxxx

xxxx∫∫∫∫ ++++−−−−
++++====

22222222

2222

11111111
1111

dxdxdxdx
xxxx∫∫∫∫ −−−−

====
22221111

1111

....arcsinarcsinarcsinarcsin CCCCxxxx ++++====



例9999 求不定积分 ....1111 2222

4444

∫∫∫∫ ++++
dxdxdxdxxxxx

xxxx

∫∫∫∫ ++++
dxdxdxdxxxxx

xxxx
2222

4444

1111解 ∫∫∫∫ ++++
++++−−−−==== dxdxdxdxxxxx

xxxx
2222

4444

1111
11111111

∫∫∫∫ ++++
−−−−++++==== dxdxdxdxxxxx

xxxxxxxx
2222

22222222

1111
))))1111)()()()(1111((((

dxdxdxdxxxxxxxxx∫∫∫∫ ⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
++++−−−−==== 2222

2222

1111
11111111

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++
++++−−−−==== dxdxdxdxxxxxdxdxdxdxdxdxdxdxxxxx 2222

2222

1111
11111111

....arctanarctanarctanarctan3333
3333

CCCCxxxxxxxxxxxx ++++++++−−−−====



例10101010 求下列不定积分:

;;;;tantantantan))))1111(((( 2222∫∫∫∫ xdxxdxxdxxdx ....2222sinsinsinsin))))2222(((( 2222∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxx

解 ))))1111(((( ∫∫∫∫ xdxxdxxdxxdx2222tantantantan ∫∫∫∫ −−−−==== dxdxdxdxxxxx ))))1111(sec(sec(sec(sec2222

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−==== dxdxdxdxxdxxdxxdxxdx 1111secsecsecsec2222

;;;;tantantantan CCCCxxxxxxxx ++++−−−−====

))))2222(((( ∫∫∫∫ dxdxdxdxxxxx
2222sinsinsinsin2222 dxdxdxdxxxxx))))coscoscoscos1111((((2222

1111 −−−−====∫∫∫∫ ∫∫∫∫ −−−−==== dxdxdxdxxxxx))))coscoscoscos1111((((2222
1111

[[[[ ]]]]∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−==== xdxxdxxdxxdxdxdxdxdx coscoscoscos2222
1111

....))))sinsinsinsin((((2222
1111 CCCCxxxxxxxx ++++−−−−====


