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§§ 1.1.33 行列式的基本性质行列式的基本性质

根据定义计算行列式非常麻烦根据定义计算行列式非常麻烦
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每项是每项是 n n 个数相乘个数相乘,,要做要做(n(n--1)1)次乘法次乘法

行列式总共有行列式总共有 n! n! 项，需要做项，需要做 n!(nn!(n--1)1)次乘法次乘法

131062.419!2020 ×≈×⇒=n

我们需要继续深入研究行列式的性质我们需要继续深入研究行列式的性质=>=>更简便的方法更简便的方法



行列式的转置
定义:  将将 n n 阶行列式的行变为列，得到一个新的阶行列式的行变为列，得到一个新的

行列式行列式
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则则 |A|ATT| | 称为称为 |A| |A| 的转置行列式的转置行列式

(transposed determinant)(transposed determinant)

性质1  行列式|A||A|与它的转置行列式|A|ATT||相等



几何解释：几何解释：

沿着沿着 y=xy=x
镜像对折镜像对折

1221
22

11 b
b

aba
ba

a
S −==左

1221
21

21 b
b

aba
b
aa

S −==右

面积之差不变面积之差不变



证明：
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于是有于是有 ),,2,1,( njiab ijji L==

|A|ATT||按按行标行标自然排列展开自然排列展开
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)(. 排列展开也可如课本按列标自然证毕A=

说明：行列式中说明：行列式中行与列具有同等的地位行与列具有同等的地位,,因此行列式的因此行列式的

性质性质凡是对行成立的对列也同样成立凡是对行成立的对列也同样成立。。



性质2 互换行列式任意两行(列), 行列式变号。
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则则 |A|=|A|= --|A|A11| | 
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证明：|A||A|展开式的展开式的通项通项为为 nst jnjsjtjj aaaaa LLL221 1

行标是自然顺序行标是自然顺序 nst LLL21

列标顺序是列标顺序是 nst jjjjj LLL21

几何解释：交换叉乘次序几何解释：交换叉乘次序..



将将|A||A|按按行标行标自然排列展开自然排列展开
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第第 t t 行和第行和第 s s 行交换后，行标变为行交换后，行标变为
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nts LLL21

即行标进行了一次对换，其逆序数变为奇数即行标进行了一次对换，其逆序数变为奇数

奇数=)21( nts LLLτ

两行交换后两行交换后列标列标顺序保持不变，仍为顺序保持不变，仍为
nst jjjjj LLL21

nnnn

nttt

nsss

n

aaa

aaa

aaa

aaa

A

L
L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

LLL
L

21

21

21

11211

1 =

将将|A|A11||按第三种定义展开按第三种定义展开
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推论 如果行列式有两行（列）完全相同，则

此行列式为零.

证明 互换相同的两行，有

.0=∴ A

AA −=



推论推论11 行列式的某一行（列）中所有的元素都乘以同
一数 K ，等于用数 K 乘此行列式。
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性质性质33 行列式的某一行（列）中所有元素的公因子可以
提到行列式符号的外面．

推论推论22 行列式的某一行（列）中所有的元素全
为零时，则此行列式的值等于零。

几何解释：数几何解释：数 k k 乘以平行四边形的一边，乘以平行四边形的一边，

面积面积 S S 增大增大 k k 倍倍..



例 计算三阶行列式
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解: 按定义计算，得 ?=A 27=

验证：第一行乘以k,  k=2
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验证：第一行乘以k,  k=0 0=A
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证明：证明： 将n阶行列式按行标展开
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性质４ 如果行列式中有两行（列）元素成比例，则此
行列式的值等于零。

证明： 由性质3
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推论

性质

两行相等
|A|= 0

⇒⇒ 行列式某行全为0，行列式为0.  

几何解释？几何解释？ 2D2D-->>平行平行-->>直线，直线，3D3D-->>体积为零体积为零-->>平面图形平面图形

n D n D --> (n> (n--1) D 1) D --> > ‘‘n n 维体积维体积’’=0=0



性质5 行列式的分行(列)相加性，即
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则|A|等于下列两个行列式之和：
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例：行列式

532
134
212

322111
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解: 按定义计算，得 10=A

按性质计算：
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证明：证明： 将将|A||A|按按行标行标自然排列展开自然排列展开
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为便于行列式计算，我们约定如下记号：为便于行列式计算，我们约定如下记号：

用用 RRtt ±± k k RRss 表示第表示第 tt 行行元素加上元素加上((减去减去))第第 ss 行行对对

应元素的应元素的 kk 倍。倍。

用用 CCtt ±± k Ck Cs s 表示第表示第 tt 列列元素加上元素加上((减去减去))第第 ss 列列对对

应元素的应元素的 kk 倍。倍。



性质６性质６ 把行列式的某一列（行）的元素乘以某数把行列式的某一列（行）的元素乘以某数 k k 然然
后加到另一列后加到另一列((行行))对应的元素上去，行列式的值不变。对应的元素上去，行列式的值不变。
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几何解释？几何解释？



性质６ 把行列式的某一行的元素乘以某数 k 然后加到
另一行对应的元素上去，行列式的值不变。
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证明： 利用性质5
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例：行列式

532
134
212

−=A

解: 按定义计算，得 10=A

R2 + 2 R1R2 + 2 R1
R3 R3 -- R1R1 ： 320
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R3 R3 ––2R22R2：
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几何解释？几何解释？..



例：计算行列式例：计算行列式 .
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例：计算行列式例：计算行列式
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例例 设反对称行列式设反对称行列式
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证明当证明当 n n 为为奇数奇数时，反对称行列式时，反对称行列式|A|=0|A|=0

证明：由性质证明：由性质1 |A| =|A1 |A| =|ATT|=|=

0

0
0

0

321

32313

22312

11312

L

LLLLL

L

L

L

nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa

−
−−
−−−

每行提取公因子每行提取公因子((--1),1),得得 |A|= |A|= （（--11））nn|A|A|= |= -- |A||A|



思考题思考题 计算行列式计算行列式
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思考题解答
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例例 计算行列式的值计算行列式的值

415105
18530
01032
1021

=A

计算行列式常用方法：计算行列式常用方法：

上三角行列式的值等于上三角行列式的值等于主对角线元素的乘积主对角线元素的乘积 →→

利用性质把行列式化为利用性质把行列式化为上三角形行列式上三角形行列式 →→

计算行列式的值．计算行列式的值．



415105
18530
01032
1021
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解解::
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例例 计算行列式的值计算行列式的值
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42 rr ↔
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例例 计算计算 n n 阶行列式阶行列式
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行列式的行列式的66个性质个性质: : 转置、行转置、行((列列))互换、数乘互换、数乘行行((列列))、、
两行两行((列列))成比例、分行成比例、分行((列列))相加、相加、

某行某行((列列))加另一行加另一行((列列) k ) k 倍倍..

小结小结

行列式中行与列具有同等的地位行列式中行与列具有同等的地位,,行列式的性质行列式的性质

凡是对行成立的对列也同样成立。凡是对行成立的对列也同样成立。

计算行列式常用方法：计算行列式常用方法：

(1) (1) 利用定义利用定义; ; 
(2) (2) 利用利用性质性质；；

(3) (3) 化为上三角形行列式。化为上三角形行列式。



布置习题布置习题
P39: P39: 
7.   10.7.   10.

11.   (1) 11.   (1) 、、(2) (2) 、、(8)(8)、、(12)(12)


