
线性代数

第四章 线性空间

张祥朝

复旦大学光科学与工程系

2013-4-11



线性空间是线性代数最基本的概念之一，也是
一个抽象的概念，它是向量空间概念的推广．

线性空间是为了解决实际问题而引入的，它是

一、线性空间的定义一、线性空间的定义

线性空间是为了解决实际问题而引入的，它是
某一类事物从量的方面的一个抽象，即把实际问题
看作向量空间，进而通过研究向量空间来解决实际
问题．
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定义１ 设 是一个非空集合， 为实数域．如果
对于任意两个元素 ，总有唯一的一个元
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2 ．向量空间中的向量不一定是有序数组．

说明

1． 凡满足以上八条规律的加法及乘数运算，称为

线性运算．

2 ．向量空间中的向量不一定是有序数组．

3 ．判别线性空间的方法：一个集合，对于定

义的加法和数乘运算不封闭封闭封闭封闭，或者运算不满足八条

性质的任一条，则此集合就不能构成线性空间．



（１）一个集合，如果定义的加法和乘数运

算是通常的实数间的加乘运算，则只需检验对运

算的封闭性．

例１ 实数域上的全体 矩阵，对矩阵的加法nm ××××

线性空间的判定方法

例１ 实数域上的全体 矩阵，对矩阵的加法

和数乘运算构成实数域上的线性空间，记作 ．

nm ××××
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R
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,nmnmnm CBA ×××××××××××× ====++++Q ,nmnm DA ×××××××× ====λλλλ

.是一个线性空间是一个线性空间是一个线性空间是一个线性空间
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向向向向数乘多项式的乘法构成数乘多项式的乘法构成数乘多项式的乘法构成数乘多项式的乘法构成对于通常的多项式加法对于通常的多项式加法对于通常的多项式加法对于通常的多项式加法
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通常的多项式加法通常的多项式加法通常的多项式加法通常的多项式加法、、、、数乘多项式的乘法两种运数乘多项式的乘法两种运数乘多项式的乘法两种运数乘多项式的乘法两种运
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例４ 正弦函数的集合

[[[[ ]]]] (((( )))){{{{ }}}}.,sin RBABxAsxS ∈∈∈∈++++========

对于通常的函数加法及数乘函数的乘法构成线性空

间．

(((( )))) (((( ))))221121 sinsin BxABxAss ++++++++++++====++++Q (((( )))) (((( ))))221121 ++++++++++++====++++

(((( )))) (((( ))))xbxaxbxa sincossincos 2211 ++++++++++++====

(((( )))) (((( )))) xbbxaa sincos 2121 ++++++++++++====

(((( ))))BxA ++++==== sin ].[xS∈∈∈∈



(((( )))) (((( )))) (((( ))))11111 sinsin BxABxAs ++++====++++==== λλλλλλλλλλλλ ][ xS∈∈∈∈

是一个线性空间.[[[[ ]]]]xS∴∴∴∴

一般地

例５ 在区间 上全体实连续函数，对函数的

加法与数和函数的数量乘法，构成实数域上的线性

空间．

],[ ba



例６ 正实数的全体，记作 ，在其中定义加法

及乘数运算为

++++R

(((( )))).,,,,
++++∈∈∈∈∈∈∈∈========⊕⊕⊕⊕ RbaRaaabba λλλλλλλλ λλλλ

o

（２）一个集合，如果定义的加法和乘数运

算不是通常的实数间的加乘运算，则必需检验是

否满足八条线性运算规律．

(((( )))).,,,, ∈∈∈∈∈∈∈∈========⊕⊕⊕⊕ RbaRaaabba λλλλλλλλ o

验证 对上述加法与乘数运算构成线性空间．
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所以对定义的加法与乘数运算封闭．



下面一一验证八条线性运算规律：

;)1( abbaabba ⊕⊕⊕⊕============⊕⊕⊕⊕

);()()())(2( cbacabcabcba ⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕========⊕⊕⊕⊕====⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕
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;                      aa oo µµµµλλλλ ⊕⊕⊕⊕====
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所以 对所定义的运算构成线性空间．
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1．零元素是唯一的．

证明 假设 是线性空间V中的两个零元

素，

21 0,0

则对任何 ，V∈∈∈∈αααα 有

二、线性空间的性质二、线性空间的性质

.0,0 21 αααααααααααααααα ====++++====++++

由于 ,0,0 21 V∈∈∈∈

所以 .000,000 121212 ====++++====++++

.000000 212211 ====++++====++++====⇒⇒⇒⇒



2222．．．．负元素是唯一的负元素是唯一的负元素是唯一的负元素是唯一的．．．．

证明证明证明证明 假假假假设设设设 有两个有两个有两个有两个负负负负元素元素元素元素 与与与与 ，，，，αααα ββββ γγγγ
那么那么那么那么
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(((( )))) γγγγααααββββ ++++++++==== (((( )))) γγγγααααββββ ++++++++====

γγγγ++++==== 0 .γγγγ====

向量向量向量向量 的的的的负负负负元素元素元素元素记为记为记为记为αααα .αααα−−−−
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.00 ====∴∴∴∴ αααα

(((( )))) (((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] ,0011111 ========−−−−++++====−−−−++++====−−−−++++ ααααααααααααααααααααααααQ
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(((( ))))[[[[ ]]]] (((( ))))ααααλλλλλαλαλαλαααααααααλλλλλλλλ −−−−++++====−−−−++++==== 10

(((( ))))[[[[ ]]]] ααααααααλλλλλλλλ 0====−−−−++++====

.0====



4．．．．如果如果如果如果 ，，，，则则则则 或或或或 .           0====λαλαλαλα 0====λλλλ 0====αααα

证明证明证明证明 假假假假设设设设 ,0≠≠≠≠λλλλ 那么那么那么那么
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三、线性空间的子空间三、线性空间的子空间

定义定义定义定义2222 设设设设 是一个线性空间是一个线性空间是一个线性空间是一个线性空间，，，， 是是是是 的一个非空子的一个非空子的一个非空子的一个非空子
集集集集，，，，如果如果如果如果 对于对于对于对于 中所定义的加法和乘数两种运算中所定义的加法和乘数两种运算中所定义的加法和乘数两种运算中所定义的加法和乘数两种运算
也构成一个线性空间也构成一个线性空间也构成一个线性空间也构成一个线性空间，，，，则称则称则称则称 为为为为 的子空间的子空间的子空间的子空间．．．．
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定理定理定理定理 线性空间线性空间线性空间线性空间 的非空子集的非空子集的非空子集的非空子集 构成子空间的充分构成子空间的充分构成子空间的充分构成子空间的充分
必要条件是必要条件是必要条件是必要条件是：：：： 对于对于对于对于 中的线性运算封闭中的线性运算封闭中的线性运算封闭中的线性运算封闭．．．．VL

V L
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为什么为什么为什么为什么空间空间空间空间的下列子集是否构成子的下列子集是否构成子的下列子集是否构成子的下列子集是否构成子
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即即即即 对对对对矩矩矩矩阵阵阵阵加法不封加法不封加法不封加法不封闭闭闭闭，不构成子空，不构成子空，不构成子空，不构成子空间间间间.1W
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满满满满足足足足
(((( )))) (((( )))) (((( )))) ,0212121 ====++++++++++++++++++++ ccbbaa

,       2WBA ∈∈∈∈++++即即即即 有有有有对任意对任意对任意对任意 Rk ∈∈∈∈
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,2WkA∈∈∈∈即即即即 .
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2 的子空间的子空间的子空间的子空间是是是是故故故故

××××RW



线性空间的元素统称为“向量”，但它可以是
通常的向量，也可以是矩阵、多项式、函数等.

四、小结四、小结

线性空间是二维、三维几何空间及 维向量
空间的推广，它在理论上具有高度的概括性.

n

通常的向量，也可以是矩阵、多项式、函数等.

线
性

空
间 






 是一个集合

对所定义的加法及数乘运算封闭

所定义的加法及数乘符合线性运算



思考题思考题
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为什么为什么为什么为什么上的一个线性空间上的一个线性空间上的一个线性空间上的一个线性空间是否构成是否构成是否构成是否构成

数量乘法数量乘法数量乘法数量乘法对于通常的向量加法和对于通常的向量加法和对于通常的向量加法和对于通常的向量加法和的所有解向量的所有解向量的所有解向量的所有解向量

元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组上的上的上的上的实数域实数域实数域实数域
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BAXnR ====



思考题解答思考题解答

.      上的一个线性空间上的一个线性空间上的一个线性空间上的一个线性空间不能构成不能构成不能构成不能构成R答答答答
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则则则则的解向量的解向量的解向量的解向量

元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组元非齐次线性方程组都是都是都是都是设设设设事实上事实上事实上事实上
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不封闭不封闭不封闭不封闭向量的集合对加法运算向量的集合对加法运算向量的集合对加法运算向量的集合对加法运算

也就是说所有解也就是说所有解也就是说所有解也就是说所有解的解向量的解向量的解向量的解向量不是不是不是不是即即即即 BAXXX ====++++

.  空间空间空间空间因此不能构成一个线性因此不能构成一个线性因此不能构成一个线性因此不能构成一个线性



第二节第二节 维数、基、坐标维数、基、坐标第二节第二节 维数、基、坐标维数、基、坐标



一、线性空间的基与维数一、线性空间的基与维数

已知：在 中，线性无关的向量组最多由
个向量组成，而任意 个向量都是线性相关的．

R
n n

1++++n

问题问题问题问题：：：：线性空间的一个重要特征线性空间的一个重要特征线性空间的一个重要特征线性空间的一个重要特征————————在线性空在线性空在线性空在线性空
间间间间 中中中中，，，，最多能有多少线性无关的向量最多能有多少线性无关的向量最多能有多少线性无关的向量最多能有多少线性无关的向量？？？？V



;,,, )1( 21 线性无关线性无关线性无关线性无关nαααααααααααα L

定义定义定义定义１１１１ 在线性空间在线性空间在线性空间在线性空间 中中中中，，，，如果存在如果存在如果存在如果存在 个元素个元素个元素个元素n

nαααααααααααα ,,, 21 L

满足满足满足满足：：：：
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维数维数维数维数的的的的称为线性空间称为线性空间称为线性空间称为线性空间基基基基

的一个的一个的一个的一个就称为线性空间就称为线性空间就称为线性空间就称为线性空间那末那末那末那末

Vn

Vnαααααααααααα L
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表示表示表示表示

线性线性线性线性总可由总可由总可由总可由中任一元素中任一元素中任一元素中任一元素 nV αααααααααααααααα L



., nVnn 记作记作记作记作维线性空间维线性空间维线性空间维线性空间的线性空间称为的线性空间称为的线性空间称为的线性空间称为维数为维数为维数为维数为

当一个当一个当一个当一个线性空间线性空间线性空间线性空间 中存在任意多个线性无关中存在任意多个线性无关中存在任意多个线性无关中存在任意多个线性无关
的向量时的向量时的向量时的向量时，，，，就称就称就称就称 是无限维的是无限维的是无限维的是无限维的．．．．
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可表示为可表示为可表示为可表示为则则则则的一个基的一个基的一个基的一个基为为为为若若若若 nnn VV ,,,, 21 αααααααααααα L

{{{{ }}}}RxxxxxxV nnnn ∈∈∈∈++++++++++++======== ,,, 212211 LL αααααααααααααααα



使使使使数数数数

总有且仅有一组有序总有且仅有一组有序总有且仅有一组有序总有且仅有一组有序于任一元素于任一元素于任一元素于任一元素

对对对对的一个基的一个基的一个基的一个基是线性空间是线性空间是线性空间是线性空间设设设设
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二、元素在给定基下的坐标二、元素在给定基下的坐标
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并记作并记作并记作并记作基下的坐标基下的坐标基下的坐标基下的坐标

这个这个这个这个在在在在称为元素称为元素称为元素称为元素有序数组有序数组有序数组有序数组
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就是它的一个基就是它的一个基就是它的一个基就是它的一个基
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在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为因此因此因此因此
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在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为在这个基下的坐标为因此因此因此因此

注意注意注意注意
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线性空间 的任一元素在不同的基下所对的
坐标一般不同，一个元素在一个基下对应的坐标是
唯一的．
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例２ 所有二阶实矩阵组成的集合 ，对于矩阵
的加法和数量乘法，构成实数域 上的一个线性
空间．对于 中的矩阵
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.,,, 22211211 的一组基的一组基的一组基的一组基为为为为因此因此因此因此 VEEEE
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在这组基下的坐标是在这组基下的坐标是在这组基下的坐标是在这组基下的坐标是而矩阵而矩阵而矩阵而矩阵
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的一个映射的一个映射的一个映射的一个映射到到到到的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是

因此向量与它因此向量与它因此向量与它因此向量与它中的元素中的元素中的元素中的元素而向量的坐标可以看作而向量的坐标可以看作而向量的坐标可以看作而向量的坐标可以看作

确定的坐标确定的坐标确定的坐标确定的坐标中的每个向量都有唯一中的每个向量都有唯一中的每个向量都有唯一中的每个向量都有唯一这组基下这组基下这组基下这组基下

在在在在的一组基的一组基的一组基的一组基维线性空间维线性空间维线性空间维线性空间是是是是设设设设
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三、线性空间的同构三、线性空间的同构

.的一个映射的一个映射的一个映射的一个映射到到到到的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是的坐标之间的对应就是 RV
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n
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算的关系上算的关系上算的关系上算的关系上

在它与运在它与运在它与运在它与运这个对应的重要性表现这个对应的重要性表现这个对应的重要性表现这个对应的重要性表现对应的映射对应的映射对应的映射对应的映射

的一个的一个的一个的一个与与与与我们称这样的映射是我们称这样的映射是我们称这样的映射是我们称这样的映射是中的不同元素中的不同元素中的不同元素中的不同元素

因而对应因而对应因而对应因而对应同同同同中不同的向量的坐标不中不同的向量的坐标不中不同的向量的坐标不中不同的向量的坐标不同时同时同时同时应应应应

中的向量与之对中的向量与之对中的向量与之对中的向量与之对中的每个元素都有中的每个元素都有中的每个元素都有中的每个元素都有由于由于由于由于
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点点点点下面更确切地说明这一下面更确切地说明这一下面更确切地说明这一下面更确切地说明这一

的讨论的讨论的讨论的讨论归结为归结为归结为归结为

的讨论就的讨论就的讨论就的讨论就因而线性空间因而线性空间因而线性空间因而线性空间就归结为坐标的运算就归结为坐标的运算就归结为坐标的运算就归结为坐标的运算

它们的运算它们的运算它们的运算它们的运算在向量用坐标表示后在向量用坐标表示后在向量用坐标表示后在向量用坐标表示后上式表明上式表明上式表明上式表明

R

V
n

n

定义 设 是两个线性空间，如果它们的元素
之间有一一对应关系 ，且这个对应关系保持线性
组合的对应，那末就称线性空间 与 同构.U V

VU、、、、



例如例如例如例如
维线性空间维线性空间维线性空间维线性空间n

{{{{ }}}}RxxxxxxV nnnn ∈∈∈∈++++++++++++======== ,,, 212211 LL αααααααααααααααα

与与与与 维维维维数数数数组组组组向量空向量空向量空向量空间间间间 同构同构同构同构.   n n
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形成一一形成一一形成一一形成一一对应对应对应对应关系；关系；关系；关系；
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３．同维数的线性空间必同构．

２．同构的线性空间之间具有反身性、对称性与传递性．

结论

１．数域 上任意两个 维线性空间都同构．nP



同构的意义

在线性空间的抽象讨论中，无论构成线性空间

的元素是什么，其中的运算是如何定义的，我们所

关心的只是这些运算的代数性质．从这个意义上可

以说，同构的线性空间是可以不加区别的，而有限以说，同构的线性空间是可以不加区别的，而有限

维线性空间唯一本质的特征就是它的维数．



１．１．１．１．线线线线性空性空性空性空间间间间的的的的基基基基与与与与维数维数维数维数；；；；

２．２．２．２．线线线线性空性空性空性空间间间间的元素在的元素在的元素在的元素在给给给给定基下的定基下的定基下的定基下的坐标坐标坐标坐标；；；；

坐标坐标坐标坐标：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数组组组组向量向量向量向量联联联联系起来；系起来；系起来；系起来；

四、小结四、小结

坐标坐标坐标坐标：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数：（１）把抽象的向量与具体的数组组组组向量向量向量向量联联联联系起来；系起来；系起来；系起来；

３．３．３．３．线线线线性空性空性空性空间间间间的的的的同构同构同构同构．．．．

（（（（２）把抽象的２）把抽象的２）把抽象的２）把抽象的线线线线性运算与数性运算与数性运算与数性运算与数组组组组向量的向量的向量的向量的线线线线性运算性运算性运算性运算联联联联系起来．系起来．系起来．系起来．
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是是是是线性无关线性无关线性无关线性无关因此因此因此因此
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