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要!考虑交易成本!借款约束和阈值约束!文章提出了具有最小交易量限制的多阶段均值
L

半方差投资组合模

型$该模型是具有路径依赖性的混合整数动态优化问题!还是
<̂

完全问题$文章提出了前向动态规划方法求解$

最后!通过一个算例比较不同风险约束下的最优投资策略!从而验证模型和算法的有效性$
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+提出的均值1方差投资组合理

论为现代投资组合的发展奠定了基础$此后投资多

元化问题已经变成了计算问题$
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+提出了基于方差风险度量投

资组合模型$虽然方差一直在投资组合中充当风险

度量的角色!但其具有一定的局限性*
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$一个明

显的缺点是方差将高收益和低收益同样认为不好!

因为高收益有助于出现极端方差$当证券收益的概

率分布是不对称的!基于方差的投资组合可能牺牲

太多的预期收益去消除极端的低收益和高收益!在

现实中!许多实证研究!如*
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+证明了证券收益不是

对称分布的$

为了克服均值
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方差模型的局限性!人们开始考

虑收益分布的不对称性$有些学者采用偏态!即三

阶中心矩来测量收益分布的不对称性*
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者则直接用下方风险度量!即以负偏差取代方差的

度量方法$下方风险度量只关注低于某个预定水平

的收益$因此!它符合投资者风险和收益的观念$
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+研究了半方差的属性和计算问题$

上述投资组合模型假设投资组合中资产数量为

实数!这是不符合实际的$特别是资产都有最小交

易量限制'所谓的手&!而解决方案只涉及资产的实

数权重!而不涉及资产交易单位$例如!股票手数进

行买卖!互惠基金有其各自的最低交易数量$因此!

这些模型得到的最优解必须为整数!具有最小交易

量的投资组合优化问题是一个组合优化问题'一个
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对于上述模型!他们都假设投资期限为一期$

但是!在现实生活中!投资组合策略常常是多阶段

的!因为投资者可以随时重新分配自己的财富$所

以!我们很自然的将单阶段投资组合优化扩展到多

阶段$
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+运用动态规划方法求解多阶段投

资组合模型$
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+运用投资组合决策的一

般理论方法分析了多阶段均值
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提出了多阶段均值
L

方差终期财富最大化投资组合

模型!并求出了最优投资策略和有效前沿的解析表

达式$

'1213).0+

*

!&

+考虑金融资产配置的多阶段序

贯决策问题!提出了具有线性控制策略的多阶段投

资组合模型$
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+运用情景分析法提出了随机

多阶段均值
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方差投资组合模型$
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绝对偏差动态投资组合
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+提出了几种随机多阶

段均值
L

方差投资组合模型$然而!上述文章多用方

差度量风险$在当资产的收益分布不对称的情况

下!利用方差作为风险度量可能会为了消除低收益

和高收益极端而牺牲太多的预期收益$为了衡量金

融市场中真正的投资风险!学者们采用了一些新的

风险度量来取代方差$例如!
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半方差投资组合模型$
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+提出了多

阶段模糊投资组合模型!并分别运用遗传算法!混合

智能算法和差分进化算法求解$袁子甲和李仲
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+研究了引入参数不确定和学习时的连续时间

动态投资组合选择问题!使用鞅方法求导出了具有
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型效用函数的投资者的最优投资策略的显

式表达式$金秀等*
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+提出了预期效用最大化的动

态损失厌恶多阶段投资组合优化模型
;

上面多阶段

投资组合研究都假设决策变量是连续型变量!实际

投资过程中!买卖股票均为整数手'最小交易量&!如

中国证券市场规定为
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股的整数倍$

文章提出一个新的具有最小交易量限制!借款

约束限制和交易成本的多阶段均值
L

半方差投资组

合模型$该模型是一个具有路径依赖的整数动态优

化问题$我们提出了前向动态规划方法求解$
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多阶段均值'半方差投资组合模型

本文讨论具有随机回报的多阶段投资组合问

题$首先是问题的描述和符号说明!接着描述多阶

段投资组合的收益和风险!最后提出投资组合模型

的最小交易量$
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问题描述和符号说明
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行调整$为了方便说明!我们现将所有下文中将使

用的符号列在下面$
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多阶段投资组合的收益和风险

投资组合中的借款约束是其中的一个影响因

素$大多数经纪公司提供从券商借入不同种类的资

产进行收购的机会$一些研究人员研究了借款约

束!例如!
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"3

&+

,

/

!

*

.

!

/

.*'

-%3

@

%3

=

%3

0

3

0

-"3

@

"3

=

"3

&

,

'

-%3

8

%3

=

%3

0

3

0

-"3

8

"3

=

"3

&+

,

/

!

*

.

!

/

.*'

-%3

'

@

%3

,

8

%3

&

=

%3

0

3

0

-"3

'

@

"3

,

8

"3

&

=

"3

+

,

/

!

根据
410E._)7U

*

!

+

!上式可以转化为%

;

3

'

=

3

&

*

.

!

=

3

G

,

3

=

D

3

其中
G

,

3

*

'

'

3

>

H

&

,

"

9

"

!'

'

3

>

H

&

,

*

/

*

->3

'

@

>3

,

8

>3

&

,

-

H

3

'

@

H

3

,

8

H

3

&

,

+

*

/

*

->3

'

@

>3

,

8

>3

&

,

-

H

3

'

@

H

3

,

8

H

3

&

,

+$

定理证毕$

第
3

期第
>

种风险资产的投资上界为%

->3.

=

>3

*

I

>3

A

>3

'

#

&

"$%

!

具有最小交易量的多阶段均值'半方差投资

组合模型

假设投资者的目标是在整个
Z

期终期财富最

大化$具有最小交易量的多阶段投资组合模型为%

61F<

%

0

,

7

3

*

%

*

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

0

8

?

3

'

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

&

,

,

"

>

*

%

C

>3

F

->3.

=

>3

,

->3

,

%.

=

>3

,

%

F

+

J;3K

<

3

0

%

*

<

3

0

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

0

8

?

3

'

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

&

,

,

"

>

*

%

C

>3

F

->3.

=

>3

,

->3

,

%.

=

>3

,

%

F!!!!!!!!!

'

1

&

=

D

3

G

,

3

=

3

*

L

3

!!!!!

'

P

&

!

'

C

&

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

+

=

(

?

3

!!

'

9

&

->3.

=

>3

*

A

>3

!

=

>3

"

E

!

>

*

%

!3!

"

!

3

*

%

!3!

7

!!!!!!!!!

'

M

#

$

%

&

!!

由于模型'

C

&的可行域是非凸集!该模型不再是

凸动态规划问题$该模型'

C

&的目标函数是
Z

期投

资过程中投资者终期财富最大化$约束条件'

1

&表

示的是财富转移方程"约束条件''

P

&表示在任何一

个时期内投资组合
=

3

的半方差不超过给定值
L

3

"约

束条件'

9

&表示第
7

期无风险资产投资金额的下界

限制"约束条件'

M

&表示
=

>3

的上界限制!并且
=

>3

是

整数值$

在模型'

C

&中!

L

36)*

*

L

3

*

L

361F

$

L

36)*

和
L

361F

可

-

>%

-

第
#

期
! !!!!!!!!!!!

张
!

鹏等%具有最小交易量限制的多阶段均值
L

半方差投资组合优化



以通过以下方法得到%

6)*=

D

3

G

,

3

=

3

J;3K

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

+

=

(

?

3

->3.

=

>3

*

A

>3

!

=

>3

"

E

!

>

*

%

!3!

#

$

%

"

'

J

&

=

6)*

&

3

'模型'

J

&的最优解
=

3

*

'

=

%3

!

=

!3

!3!

=

"3

&

D

&可以用
%MN/O

求出$同时!也得到了
L

36)*

'

=

D

3

G

,

3

=

3

的最小值&$

61F

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

0

8

?

3

'

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

&

J;3K

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

+

=

(

?

3

->3.

=

>3

*

A

>3

!

=

>3

"

E

!

>

*

%

!3!

#

$

%

"

'

%$

&

=

61F

&

3

'模型'

%$

&的最优解
=

3

*

'

=

%3

!

=

!3

!3!

=

"3

&

D

&可以通过
%MN/O

得到$同时!也得到了

N

7P'=

'

F

j

7

[

?

7

F

7

的最大值&$

%

!

多阶段投资组合优化

我们提出了一个前向动态规划法求解模型'

C

&$

模型'

C

&的
7

期子问题可转化为%

61F

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

,

8

?

3

'

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

&

,

,

"

>

*

%

C

>3

F

->3.

=

>3

,

->3

,

%.

=

>3

,

%

F

J;3K

<

3

,

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

+

=

(

?

3

=

D

3

G

,

3

=

3

*

L

3

->3.

=

>3

*

A

>3

!

>

*

%

!3!

"

=

>3

"

E

!

>

*

%

!3!

#

$

%

"

'

%%

&

算法 前向动态规划方法

步骤
%

!

当
3

*

%

!

<

%

和
=

$

*

'

=

%$

!3!

=

"$

&

2已

知!运用
'̂ VKc

求解模型'

%%

&!然后得到第
%

阶段

的最优解
=

61F

&

%

*

'

=

61F

&

%%

!3!

=

61F

&

"%

&

D

$与此同时!我

们可以得到%

<

61F

&

!

*

<

%

0

,

"

>

*

%

->%.

=

61F

&

>%

8

>%

0

8

?

%

'

<

%

,

,

"

>

*

%

->%.

=

61F

&

>%

&

步骤
!

!

如果
3

*

P

'

P

+

%

和
P

#

E

0

&!由于

<

61F

&

P

0

%

和
=

61F

&

P

*

'

=

61F

&

%P

!3!

=

61F

&

"P

&

D 已知!运用

'̂ VKc

求解模型'

%%

&!也就是说我们已经得到
3

*

P

0

%

的最优解'

=

61F

&

P

0

%

*

'

=

61F

&

P

0

%

!3!

=

61F

&

"P

0

%

&

D

&$同时!

我们也得到%

<

61F

&

P

0

!

*

<

61F

&

P

0

%

0

,

"

>

*

%

->P

0

%.

=

61F

&

>P

0

%

8

>P

0

%

0

8

?

P

0

%

'

<

61F

&

P

0

%

,

,

"

>

*

%

->P

0

%.

=

61F

&

>P

0

%

&

步骤
>

!

如果
3

*

7

!我们得到终期财富的最大

值
<

61F

7

0

%

$否则!

3

*

P

0

%

!转步骤
!

$

当第
7

阶段决策变量不是太多!运用
'̂ VKc

可以求出模型'

C

&的第
3

个子问题'

%%

&的全局最优

解$因此!运用前向动态规划也可以求出模型'

C

&的

全局最优解$

&

!

实证研究

假设投资者从上证权重股中选择
!$

只股票!分

别为
8

%

'

&$$$$$

&!

8

!

'

&$$$%G

&!

8

>

'

&$$$%&

&!

8

"

'

&$$$>$

&!

8

G

'

&$$$>&

&!

8

&

'

&$$>%$

&!

8

#

'

&$$%$"

&!

8

C

'

&$$>&!

&!

8

J

'

&$$G%J

&!

8

%$

'

&$$&&>

&!

8

%%

'

&$$$G$%

&!

8

%!

'

&$$!C>

&!

8

%>

'

&$$GG%

&!

8

%"

'

&$$$&"

&!

8

%G

'

&$$$%%

&!

8

%&

'

&$$&&$

&!

8

%#

'

&$$%J&

&!

8

%C

'

&$$#"J

&!

8

%J

'

&$$>CJ

&!

8

!$

'

&$$>J&

&$我们收集了从
!$$&

年
"

月到
!$%>

年
J

月的数据!并且以每三个月为一个周期进行处理$

假设投资者初始财富
<

%

R%$$$$$$

!进行
G

期

连续投资!他的财富将在每个时期的开始进行调整$

假设单位资产交易成本
C

>3

R$;$$>

'

>R%

!3!

!$

"

3R%

!3!

G

&!无风险资产投资比例的下界
=

(

?

3

R

!

G$$$$$

!无风险资产的借款利率
8

(3

R$;$%#

!无风险

资产的贷款利率
8

B3

R$;$$J

!

3R%

!3!

G

!

=

>3

的下界

B

>3

R%$$

!上界
A

>3

R$;!<

3

'

>R%

!3!

!$

"

3R%

!3!

G

&$

如果在投资组合中借入无风险资产!我们用前

向动态规划方法来解决模型'

C

&!可以得到如下相应

的结果$

当
3R%

!3!

G

!我们用
'̂ VKc

分别解模型'

J

&

和模型'

%$

&!那么我们得到
L

%61F

R$;%!$>$JJKi

$C

!

L

%6)*

R$

"

L

!61F

R$;%$#>G%"Ki$C

!

$

!6)*

R$

"

L

>61F

R $;%!#$$%CK i $C

!

$

>6)*

R $

"

L

"61F

R

$;%G%G&"$Ki$C

!

$

"6)*

R$

"

L

G61F

R$;%!C&!!#Ki

$C

!

$

G6)*

R$

$

假设
L

3

R"$$$$$$

!

3R%

!3!

G

!最优解如表
%

所示$

允许借入无风险资产时!第
%

期的最优投资策

略是
=

%>

R%

!

=

"%

RJ&

!

=

J%

R%"

!

=

%>%

R%>>

!

=

%&%

R!$%

!

=

%#%

R%">

!

=

%J%

RG$

!其它为
$

!这意味着投

资者应该将他的初始财富分配于资产
%

!资产
"

!资

产
J

!资产
%>

!资产
%&

!资产
%#

!资产
%J

分别为
%

!

J&

!

%"

!

%>>

!

!$%

!

%">

!

G$

手!其他
%>

只股票分配

-

"%

-

中国管理科学
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!$%&

年



表
!

!

具有借入无风险资产的多阶段投资组合最优解

资产
>3

最优投资策略

% 8

>

% 8

"

J& 8

J

%" 8

%>

%>> 8

%&

!$% 8

%#

%"> 8

%J

G$

其它
$

! 8

%

!>! 8

>

>C! 8

J

%G 8

%$

!% 8

%>

!!$ 8

%&

#> 8

%#

!!& 8

%J

%>J

其它
$

> 8

%

C% 8

>

>#$ 8

"

&J 8

J

%> 8

%>

!%" 8

%&

%>! 8

%#

!!$ 8

%J

%>&

其它
$

" 8

&

%&! 8

#

%&> 8

C

## 8

%$

%%& 8

%!

%GJ 8

%>

!$C 8

%"

%#> 8

%&

!"% 8

%#

!%G 8

%J

%>>

其它
$

G 8

%

C> 8

>

>G& 8

&

"& 8

#

%GJ 8

C

#G 8

J

%> 8

%$

%%G 8

%>

!$> 8

%"

%&J 8

%&

!>G 8

%#

!%$ 8

%J

%>$

其它
$

表
"

!

不含有无风险资产的多阶段投资组合最优解

资产
>3

最优投资策略

% 8

"

G% 8

#

GG 8

J

%" 8

%>

%>> 8

%&

!>> 8

%#

G" 8

%J

G$

其它
$

! 8

%

%C# 8

>

>C% 8

J

%G 8

%>

!!$ 8

%&

!G" 8

%J

%>J

其它
$

> 8

%

%&G 8

>

>#! 8

"

CC 8

J

%> 8

%>

!%" 8

%&

>C 8

%#

!!$ 8

%J

%>&

其它
$

" 8

#

%&> 8

C

% 8

%$

C! 8

%!

GG 8

%>

!$C 8

%"

%#> 8

%#

!%G 8

%J

%>>

其它
$

G 8

%

!C 8

>

>G& 8

&

>J 8

#

%GJ 8

C

#G 8

J

%> 8

%$

%%G 8

%>

!$> 8

%"

%&J 8

%&

!>G 8

%#

!%$ 8

%J

%>$

其它
$

$

$从表
%

还可以得到第
!

#

>

#

"

和
G

期最优投资策

略$终期财富为
%#&&C!C;"

$

如果投资组合不含有无风险资产!模型'

C

&可转

化为以下模型%

61F<

%

0

,

7

3

*

%

*

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

,

,

"

>

*

%

C

>3

F

->3.

=

>3

,

->3

,

%.

=

>3

,

%

F

+

J;3K

<

3

0

%

*

<

3

0

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

8

>3

,

,

"

>

*

%

C

>3

F

->3.

=

>3

,

->3

,

%.

=

>3

,

%

F

=

D

3

G

,

3

=

3

*

L

3

,

"

>

*

%

->3.

=

>3

*

<

3

->3.

=

>3

*

A

>3

!

=

>3

"

E

!

>

*

%

!3!

"

!

3

*

%

!3!

#

$

%

7

'

%!

&

我们用前向动态规划方法解决问题'

%!

&!我们

可以得到如下的相应结果$

假设
L

3

R"$$$$$$

!

3R%

!3!

G

!我们可以得到

最优解如表
!

所示$

不含有无风险资产的多阶段投资组合的终期财

富为
%#$"%%&

$

为了表明无风险资产对于投资组合决策的影

响!我们分别考虑了借入无风险资产和不含有无风

险资产情况下的投资组合优化问题$运用动态规划

方法求解模型'

C

&和模型'

%!

&得到相应的最优投资

策略如表
%

和表
!

所示$从表
%

和表
!

可以看出!

当在投资组合决策模型中借入无风险资产!终期财

富也随之变大!这反映了允许借入无风险资产对多

阶段投资策略有较大的影响$

'

!

结语

考虑交易成本!最小交易量和借款约束!本文提

出了具有风险控制的多阶段均值
L

半方差投资组合

模型!该模型为具有路径依赖的整数动态优化问题$

提出前向动态规划方法求解$最后以一个具体实例

比较了不具有无风险借款限制和不含有无风险资产

两种情况下的最优投资策略!验证了模型和算法的

有效性$

与以前多阶段投资组合相比!本文研究的多阶

段投资组合的决策变量是整数与现实投资组合更加

符合$对于投资者来说!本文的方法具有良好的可

操作性和实用价值$本文结合前向动态规划方法和

'̂ VKc

可以很快地计算出多阶段投资组合的最优

投资策略$
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