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从坐标系到张量
1)

——学习和理解张量的一条捷径

赵松年 ∗,2) 于允贤 †,3)
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摘要 学习和掌握张量基本知识是研究连续介质力学的基

础，然而，当前对张量的讲述和介绍方式比较复杂，造成理

解和运用的困难. 本文利用笛卡尔坐标系引入张量概念及其

基本运算，阐明张量本质上是坐标变换，熟悉求和约定和指

标表示是其关键，从而使张量能体现出数学本身的简单、和

谐和美的统一，也能使读者比较顺利地学习、理解并运用张

量.
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引 言

“张量”(tensor,紧张，张力)一词，源自德国著名

数学家和 (梵文)语言学家 H.G. Grassmann (1809—

1877)[1-2]，而张量的基本理论则是由意大利数学家

G. Ricci (1853—1925) 和他的学生 T. Levi-Civita

(1873—1941) 创立 [2-3]，他们当时称之为 “绝对微

分学”，现在则称之为 “协变微分学”. 在爱因斯坦于

1906 年至 1915 年研究广义相对论的过程中，师从

T. Levi-Civita学习张量知识，在几何学家 M. Gross-

man 帮助下，理解和掌握了张量这一有效的数学工

具，知道了用张量建立的物理方程的数学形式具有

普适性，与选择何种坐标系无关.爱因斯坦用张量这

一数学工具建立了广义相对论，极大地推动了张量

理论的研究和应用的发展 [4]. 虽然，C.F. Gauss, B.

Riemann, E.B. Christoffel 等早在 19 世纪就导入了

张量的概念，随后 Ricci 和 Levi-Civita 进一步发展

了它. 但是，张量只是在广义相对论中展示出数学形

式的简洁优美，揭示时空结构的深刻性和统一性，

以及强大的预测能力,之后，才成为近代微分几何学

的重要学科——张量分析，并在许多自然学科与工

程技术中得到迅速发展 [5-8].

在应用基础研究方面，无论是大尺度高速旋转

的星系的结构演化，还是中小尺度的弹塑性物体、

薄壳结构、桁架、桥梁等，在超载荷作用下产生大形

变，甚之微小尺度的晶体结构、小形变的流体力学，

都需要采用张量分析这一有效的数学工具 [9-11].

众所周知，笛卡尔坐标系中各坐标轴互相正

交，使得任一矢量的分解等效于在各坐标轴上的投

影，矢量间的加法、乘法和微分、积分运算非常简洁.

当立方体受到剪切力的作用发生形变时，各边不再

正交，而形成斜角，投影与矢量的平行四边形分解不

再等价，分析与运算变得繁复. 蜿蜒起伏的河流，各

种复杂的弹性和塑性形变，则需要用曲线坐标系来

描述，张量就是为适应这些情况而产生的一种数学

工具，其中包括一些规则，主要是为了保证分析和运

算的自洽性和一致性，也就是 Ricci的具有变革意义

的协变性思想，它的核心思想是在斜角直线 (仿射)

坐标系和曲线坐标系中建立类似于笛卡尔坐标系中

矢量运算的规则，采用对偶坐标系可以做到这一点.

进一步，将矢量与坐标点的数组对应起来，就可以

在流形的意义下处理张量运算. 当曲线坐标系的坐

标轴彼此正交时，就退回到笛卡尔坐标系，这就意

味着曲线坐标系中的张量运算退化为笛卡尔坐标系

的张量与矢量运算，主要是梯度、散度和旋度的运

算.但是，基矢量的大小和方向仍然随着坐标点的不
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同而变化，是局部坐标系；而笛卡尔坐标系则是整体

坐标系，基矢量在空间各处都是一样的 [12-14].

本文采用一种简单新颖而独特的方法，引入对

偶坐标系、指标表示、求和约定和坐标变换，它们也

是理解张量及其运算的基础.

1 对偶坐标系

1.1 标架

空间一固定点 O 与 3 个有序基矢量的构型全

体称为标架，已有的各种坐标系就是用坐标线代替

基矢量，因此是标架的特例.

1.2 求和约定

爱因斯坦在研究广义相对论时，需要处理大量

求和运算，为了简化这种繁复的运算，提出了求和

约定，推动了张量分析的发展，具有重要意义，它包

括如下 3 点：

约定 1. 省去求和符号 Σ. 在公式中，某一项

的不同字母和变量分别有重复一次的上角标和下角

标时 (称作 “哑标”，它的取值与维数一致，在实空间

R3 中是 1, 2, 3)，求和符号 Σ 略去，如下所示

S = a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anxn =
n∑

i=1

aix
i =

n∑

k=1

akxk = aix
i = akxk = · · · = ajx

j

3∑

i=1

3∑

j=1

Aijx
iyj = Aijx

iyj

3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k

Aijkxiyjzk = Aijkxiyjzk

要注意的是，哑标必须是一上一下或上下数目对

等，在每一项中的重复次数不能多于一次，不然就

是错误的，没有意义，例如 aib
ixi，Bijx

iyizj .

约定 2. 自由标，在表达式的每一项中，出现

一次且仅出现一次，用同一字母表示的下角标，如

Aij = BipCjqD
pq，自由标是 i和 j，哑标是 p和 q；

而像表示式 ai = bj +ci和 Aij = Aik，都是无意义的.

利用自由标也可以简化数学公式，如 yi = Aijx
j，

用自由标 i 和哑标 j 表示的求和，一般取值为：

i, j = 1, 2, 3；yi = Aijx
j 实际上是下述方程的缩写

y1 = A1jx
j = A11x

1 + A12x
2 + A13x

3

y2 = A2jx
j = A21x

1 + A22x
2 + A23x

3

y3 = A3jx
j = A31x

1 + A32x
2 + A33x

3

约定 3. 数学表达式中，指标的 “高度” 是指上

角标与下角标的属性，同一高度的意思就是同为上

角标或同为下角标. 由上角标变为下角标是指标降

低，反之是指标升高.

在斜角坐标系和曲线坐标系中，张量的重要内

容是坐标、指标之间的转换，熟悉求和约定是很重

要的.

1.3 坐标系

下面的讨论限于实空间 R3，就是有实际意义并

具有几何解释的情形. 先讨论笛卡尔直角坐标系，

接着讨论斜角直线坐标系，然后再推广至曲线坐标

系 (如图 1 所示).

图 1 3 个坐标系

在实空间 R3 中，有正交直角坐标系 (笛卡尔坐

标系)，斜角直线坐标系 (仿射坐标系)和曲线坐标系

(包括正交曲线坐标系)，记为 O--x1x2x3. 对于这些

坐标系均可以引入具有共同原点 O 的对偶坐标系

O--x1x2x3，也就是用具有上、下角标的对偶表示方

法区分两类坐标系，同一个矢量 d 在不同的坐标系

中记为 d1 和 d1；它们在坐标系中，按照平行四边形

分解的分量也用这种记法：d1 = a1x1 +a2x2 +a3x3

和 d1 = a1x
1 +a2x

2 +a3x
3. 式中，a1，a2，a3 是 O--

x1x2x3 坐标系中的基矢量; a1，a2，a3 是 O--x1x2x3

坐标系中的基矢量. 之所以采用 d1 和 d1 这样的

上下角标记法，就是表示具有上角标的基矢量是具
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有下角标的基矢量的 “对偶”，这里上角标不是指数.

对偶记法在张量分析中非常有用：既区分不同的坐

标系和它的基矢量，又便于微分和乘法运算.现在，

我们通过矢量的点乘运算说明对偶基矢量之间的关

系，不同坐标系如何简化复杂的运算

d1 · d1 = (a1x1 + a2x2 + a3x3)·

(a1x
1 + a2x

2 + a3x
3) =

a1a
1x1x

1 + a2a
1x2x

1 + a3a
1x3x

1+

a1a
2x1x

2 + a2a
2x2x

2+

a3a
2x3x

2 + a1a
3x1x

3+

a2a
3x2x

3 + a3a
3x3x

3 (1)

有了式 (1)，就可以对不同的坐标系进行分析. 为了

方便起见，可以把基矢量表示成矩阵形式

aia
j =




a1a
1 a1a

2 a1a
3

a2a
1 a2a

2 a2a
3

a3a
1 a3a

2 a3a
3




(i, j = 1, 2, 3)

1.3.1 笛卡尔直角坐标系

这时，矢量分解的平行四边形是矩形，它和矢

量 d1 和 d1 分别在 O--x1x2x3 坐标系和 O--x1x2x3

坐标系中各坐标轴上的投影完全等效，通过旋转和

平移，O--x1x2x3 坐标系和 O--x1x2x3 坐标系完全

重合 (也就是同胚映射或双方单值，光滑的恒等变

换)，如图 2 所示. 由此很容易得出基矢量 ai 和

ai (i = 1, 2, 3) 的如下结果：

(1) 基矢量 ai 和 ai 是单位基矢量：a1 = a1 →
i，a2 = a2 → j，a3 = a3 → k；

(2) 它们是正交的基矢量：a1 ⊥ a1，a2 ⊥ a2，

a3 ⊥ a3；a2⊥a1，a3⊥a1；a1⊥a2，a3⊥a2，a1⊥a3，

a2⊥a3；

(3) ai 和 ai 的点积具有单位正交基矢量的特性

aia
j = δj

i：a1 · a1 = a2 · a2 = a3 · a3 = 1；a2 · a1 =

a3 · a1 = a1 · a2 = a3 · a2 = a1 · a3 = a2 · a3 = 0.

因此，两个矢量的点积运算具有如下简洁的形

式

d1 · d1 = a1 · a1x1x
1 + a2 · a2x2x

2 + a3 · a3x3x
3 =

x1x
1 + x2x

2 + x3x
3 (2)

图 2 笛卡尔直角坐标系 (凡是笛卡尔坐标系，无论处于空间何处，

都可以看成同一个坐标系，单位基矢量不变，因此，是整体坐标系.

至于处于其中的具体矢量，需要计入坐标系的平移和旋转后的效果)

矩阵 aia
j 简化为单位对角矩阵

aia
j =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




由于 d1 和 d1 本就是同一个矢量，它们在对

偶坐标系中的对应分量是相等的，即 x1 = x1，

x2 = x2，x3 = x3，d1 · d1 = (d)2 (注意：为了将

对偶的上指标与指数区分开来，无圆括号的字符的

上角标表示对偶，如 d2；有圆括号的字符的上角标

是指数，如 (d)2). 由此可得

d1 · d1 = (d)2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 =

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 (3)

矢量模的平方等于各坐标分量的平方和.所以，笛卡

尔直角坐标系只需要一组基矢量，就是我们熟悉的

i，j，k. 在这里，可以把笛卡尔坐标系设想为两个正

交的对偶坐标系的重合，为讨论和理解斜角直线坐

标系和曲线坐标系中如何引入对偶基矢量以及张量

分析奠定了基础.

1.3.2 斜角直线坐标系

如果不是笛卡尔直角坐标系，而是斜角直线坐

标系，那情况将如何？在摄影和景物透视中经常遇

到的仿射坐标系，就是现在要讨论的斜角直线坐标

系，它本身不再是正交坐标系，因此，也就不能类

似于在笛卡尔坐标系中所做的那样，引入正交对偶

坐标系. 一个可行的办法是适当放宽正交性这个条

件，如果斜角直线坐标系记为 O--x1x2x3，引入的对

偶坐标系记为 O--x1x2x3，放宽正交性这个条件，

就是不要求 O--x1x2x3 是正交的，而是仅仅要求
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O--x1x2x3 坐标系的每一个坐标轴 (例如 x1 轴) 分

别垂直于 O--x1x2x3 坐标系中另两个坐标轴构成的

坐标平面 (例如 Ox2 轴与 Ox3 轴构成的坐标平面

Ox2x3)，即

x1⊥Ox2x3 , x2⊥Ox3x1 , x3⊥Ox1x2 (4)

坐标轴之间的垂直关系如图 3 所示.

图 3 斜角直线坐标系，基矢量为上角标时，对应的坐标系是下角

标；反之亦然；下角标是协变量，上角标是逆变量

图 3 中的 g1，g2，g3 是坐标系 O--x1x2x3 的

基矢量，称作协变基矢量; g1，g2，g3 是坐标系

O--x1x2x3 的基矢量，称作逆变基矢量 (具有上角标

的基矢量处于具有下角标的坐标系，反之亦然). 不

必规定它们是单位长度，也不要求是否具有量纲单

位，由此区别于笛卡尔直角坐标系的基矢量 i，j，k.

虽然 g1，g2，g3 之间并不互相正交，g1，g2，g3 也

是如此，但是，根据式 (4)，它们具有正交坐标系的

部分特性，即

g1⊥g2, g3 , g2⊥g3, g1 , g3⊥g1, g2

由此，逆变基矢量 g1，g2，g3和协变基矢量 g1，g2，

g3 联合起来，就具有了类似于笛卡尔坐标系中基矢

量 i，j，k 之间的关系

gi · gj = δi
j =





1 , i = j

0 , i 6= j
(i, j = 1, 2, 3) (5)

任一矢量 v 既可以在协变基矢量中分解 v = vigi，

也可以在逆变基矢量中分解 v = vig
i，vi 和 vi 是矢

量 v 的逆变和协变分量，有如下简洁的表达式

v = vig
i = v1g

1 + v2g
2 + v3g

3 =

vjgj = v1g1 + v2g2 + v3g3

这也就是引入对偶坐标系的目的. 由图 3 可以看

出，处于坐标系 O--x1x2x3中的任一协变基矢量 gi，

都可以沿着逆变基矢量分解为 3 个分量，在坐标系

O--x1x2x3 中的逆变基矢量 gi 也可以沿着协变基矢

量分解为 3 个分量. 3 个协变基矢量 gi (i = 1, 2, 3)

共有 9 个逆变基矢量分量，如下式所示

gi = gijg
j (i, j = 1, 2, 3)

式中，系数 gij 称为协变度量 (度规) 张量的分量，

类似地，逆变基矢量 gi 沿着协变 gj 基矢量分解也

有 9 个分量

gi = gijgj (i, j = 1, 2, 3)

式中，系数 gij 称为逆变度量 (度规)张量的分量. 由

此可知，由 9个分矢量构成一个新的量，就是张量，

可以说这 9 个分矢量也是张量的 “实体”，称作二阶

张量 (有 2 个指标，如 i, j). 通常，矢量有 3 个分矢

量，称作一阶张量 (有 1 个指标，如 i)，标量自然是

零阶张量 (无指标). 下面还会提到张量的另一种定

义.

图 4所示是一个矢量 r 在对偶的斜角直线坐标

系中的分解，因为坐标系是非正交的，已经不能按投

影方法分解，投影的平行四边形是矩形，在斜角直线

坐标系中不适用，只能按平行四边形方法分解，它与

投影不等价，这一点很重要，务必注意. 图中矢量 r

在对偶坐标系中可以表示为 r = rigi = rig
i，ri 是

坐标系 O--x1x2x3 中的逆变分量，而 ri 就是坐标系

O--x1x2x3 中的协变分量. 斜角直线坐标系的对偶基

矢量在坐标 (轴)线的空间各点的方向和长度都是不

变的，但其长度不必要求是单位长度.在笛卡尔坐标

图 4 对偶的三维斜线坐标系，矢量是按平行四边形分解的，

如细实线和虚线所示
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系，基矢量 i, j, k 既具有单位长度，又互相正交，

因此，在运算中可以只考虑方向，而不考虑幅度. 对

于斜角直线坐标系，基矢量的方向和幅度会影响运

算结果，因此，需要确定基矢量的长度.

首先，斜角直线坐标系各轴线间的夹角与基矢

量的长度有关，设基矢量 gα 与 gβ 之间的夹角

为 φ，根据式 (5)，它们是按点积运算归一化的，即

gα · gα = 1，由此可得

|gα| = 1
|gα| sinφ

或 |gα| =
1

|gα| sinφ
(6)

其次，任一径矢量 r 在 3 个坐标轴上的分量是

ri 或 ri，既可以按协变基矢量 gi 分解，也可以按逆

变基矢量 gi 分解

r = rigi = rig
i = r1g1 + r2g2 + r3g3 =

r1g
1 + r2g

2 + r3g
3 (7)

径矢量 r 实际上是空间变量 x, y, z (x1, x2, x3 或

x1, x2, x3)的线性函数，微小改变或增量自然要通过

它的全微分来确定，对式 (7) 按坐标 xi 或 xi 求微

分，则有

dr =
∂r

∂xi
dxi = gidxi =

∂r

∂xi
dxi = gidxi (8)

由此给出了基矢量的定义 gi =
∂r

∂xi
或 gi =

∂r

∂xi
. 它

与笛卡尔坐标系的单位矢量之间的关系很容易从式

(7) 得出

gi =
dr

dxi
=

∂r

∂xi
=

∂x

∂x1
i +

∂y

∂x2
j +

∂z

∂x3
k (9)

1.3.3 曲线坐标系

前面，把本来简单的笛卡尔单位基矢量 i, j, k

用对偶记法表示，其目的就是为更复杂的坐标系提

供一个建立基矢量的参考方法. 因为对于笛卡尔坐

标系，从坐标原点沿各坐标轴线取其单位长度，就

是单位基矢量 i, j, k，并不复杂. 可是对于斜角直

线坐标系，特别是曲线坐标系，基矢量的选取却很

复杂. 有了上述思路，所得结果和相关公式，就有

了参考可循. 笛卡尔坐标系和斜角直线坐标系的基

矢量不会随着空间坐标点的改变而变化，是整体坐

标系.对于曲线坐标系，基矢量会随着空间点的变化

而改变，例如受力作用的质点的运动，流体中某一点

的流速，都是位置的函数，矢量分解也是针对该点的

基矢量的分解，点的位置变化了，基矢量也就随之变

化，因此是局部坐标系.在引言中提到流形意义下的

张量分析，其最重要的特点就是具有局部坐标系，

在曲线的每一点上都可以借助标架建立同胚于笛卡

尔坐标的局部坐标序列，而标架就是由自然基构成

的，我们知道，线性空间 (或向量空间) 中的任一元

素均可以用最大线性无关的一组基 e1, e2, · · · , en (或

对偶的基组 e1, e2, · · · , en) 表示，显然，这组基不是

矢量 (向量)，通常称为自然基组，它在曲线每一点

的邻域中，都有 ei · ek = δk
i .

曲线坐标系中的特例是正交曲线坐标系 (如球

面坐标系和柱面坐标系)，可以看作是在连续变化的

曲线上的每一点的局部坐标系，也就是所谓 “流形”.

当坐标 xi 有单位增量时，弧长的增量 ds 可按下式

计算

ds2 = (A1dx1)2 + (A2dx2)2 + (A3dx3)2 (10)

式中 A1 =
√

g11, A2 =
√

g22, A3 =
√

g33. A1,

A2 和 A3 被称作 Lame 常数；在笛卡尔坐标系中:

A1 = A2 = A3 = 1. 因此，Lame 常数也是空间属性

的一种度量.

上述对斜角直线坐标系的分析完全适合于曲线

坐标系.但要特别注意的是，曲线坐标系处理的是点

运算，实际上就是一点处的基矢量组成的标架，逆

变与协变基矢量都只具有局地 (点所在位置的邻域)

特性，它们不再是常矢量，在图 5中，从参考坐标系

的原点 O 到曲线坐标系的点 p(x1, x2, x3)，有一径

矢量 r，它的增量 dr 根据式 (7) 和式 (8) 可以表示

为 |dr|2 = ds2 = dr · dr = dxidxjgi · gj = gijdxidxj ,

图 5 曲线坐标系 O′--x′1x′2x′3，参考坐标系是斜角直线坐标系

O--x1x2x3，也可以用笛卡尔直角坐标系
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显然是式 (10) 的另一种表示，其中 gij 能反映空间

两点距离 ds 的物理属性，因此，便称 gij 为度规或

度量张量的分量，也就是张量的几何解释和它的物

理意义.

既然曲线坐标系中的基矢量不再是常数，那么

它随坐标是如何变化的呢？由于基矢量是坐标的连

续可微函数，每一个基矢量 gj 对坐标 xi 求导，可

得 9 个表示式

∂gj

∂xi
= ∂igj = Γ k

ijgk = Γijkgk

∂gj

∂xi
= ∂ig

j = −Γ j
ikgk = −Γ k

ijgk

Γijk = gklΓ
l
ij





(11)

式中，i, j, k, l 的取值，按照惯例，各为 1, 2 ,3, 以下

不再注明. ∂igj ≡
∂gj

∂xi
，是偏微分的简化符号 (类

似地，还有
∂

∂xi
≡ ∂,i;

∂ ()
∂xi

≡ (),i)；Γijk 是第 1 类

Christoffel (克氏) 符号，Γ k
ij 是第 2 类 Christoffel 符

号 (其中，i 和 j 对 Γ 是对称的，实际上只有 18 个

独立分量). 其实际意义是将矢量的微分运算从直角

坐标系推广到曲线坐标系，因为一个矢量除了沿着

基矢量分解，还需要计入基矢量本身随着坐标的改

变而变化的情况，而这一点正是由克氏符号体现出

来，它就是坐标改变引起基矢量变化的量值大小，

是全微分中的附加项.它们与基矢量 (也就是度规张

量的分量) 有如下关系

Γ i
jk =

1
2
gil

(
∂gjl

∂xk
+

∂gkl

∂xj
− ∂gjk

∂xl

)

Γijk =
1
2

(
∂gji

∂xk
+

∂gki

∂xj
− ∂gjk

∂xi

)





(12)

显然，对于笛卡尔直角坐标系，单位基矢量不随坐标

的改变而变化，克氏符号为零. 因此，可以将克氏符

号理解为基矢量的增量与坐标增量之间的比例系数

(也称作联络系数),也可以理解为曲线坐标系中同一

个矢量平移时，方向的改变引起的附加增量. 要注

意，由 Lame常数也可以表示克氏符号，但克氏符号

不是张量的分量，只在曲线坐标系才有意义.可以举

一个简单的例子，矢量是一阶张量，如 v = vigi =

vig
i，对于逆变分量 vigi，按照复合函数求导，可得

如下结果

∂v

∂xj
=

∂vi

∂xj
gi + vi ∂gi

∂xj
=

∂vi

∂xj
gi + vkΓ i

kjgi =
(

∂vi

∂xj
+ vkΓ i

kj

)
gi

式中增加的这一项 vkΓ i
kj 就是由于基矢量 gi 随

坐标 xj 变化而产生的附加项. 要注意，如果是协

变分量 vig
i，附加项是 −vkΓ k

ij，协变分量的导数是
∂v

∂xj
=

(
∂vi

∂xj
− vkΓ k

ij

)
gi.

对于张量 T 而言,也有同样的求导公式，到此，

我们对坐标系与基矢量的基本概念的介绍就告一段

落，下面将介绍几种重要运算规则，它们对深刻理解

张量的本质也是很有帮助的.

2 运算规则

2.1 指标升降

前面已经指出，协变基矢量 gi 可以沿着逆变基

矢量分解：gi = gijg
j，逆变基矢量 gi 也可沿着协变

基矢量分解：gi = gijgj，通过这种分解 (见式 (6))，

基矢量的指标将由协变改为逆变，逆变改为协变，也

就是下角标与上角标互易，这就是指标的升降. 矢量

分解同样也会使指标升降，矢量 p 可以分解为 p =

pigi = pjg
j，再利用关系式 gi · gj = gijg

i · gj = gij

和 gi · gj = gijgi · gj = gij，很容易得出如下公式

pi = p · gi = pkgk · gi = pkgki

pj = p · gj = pkgk · gj = pkgkj

指标的升降在斜角直线坐标系和曲线坐标系的

张量运算中能简化公式的表达，笛卡尔直角坐标系

没有指标升降的问题.

2.2 坐标变换与基矢量变换

坐标变换是一个经常遇到问题，人们比较熟悉

的医学检查设备 CT，就是将等强度 X射线发射和接

受装置固定在同一个环形构架上，实现同步旋转，

如果将起始位置的圆柱坐标系作为参考坐标系 (称

作 “旧”坐标系，记为 xi)，检查中它将随着环形构架

转动，形成不同时刻的动态坐标系 (称作 “新” 坐标

系，记为 xi′)，等强度 X射线可以看作是同一矢量，

旋转时，它在新旧坐标系中的投影 xi′ 与 xi 各不相

同，坐标变换就是要确定 xi′ 和 xi 的关系，即 xi′ =

xi′(x1, x2, x3) = xi′(xi) 与 xi = xi(x1′ , x2′ , x3′) =

xi(xi′). 如果 xi′ 能由 xi 表示, xi 也能由 xi′ 表示，

那它们各自必须是单值、连续、可微函数，而且变换

的雅可比 (Jacobi) 行列式不为零

J =
∣∣∣∣
∂xi

∂xi′

∣∣∣∣ 6= 0, J ′ =

∣∣∣∣∣
∂xi′

∂xi

∣∣∣∣∣ 6= 0, J · J ′ = 1 (13)
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式 (7) 已经给出了矢量 r 在坐标轴 xi 上的分解：

r = rigi；或者在坐标轴 xi 上的分解：r = rig
i，这

表明，在对偶表示中，矢量的协变 (或逆变) 分量和

逆变 (或协变) 基矢量的坐标变换矩阵 (方阵) 是互

逆的，满足式 (13)，保证了矢量的不变性. 那么，该

矢量 r 在不同的坐标系中的分解又是如何呢？这就

需要先讨论基矢量 gi′ 和 gi′ 在不同的坐标系中的

分解，一般假设分解的关系式是线性的，如此有

gi′ = Ai
i′gi , gi′ = Ai′

i gi

我们已经知道 gi′ =
∂r

∂xi′ =
∂

∂xi′
(
xigi

)
=

∂xi

∂xi′ gi，

gi =
∂r

∂xi
=

∂

∂xi

(
xi′gi′

)
=

∂xi′

∂xi
gi′，以及 ri′ =

Ai′
i ri，ri′ = Ai

i′r
i, ri = Ai

i′ri′，ri = Ai′
i ri′ ; r = rig

i =

rigi = ri′g
i′ = ri′gi′，由此可得矢量 r 在新旧坐标

系中的表示式

r = ri′A
i′
i gi = ri′Ai

i′gi , r = riA
i
i′g

i′ = riAi′
i gi′

(14)

在笛卡尔坐标系，用基矢量 i，j，k 代替 gi′，gi′，

gi 或 gi，就是我们熟悉的矢量分解方式.

2.3 张量的两种定义

提到张量，一定要记住它和坐标系的密切相

关，而且是与对偶坐标系有关，在张量的表示中，

必须指明张量是在对偶坐标系的哪个基矢量中分解

的，张量不能离开对偶坐标系的基矢量而单独存在.

因此，说张量分析本质上是坐标系中基矢量之间的

变换关系并不为过. 熟悉张量也就是熟悉基矢量的

转换关系，需要理解的基本原理并不多，但是，需要

记住的内容却很多，为此，准备一本包括张量的数学

手册以供随时查阅，可以减轻记忆负担.

自然界中任一空间位置处的温度，空气密度只

是位置的函数，与方向无关；电磁场中某一点的状态

是由作用强度与方向共同确定的，例如电场强度，

磁场强度，它们都是矢量. 然而，张量却与此不同，

很难把它设想成像矢量那样具体的物理量，现在，

通常用两种定义来解释张量，分述如下：

(1) 按照矢量分解的方式定义：一般而言，矢

量与其分量是等价的，一个矢量有 3 个基矢量 gi

(i = 1, 2, 3)，它的对偶分解是 gi，也有 3个分矢量，

两次分解 (gi 对 gi 的分解或 gi 对 gi 的分解) 共有

9个分量，这 9个分矢量的集合就称作张量，如前面

提到的度量张量 gij 和 gij . 但是，这种矢量分解的

定义不能很好地体现张量的物理意义，我们给出一

个更具体一些的解释. 考虑黏性流体中一个正六面

体微元 dD (宏观小而微观大)，在每一个面元上的作

用力都可以在空间上分解为 3 个互相正交的应力，

其中正压力用 σii 表示，只是需要注意，切应力是指

面元正侧 (法线正方向一侧，如图 6中实线所示)对

面元负侧的单位面积上的作用力 (图 6 中点画线表

示对应的反作用力)；3 个互相正交的面元上的受力

情况代表了任何形状微元体的受力情况. 这 3 个面

元共有 9 个应力分矢量 (3 个正压力 σii，6 个沿面

元切向的切应力 τ ij)，它们在整体上确定了微元体

的受力状态，因此，可以称作应力张量，它与矢量的

区别是很明显的：矢量是一点上受力的局部描述，需

要 3 个分量；应力张量是微元体受力的整体描述，

需要 9 个分量.

图 6 正六面体微元上的应力分量 (实线和虚线) 的平衡 [15]

前面已经指出，矢量 r 在新旧坐标系中的转换

只需一个转换系数 Ai′
i ，如式 (14) 所示，它将新坐

标系中的矢量 ri′ 与旧坐标系中的矢量 ri 联系起

来，如：ri′ = Ai′
i ri (其他变换形式还有：ri′ = Ai

i′r
i,

ri = Ai
i′ri′，ri = Ai′

i ri′). 而二阶张量在新旧坐标

系中的转换需要两个转换系数 Ai′
i 和 Aj′

j ，这样就可

以将张量表示为：T = T ijgigj = T ijAi′
i Aj′

j gi′gj′，

但是，T ijgigj = T i′j′gi′gj′，由此可得 T i′j′gi′gj′ =

T ijAi′
i Aj′

j gi′gj′，由于 gigj 和 gi′gj′ 线性无关，只

考虑张量的分量，就有 T i′j′ = T ijAi′
i Aj′

j ，这就是

张量 T 在新旧坐标系中的转换关系式. 或者，将

基矢量 gi =
∂r

∂xi
=

∂

∂xi

(
xi′gi′

)
代入 T ijgigj =

T i′j′gi′gj′，同样可得 T ijgigj = T ij ∂xi′

∂xi

∂xj′

∂xj
gi′gj′ =

T i′j′gi′gj′，即：T i′j′ =
∂xi′

∂xi

∂xj′

∂xj
T ij . 将此表示式推

广至 k 协变和 s 逆变的混变张量，就有如下表示式

(也参考 Jacobi 公式 (13))

T
j′1···j′s
i′1···i′k =

∂xj′
1

∂xj
1

· · · ∂xj′
s

∂xj
s

∂xi
1

∂xi′
1

· · · ∂xi
k

∂xi′
k

T j1···js

i1···ik
(15)

或者指明逆变在前，协变在后的表示式
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T j′1···j′s i′1···i′k =
∂xj′

1

∂xj
1

· · · ∂xj′
s

∂xj
s

∂xi
1

∂xi′
1

· · · ∂xi
k

∂xi′
k

T j1···js
i1···ik

(16)

当然，也可以是协变在前，逆变在后，不再重复. 上

述表示式是针对张量分量的表示，略去了基矢量.

(2)按照并矢运算方式的定义：其实两个矢量 a

和 b 的并矢就是二者的相互作用，各自有 3 个分

量，相互作用形成 9 个分量 (aibj 或 aibj) 的集合

就是张量，这种相互作用用 ⊗ 符号表示，也可以省
略，如下式所示

a⊗ b = ab = aibjgigj = aibjg
igj

并矢的矩阵表示如下

[ab] =




a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3




= T (aibj) = T (i, j)

并矢不满足交换律，即 ab 6= ba. 可以看出，乘积的

含义是表示自然界中的相互作用. 将并矢或张量在

具体坐标系中用分量表示时，a ⊗ b 的分量 aibj(或

aibj) 或幅值记为 T ij(或 Tij)，新旧坐标系分别记为

gigj，g
igj，gigj，g

jgi或 gi′gj′，g
i′gj′，gi′gj′，g

j′gi′ .

幅值与坐标基矢量合在一起，就构成了张量的并矢

表示：T ijgigj，Tijg
igj，T i′j′gi′gj′ 和 Ti′j′g

i′gj′ . 此

外，还有基矢量的混变表示，这时，一般要指明逆

变和协变的先后顺序，通常用上圆点 “ ·” 或下圆

点 “ ·” 将逆变与协变指标隔开，位于圆点前面的为

先，如 T .j
i ，T i

·j，表示指标 “i” 的变换先于 “j”. 这

样，混变张量的表示便是：T .j
i gigj，T i

·jgig
j；三阶混

变张量则如：T i
·jkgig

jgk 和 T ij
·· gig

jgk，等等；有时

省去圆点，只用空格隔开，如：T .j
i gigj ↔ Ti

jgigj，

T i·jgig
j ↔ T i

jgig
j，T i

·jkgig
jgk ↔ T i

jkgig
jgk，等等.

这里所说的并矢是指基矢量的并矢，它们相互作用

的强度已经包含在 T ij , T i
j 和 T i

·jk 这样的符号中，

基矢量的表示只是张量的属性，体现坐标系之间的

变换. 下面给出张量的并矢表示的一般表示式

T = T i···j
k···l gi · · · gjg

k · · · gl =

Ti···jk···l gi · · · gjgk · · · gl =

T i···jk···lgi · · · gjgk · · · gl =

Ti···jk···lgi · · · gjgk · · · gl

根据并矢表示方法，度量张量可以表示为

G = gijg
igj = δi

jgig
j = δj

i g
igj = gijgigj

上式表明：度规张量的两个分量分别是混变分量

gi
·j = δi

j 和 g·ji = δj
i，在笛卡尔直角坐标系中，它

的矩阵可以表示为单位对角矩阵 (i 为行元素，j 为

列元素)

[G] =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




= 1

因此G可以将矢量和张量分别映射为其自身，

即：G · v = v 和 G · T = T .

2.4 重要的张量算符

将高阶张量分解为低阶张量时，需要用到两个

算符，即 Kronecker 算符 δij(单位张量) 和替换算符

eijk. 单位张量 δij =





1, i = j

0, i 6= j
, δii = 3. 替换算符

eijk 的作用和取值 (0, 1,−1) 规则如下

eijk = eijk =




1, 当 i, j, k = 1, 2, 3 → 2, 3, 1 → 3, 1, 2 → 1, 2, 3

(顺时针循环)

−1, 当 i, j, k = 1, 3, 2 → 3, 2, 1 → 2, 1, 3 → 1, 3, 2

(逆时针循环)

0, 当 i, j, k 中有两个的取值相同时

这里介绍的有关 eijk 的内容在湍流文献中会经

常遇到，只是一些数学表示的技巧，但熟悉它是有必

要的，循环规则如图 7 所示. 利用 eijk 可以简化数

学表示式，如

∇× v =




g1 g2 g3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

v1 v2 v3



↔ (∇× v)i =

eijk ∂vk

∂xj
gi

eijk 与正交标准基矢量 [ei ej ek] = ei× ej · ek = 1

有如下关系：eijk = [ei ej ek]εijk. 替换算符 eijk 也

称为 Ricci符号，值得注意的是，它与另外一个称为

Eddington 置换张量 εijk 的区别，eijk 不是张量，
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而 εijk 是张量，即 ε = εijkgigjgk = εijkgigjgk，

εijk = [ei ej ek]
√

geijk，εijk = [ei ej ek]eijk/
√

g，

由此可得 eijkeijk = εijkεijk = 2δi
i = 6.

图 7 替换算符 eijk 的奇偶循环

3 运算规则

3.1 缩并

缩并是张量的内乘. 我们知道，两个矢量的內

乘 (点积)是一个标量 (数量)，张量的内乘或点积也

是一个标量，这样，张量的缩并就是基矢量之间的内

积运算.因此，在张量的表示式中需要标明进行缩并

的基矢量，在下面的例子中，符号

·︷︸︸︷
T 表示张量 T

需要缩并运算，符号

·︷︸︸︷
gjgs 表明是基矢量 gj 与 gs 进

行缩并运算，由于 gjg
s = δs

j，而 δs
j 就起到缩并自由

标为哑标的作用，即

·︷︸︸︷
T = T ijk

rstgi

·︷ ︸︸ ︷
gjgkgrgs gt =

T ijk
rst(gj · gs)gigkgrgt =

T ijk
rstδ

s
jgigkgrgt =

T ijk
rjtδ

j
jgigkgrgt = Sik

rtgigkgrgt

式中，Sik
rt 表示 T ijk

rjt 的缩并运算,即对处于上、

下同一哑标 j 求和的结果：Sik
rt =

∑

j

T ijk
rjt，指标

j 已经消失. 显然，张量 S 比原张量 T 的阶数降低

两阶.

利用指标的升降和缩并，可以构成新的张量，例

如，一个很重要的张量是 Riemann-Cristoffel张量，

它的分量是 Rijµν，将指标 j 升为上角标，然后令

j = µ，进行缩并运算，即：Rijµν → R·j··i·µν → R·µ··i·µν →
Riν，Riν 是另一个重要的张量，称为 Riccii-Weyl张

量. 对此张量 Riν 进行缩并，就可以得到重要的曲

率张量 R(它与克氏符号密切相关)，由此可知，任意

二阶张量进行缩并运算的结果是标量，称为二阶张

量的迹 trD, 也就是标量矩阵的对角元素之和.

3.2 混合积

3个矢量的混合积记为 [u v w] = u×v·w，它是
由 u, v 和 w 构成六面体的体积. 3个基矢量的混合

积记为 [g1 g2 g3]，有如下关系：[g1 g2 g3] =
√

g，

[g1 g2 g3] = 1/
√

g.

3.3 张量的对称

以二阶张量 (如应变率张量) 为例，若 T =

T ijgigj 是对称张量，即指标 i和 j 对调，张量 T 不

变，T ij = T ji，那么，T + =
1
2

(
T ij + T ji

)
gigj 是对

称张量，而 T− =
1
2

(
T ij − T ji

)
gigj = 0. 反之，

如果张量 T 是反对称的 (如黏性流体中的旋转张

量)，T ij = −T ji，则有 T− =
1
2

(
T ij − T ji

)
gigj =

T ijgigj，T + =
1
2

(
T ij + T ji

)
gigj = 0. 对称张量有

6个独立分量，反对称张量有 3个独立分量，二者合

起来仍然有 9 个独立分量. 二阶张量是为描述流体

微元的应力特性提出的，因此，二阶张量的特性必然

反映了黏性流体的特性.

4 张量的导数运算

张量的运算是在矢量和矩阵运算的基础上发展

起来的，继承和应用了矢量和矩阵在代数与微分运

算中的许多规则，矢量是一阶张量，它的并矢就是二

阶张量. 二阶张量运用最广，与矢量相比，自然有一

些新的特点，张量在笛卡尔坐标系，仿射坐标系和曲

线坐标系中的运算各有区别，特别是曲线坐标系，

由于基矢量不再是常量，矢量和张量的导数运算，增

加了克氏符号引起的附加项，在梯度、散度和旋度的

运算中需要考虑附加项.这里需要特别指出的是：协

变导数是 Ricci 等先驱们定义的重大概念. 协变导

数是协变微分学诞生的标志，是经典微分学与协变

微分学的分水岭. 协变导数是梯度张量的分量，正

因为是 “张量分量”，所以才有 “协变性”，才被称为

“协变导数”. 协变性在广义相对论中也具有及其重

要的意义.

下面先讨论矢量，在此基础上，再介绍张量.

矢量 V 对坐标 xj 的导数运算 (包括逆变导数

和协变导数) 引起的附加项已如公式 (11) 所示，即

viΓ k
ij 或 −viΓ

k
ij . 如果用 ∇j( ) 表示协变导数，∇i( )

表示逆变导数，那么，
∂V

∂xj
的协变分量和逆变分量，
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便可表示如下

∂V

∂xj
=

(
∂vi

∂xj
+ vkΓ ij

k

)
gi = ∇jv

igi

∂V

∂xj
=

(
∂vi

∂xj
− vkΓ k

ij

)
gi = ∇jvig

i

张量对坐标 xi 的导数运算也有类似的表示式，以二

阶张量 T jkgjgk 为例，这时需要分别计入基矢量 gj

和 gk 各自的附加项，比矢量复杂一些

∂T

∂xi
=

∂T jk

∂xi
gjgk + T jk

∂gj

∂xi
gk + T jkgj

∂gk

∂xi
=

∂T jk

∂xi
gjgk + T jk Γ l

jiglgk︸ ︷︷ ︸
附加项

+T jkgj Γ l
kigl︸ ︷︷ ︸
附加项

显然，∇j( ) 和 ∇i( ) 就是 Hamilton 微分算符 ∇( )

的协变和逆变导数分量. 在曲线坐标系中，∇( ) 的

定义与笛卡尔坐标系类似：也是一个矢量，只是基矢

量不同，如下式所示

笛卡尔坐标系

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

曲线坐标系

∇ = g1 ∂

∂x1
+ g2 ∂

∂x2
+ g3 ∂

∂x3

在与矢量或张量的并矢、叉积 (×) 运算中，分为从

左侧或右侧作用于矢量或张量，即左侧形式：∇( ) =

gi ∂( )
∂xi
，右侧形式：( )∇ =

∂( )
∂xi

gi. 例如，∇v =

gradv = ∇ivjg
igj，而 v∇ = ∇jvig

igj，∇v 6= v∇；
∇ · v = v · ∇；∇× v = −v ×∇. 这些结果同样适用

于张量 T . 因此，理解和掌握了上述内容，已足够理

解和处理包括张量在内的更多的微分运算，就不再

详述了. 读者可以将此作为练习，检验自己对本文

的理解和掌握程度.

5 结束语

如何理解张量呢？可以说，它是作用力与物体

之间的一种整体描述. 矢量是作用于一个点的情

形，只需要 3 个分矢量即可；张量是微元体受力作

用时的整体描述，微元体是宏观小微观大的物理体

元，至少需要 9 个分矢量描述，它们都是在笛卡尔

直角坐标系的框架下的数学描述. 因为，受力作用的

物体处于小形变状态，如流体力学，它并不特别关注

流体的形变问题，而是着重研究在压力、应力和惯性

力共同作用下，流速变化时，流体状态的改变，这从

流体力学的基本方程就可以看出.当然，流体微团受

力作用产生形变也是局部的小变形，因此，处理流

体力学问题一般应用笛卡尔坐标系中的张量分析即

可. 而像弹塑性形变，或者桁架、薄壳等等，在超载

荷作用下的结构大形变问题，需要在曲线坐标系中

进行张量分析，基矢量已不再是常量，随坐标线上的

不同点而变化，因此，对张量的微分运算就要计入基

矢量的变化，也就是 Christoffel符号代表的增量. 可

见，学习张量，不在于掌握了多少系统的张量知识，

而在于理解它能体现什么样的物理含义，是否能将

一个物理思想转变为一个恰当的张量数学描述. 虽

然物理规律与坐标系的选择无关，但是，一个恰当的

坐标系能使数学描述凸显研究对象的本质和特性：

牛顿的经典力学符合伽利略坐标系，狭义相对论符

合洛伦兹坐标系，而广义相对论则符合闵柯夫斯基

(Minkowski)坐标系，说明物理规律与坐标系的冲突

是孕育新发现的突破口. 就连续介质力学而言，当客

体受多个施加于不同点的力的作用时，它的状态由

这些力的综合效果 (在坐标系中各个分量的加法或

乘法运算)来确定，状态的改变，同样由其综合效果

的改变 (微分) 确定，这个综合效果的数学表示就是

张量和它的微分运算，常用的是三维空间或四维空

间中的二阶张量，因此，张量运算是非常重要的数学

工具，应当学习、理解和掌握它的基本内容.现在，张

量的计算已有专用软件 Matlab 和 Mathematica 可

资利用 [16].

在这里，需要特别指出的是，由于爱因斯坦在

研究广义相对论时，采用张量分析这一数学工具，

成功建立了弯曲时空中的引力理论，极大地推动了

张量理论的发展.但是，正如爱因斯坦所说：“自从数

学家入侵了相对论以来，我本人就再也不能理解相

对论了”(Since the mathematicians have invaded the

theory of relativity, I do not understand it myself any-

more). 对于数学家，追求张量理论的严谨和完美；

对于物理学家，它只是一个有效的工具，在广义相对

论中，空间坐标 xi(i = 1, 2, 3) 以及与时间 t 相关的

坐标 x0 = ct(c 为真空中的光速) 组成的四维闵柯夫

斯基度规张量 ds2 = gijdxidxj (i, j = 0, 1, 2, 3)，刻

画了引力场的几何特性，同时，自由质点在引力场中

的运动轨迹是如下的测地线或短程线 (也称作 “世界

线”，可以由 ds 的变分得出)

d2xi

ds2
+ Γ i

kj

dxk

ds

dxj

ds
= 0
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式中的克氏符号 Γ i
kj 可以通过度规张量 g 计算

Γ i
kj =

1
2
gis

(
∂gjs

∂xk
+

∂gks

∂xj
− ∂gjk

∂xs

)

有了这些知识，就可以进一步学习和阅读与相对论

有关的专业书籍，理解爱因斯坦是如何通过张量分

析得到引力场的张量方程的，感受他的数学方法的

简单、和谐和美的统一 [17].

注释：由于张量分析仍然处于发展之中，表示符

号的多变、不规范也是造成学习张量的困难之一，

例如，变量对坐标的微分，一般有这样一些符号：

∂iA ↔ ∂,i A ↔ A,i→ ∂A

∂xi
，也就是说，∂iA，∂,i A，

A,i 都表示 A 对坐标 xi 或 xi 的偏微分运算
∂A

∂xi
或

∂A

∂xi
；再如 v 的逆变分量的协变导数，通常的表示方

式是：∇jv
i =

∂vi

∂xj
+ vkΓ i

kj，物理意义很清楚. 可是

也有几种不同的表示符号，如：∇jv
i ≡ vi

;j ↔ vi|j ↔
vi
|j . 这样，∇jv

i =
∂vi

∂xj
+vkΓ i

kj 就表示成 vi
;j；vi |j 或

vi
|j . 这种过于简化的表示，失去了直观明显的物理意

义，还有用

{
i

kj

}
代替具有纪念意义的符号 Γ i

kj，

学习和应用张量时，需要特别注意.
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圆薄板轴对称弯曲问题的基本方程讨论

曹天捷 1)

(中国民航大学机场学院, 天津 300300)

摘要 首先通过级数展开和求极限运算的方法，确定了等厚

度圆薄板轴对称大/小挠度问题的弯曲微分方程在圆心处的

表达式. 其次，根据轴对称问题的特点，推导出了实心圆薄

板在圆心处应满足边界条件的数学表达式，使圆薄板轴对称

大/小挠度问题的弯曲微分方程应满足的边界条件达到了应

有的数量. 本文工作进一步完善了圆薄板轴对称弯曲问题的

微分方程形式和边界条件，从而使我们可以利用成熟的微分

方程数值解法，对具有较复杂载荷的实心圆薄板轴对称弯曲

微分方程进行数值求解.
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