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摘 要: 针对群决策偏好集结中违反 Pareto最优性的情况,设计一种基于群组判断几何离差的同质性集结方法. 该

方法在集结前进行几何离差测试,以确定个体决策信息的离差水平. 离差较小时,可基于几何平均集结;对于离差较

大且修正复杂度较高的决策信息,采用主成分分析 (PCA)从高维决策信息中提取大多数相关信息,在不依赖主观分

析的情况下进行加权集结. 仿真实验表明,所提出的方法能够在不违背 Pareto最优性的基础上集结离差较大的群决

策信息.
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Abstract: Aiming at the issue of violation of Pareto optimality in the preference aggregation of group decision, a method

of homogeneous aggregation based on the geometric dispersion of group judgments is designed. In the method, a dispersion

test is carried out to measure the dispersion level of group judgments, and the aggregation is explored based on the dispersion

level. For the judgments with the lower dispersion level, it is proposed to combine the judgments with the geometric mean;

for the judgments with the higher dispersion level, which are difficult to revise, the principal components analysis(PCA) is

applied to capture the majority of the information associated with the original high dimensionality judgments from diversity

of opinion, and combine the group judgments according to the weighted geometric mean without subjective analysis. The

simulation experiments show that the proposed method can combine the group judgments with the biggish dispersion on the

premise of the Pareto optimality principle.
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0 引引引 言言言

群决策可以满足复杂决策问题对多领域知识和

兼顾多方面利益的需求,但同时又带来冲突处理等问

题[1]. 群决策的本质是如何将群成员个体决策信息集

结为群体综合决策信息,并由此对决策因素 (方案)进

行排序或择优的问题[2]. 其中, 个体决策信息的同质

性集结是群决策的关键.根据集结对象的不同,群偏

好集结可分为两大类: 个体判断集结 (AIJ)和个体方

案权重向量集结 (AIP). 前者将个体决策信息集结为

群体综合决策信息后, 再研究对应的方案权重; 后者

先依据决策个体偏好计算对应的方案权重向量,再对

决策个体的方案权重向量进行集结[3].

Condon等[4]将群决策信息集结方法总结为 4大

类: 一致同意、投票折衷、偏好信息几何平均、加权算

术平均. 前 3种用于集结个体判断信息,第 4种则集结

个体偏好对应的权重向量.

Pareto最优性原则要求群决策时集结得到的群

体决策信息或者方案优先权必须为群成员所接受.因
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此, 决策信息必须具备同质性特征[5], 即个体决策信

息与集结后的群体决策信息应保持一致. Aczel等[6]

论述了几何平均 (GM)法是保留互反条件下集结互反

决策信息数学上唯一正确的方式. Ramanathan等[7]的

研究认为GM集结法违背了 Pareto最优性原则,其原

因在于个体决策信息中离差的存在. 例如群成员中某

些决策信息具备同质性, 而另一些不具备, 这会导致

Pareto最优性被破坏. 违反 Pareto最优性的程度可通

过计算行的一致性比例向量CR来衡量[8]. 在群成员

平等的条件下,决策信息的几何平均与一致同意在数

学上等价,因此可以用个体决策信息的几何均值来集

结群体决策; 否则,如果针对某一成对比较的个体决

策信息较为分散,与其几何均值并不接近,则几何均

值不一定能作为群体综合决策信息.

同质性与决策信息几何平均的离差有关,而离差

与决策者的作用区域、知识背景等因素有关,反映了

决策者观点的 “多样性 ”,本身包含不确定性[9]. 因此,

可通过几何离差度量对代表群成员个体决策信息的

成对比较判断集的同质程度进行测试,进而确定某群

组个体决策的几何均值能否作为集结的群体综合决

策. 图 1给出了以离差测试为基准的偏好集结流程.
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图 1 基于几何离差测试的信息集结

如果能顺利通过离差实验测试,则可以用几何均

值集结群体综合决策.对于不能通过测试的情况, 通

常需要群成员对个体判断信息进行相应修改,用修改

后的信息代替个体初始判断, 并再次进行离差测试,

若仍不能通过测试,则继续修改直到通过测试为止.

然而, 个体判断的修正并无可遵循的方法和准

则,往往修正复杂度较高[10].针对离差测试失败条件

下决策者可能无法或者不愿反复修改其决策信息的

情况, 基于加权几何平均 (WGM)[11]集结群决策信息

以获得更加鲁棒的结果.目前相关文献未见有效选取

加权几何平均中未知权重信息的研究成果.本文在不

依赖主观分析的情况下,结合主成分分析 (PCA)对权

重未知群决策信息集结进行研究.

1 几几几何何何离离离差差差

1.1 随随随机机机变变变量量量的的的几几几何何何期期期望望望

设随机变量𝑋的样本为

�̃� = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛),

其中𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则有几何均值

�̄�𝐺 ≡
𝑛∏

𝑖=1

𝑥
1/𝑛
𝑖 .

设样本中有 𝑘个不相等的值, 且其绝对频率为𝑚1,

𝑚2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘,则 𝑝𝑖 = 𝑃 [𝑋 = 𝑥𝑖]的估计值为

𝑝𝑖 =
𝑚𝑖

𝑛
,

此时𝑋的几何期望为

𝐸𝐺[𝑋] =∏
∀ 𝑥𝑖

𝑥
𝑃 [𝑋=𝑥𝑖]
𝑖 = e

∑
∀ 𝑥𝑖

𝑃 [𝑋=𝑥𝑖] ln 𝑥𝑖

= e𝐸[ln𝑋].

连续情况下

𝐸𝐺[𝑋] = lim
Δ𝑥→0

∏
∀ 𝑥

𝑥𝑃 [𝑥<𝑋⩽𝑥+Δ𝑥] =

∏
∀ 𝑥

𝑥𝑓(𝑥)d𝑥,

该式即为乘积积分. 设𝑋的分布区间为 [𝑑1, 𝑑2],则

ln𝐸𝐺[𝑋] =

lim
Δ𝑥→0

∑
𝑑1<𝑥<𝑑2

𝑃 [𝑥 < 𝑋 ⩽ 𝑥+Δ𝑥] ln𝑥𝑖 =

w
[𝑑1,𝑑2]

𝑓(𝑥) ln𝑥d𝑥 = 𝐸[ln𝑋].

一般地,随机变量𝑋的几何期望为

𝐸𝐺[𝑋] =∏
𝐷(𝑋)

𝑥𝑓(𝑥)d𝑥 = e
r
𝐷(𝑋)

𝑓(𝑥) ln 𝑥d𝑥 = e𝐸[ln𝑋], (1)

𝐷(𝑋)为变量𝑋的分布区域,且
w
𝐷(𝑋)

𝑓(𝑥)d𝑥 = 1.

1.2 随随随机机机变变变量量量的的的几几几何何何离离离差差差

本节通过几何期望值对几何离差进行度量.

设随机变量𝑋的几何期望为𝐸𝐺[𝑋], 其几何离

差 (GD)可以表示为

𝜎𝐺(𝑋) = 𝐸𝐺

[∣∣∣ 𝑋
𝜇𝐺

∣∣∣
𝐺

]
. (2)

其中

∣𝑥∣𝐺 =

⎧⎨⎩𝑥, 𝑥 > 1;

1

𝑥
, 0 < 𝑥 ⩽ 1.

𝜇𝐺为𝑋的几何均值.

设随机变量𝑋的样本值为 �̃� = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛),

则样本的几何离差为

𝑠𝐺(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) =[ 𝑛∏
𝑘=1

∣∣∣ 𝑥𝑘

�̄�𝐺

∣∣∣
𝐺

] 1
𝑛

=
[ 𝑛∏
𝑘=1

e

∣∣∣ln 𝑥𝑘
�̄�𝐺

∣∣∣] 1
𝑛

, (3)

其中 �̄�𝐺为样本几何均值.

设 (𝑥[1:𝑛], 𝑥[2:𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥[𝑛:𝑛])为样本 {𝑋𝑘, 𝑘 = 1, 2,
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⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}的顺序统计量, 即对于ℎ ⩽ 𝑘总有𝑥[ℎ:𝑛] ⩽
𝑥[𝑘:𝑛]. 若 ∃𝑛1使𝑥[𝑘:𝑛] ⩽ �̄�𝐺, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛1,则有

ln 𝑠𝐺(𝑥[1:𝑛], 𝑥[2:𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥[𝑛:𝑛]) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

∣∣∣ ln 𝑥[𝑘:𝑛]

�̄�𝐺

∣∣∣ =
2𝑛1

𝑛
[ln �̄�𝐺 − ln �̄�𝐺

[𝑛1:𝑛]
].

因此,随机变量𝑋的样本几何离差

𝑠𝐺(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛) =

𝑠𝐺(𝑥[1:𝑛], 𝑥[2:𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥[𝑛:𝑛]) =( �̄�𝐺

�̄�𝐺
[𝑛1:𝑛]

) 2𝑛1
𝑛

, (4)

其中 �̄�𝐺
[𝑛1:𝑛]

为顺序统计量 (𝑥[1:𝑛], 𝑥[2:𝑛], ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥[𝑛:𝑛])的

几何均值.

2 群群群组组组判判判断断断几几几何何何离离离差差差测测测试试试

利用随机变量几何离差的概念对群决策个体判

断集进行测试.假定代表群成员个体决策信息的成对

比较判断是随机的, 并根据 Saaty基本取值 (即 1∼ 9

标度法)表示为 1/9, ⋅ ⋅ ⋅ , 1/2, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 9的离散数值
形式,以降低判断思维不一致带来的偏差[12]. 当群组

规模较小时,可以直接通过随机变量几何离差的定义

进行计算;但是随着群组规模的增大,直接计算群组

判断离差比较繁琐且精度不高.为此, 通过仿真模拟

对其离差进行估计.下面给出成对比较判断的几何离

差估计过程.

将某组成对比较判断样本离差视为某一连续分

布的随机变量,通过连续归纳确定群组离差的概率分

布.在此基础上, 计算群组离差理论分布中低于样本

观察值离差的累积概率.若该值小于设定的同质性水

平, 则样本观察值随机的可能性较小, 表明群组的几

何离差 “较小 ”, 判断可以视为是同质的或者在指定

同质性水平上是内聚的,此时可以用几何均值集结个

体判断作为群的判断.另一方面, 若该值大于设定的

同质性水平, 则样本观察值随机性较大,表明群组的

离差是不能接受的, 此时几何平均集结不再适用, 除

非群成员对决策信息进行反复修正直到通过离差测

试后才能进行几何平均集结.

设判断服从连续互反均匀分布RU[1/9, 9], Saaty

等研究发现,随着群规模的增加,几何离差近似服从 𝛾

分布, 且其形状参数𝛼、尺度参数 𝛽由群成员数𝑛决

定,具体取值如表 1所示.

𝛾分布密度函数为

Gamma(𝛼, 𝛽, 𝛾) =

1

𝛽𝛼Γ (𝛼)
(𝑥− 𝛾)𝛼−1e−

𝑥−𝛾
𝛽 ,

其中取定位参数 𝛾 = 1.

表 1 𝛾分布参数表

𝑛 𝛼 𝛽

4 2.800 51 1.275 61

5 4.039 76 1.765 48

6 5.402 04 2.275 23

7 6.556 16 2.691 54

8 7.679 09 3.114 10

9 9.294 59 3.688 52

10 10.421 7 4.085 74

30 38.557 3 14.154 7

50 67.254 0 24.429 0

通过以上理论分析,可以确定某群组判断离差是

否比通常水平大, 即样本几何离差值在群组判断几

何离差分布中的概率是否大于事先设定的同质性水

平,从而测试能否用几何均值集结个体判断作为群组

判断. 这里 𝛾分布的参数𝛼和𝛽均为估计值, 计算结

果存在一定的置信界限, 同质性水平𝐿𝑠的设定与置

信界限有关,通常将置信界限设为 95 %,故同质性水

平一般可取为 0.05. 对于某群组判断样本值 �̃� = (𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)及同质性水平𝐿𝑠, 若𝐹𝐺𝐷[𝑠𝐺(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛)] ≡ 𝑃 [𝑆𝐺(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛) ⩽ 𝑠𝐺(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)] <

𝐿𝑠,则几何均值可以集结群组判断;否则,需要展开进

一步讨论.

例如, 对于一个规模为 5的群组, 某成对比较源

自 Saaty基本取值的个体判断为 {1, 2, 3, 4, 5}, 则根

据式 (4)可得群组样本几何离差值 𝑠𝐺(5) = 1.630 3.

当同质性水平为 0.05时,则有 𝑝𝑃 [𝑆𝐺(5) < 1.630 3] =

0.025 2.可以发现,样本几何离差对应的 𝑝值小于指定

的同质性水平𝐿𝑠, 表明群组判断几何离差值几乎不

比样本几何离差小,说明样本观察值随机的可能性较

小. 推知群组的几何离差并不是很大,该个体判断可

视为是同质的,其几何平均的集结值能作为同质性群

体偏好判断.

同理,对判断集 {1/4, 1/3, 1, 2, 5}进行离差测试,

参数如表 2所示.

表 2 判断集修改前后对照表

DM

1 2 3 4 5
GD 𝑝 �̄�𝐺

1/4 1/3 1 2 5 2.624 2 0.315 4 0.964 2

1 2 1 2 5 1.615 0 0.023 3 1.820 6

表 2中, DM1∼DM5依次代表群决策成员 (DM),

计算可知该判断集 𝑝值为 0.315 4,高于设定的同质性

水平,故其几何均值 0.964 2不能用作群体集结值.若

将其修正为判断集 {1, 2, 1, 2, 5},则其几何离差值降

低, 对应 𝑝值 0.023 3降到设定的同质性水平以下, 此

时群组同质性集结值可以是其几何均值 1.820 6.
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3 基基基于于于PCA的的的群群群组组组判判判断断断集集集结结结
由离差测试可知,当样本几何离差值在群组判断

几何离差分布中的概率大于事先设定的同质性水平,

即群组几何离差较大时,不能用几何均值对其进行集

结,需要对无法通过离差测试的决策信息进行适当修

正以降低其几何离差值并直至最终通过测试为止.然

而, 该方法并未给出决策信息修正的方法和准则,且

往往需要进行多次测试和修正过程的反复.而现实中

决策者可能无法或者不愿反复修改其决策信息,该方

法对于此类情况也不适用. 因此需要提取大多数一致

性较好的决策信息而忽略一致性较差的决策信息,通

过主成分分析获取加权几何平均的权重信息,构建基

于PCA的群决策信息集结方法. 利用随机变量几何

离差的概念对群决策个体判断进行集结.

3.1 PCA概概概述述述

PCA是一种多元统计分析技术, 利用正交线性

变换将相关变量集合转换为一个较小的不相关变量

集合,即通过提取与原始数据集相关的一部分变量成

分来降低一个数据集的维数[13-14],因此能满足权重未

知群决策信息集结中提取大多数代表性决策信息的

需求.

该方法提取原始数据的方差/协方差结构, 使用

协方差矩阵的特征向量将数据变换到一个新的坐标

系.在该坐标系中,初始数据绕坐标轴旋转,则数据任

意投影的最大方差位于第 1个坐标 (即第一主成分),

第 2大方差位于第 2个坐标 (即第二主成分), 以此类

推[15]. 对于𝑚个变量的𝑛个观察值集合, PCA通过保

留低阶主成分、忽略高阶主成分,将其减少成代表全

部方差极大比重的 𝑘个主成分的𝑛个观察值集合,在

降低数据维度的同时最大限度保留原始数据所含信

息. PCA适用于在大规模分析中减少数据, 揭示数据

间原来并不明显的关系,目前已广泛应用于生物学、

医学、化学、地质学等领域, 但并未见在群决策信息

集结方面的研究成果.

3.2 群群群决决决策策策信信信息息息集集集结结结

在一次决策过程中, 决策者们对𝑚个成对比较

中的每一个所作的判断都是相似的, 𝑛位群决策成员

中的每一位都是变量或者数据集中的一维.决策者知

识结构等方面的差异导致成对比较时给出的分值具

有变异性,但是由于所有决策者同时都基于同样的决

策对象,其分值又是相关的. PCA的目标是确定代表

大部分决策信息变异性的不相关主成分. 设决策成员

𝑘的权重为𝑤𝑘 ∈ (0.1),则
𝑛∑

𝑘=1

𝑤𝑘 = 1. 𝑎𝑘𝑖𝑗表示决策成

员 𝑘针对因素 𝑖和 𝑗作出的比较,则其WGM值为

𝑎𝑖𝑗 =

𝑛∏
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑖𝑗)
𝑤𝑘 . (5)

根据判断矩阵互反性, 𝑎𝑘𝑗𝑖 = 1/𝑎𝑘𝑖𝑗 , 故有对称位

置WGM值

𝑎𝑗𝑖 =

𝑛∏
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑗𝑖)
𝑤𝑘 =

𝑛∏
𝑘=1

(1/𝑎𝑘𝑖𝑗)
𝑤𝑘 = 1/𝑎𝑖𝑗 . (6)

为了在标准化时保留信息变异程度间的差异,将

原始决策信息进行对数变换处理. 对式 (5)取自然对

数,则有

ln 𝑎𝑖𝑗 = ln

𝑛∏
𝑘=1

(𝑎𝑘𝑖𝑗)
𝑤𝑘 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑤𝑘 ln(𝑎
𝑘
𝑖𝑗). (7)

式 (7)为 ln(𝑎𝑘𝑖𝑗)的加权算术平均 (WAM)值.

同理,由式 (6)可得对称位置的相应值 ln(1/𝑎𝑖𝑗).

对于对数形式的决策信息,还原时将其对数取自

然数幂进行逆变换即可得相应的WGM值.

根据以上理论分析, 下面给出 PCA计算决策成

员权重向量,并对群决策信息进行集结的具体流程.

Step 1: 对初始群决策信息进行变换,取其自然对

数;

Step 2: 基于 PCA算法计算其所有主成分并提取

第一主成分,即计算相应协方差矩阵最大特征值对应

的特征向量,该𝑚维向量捕获了初始决策信息中的大

多数变异性,可作为加权几何集结的权重向量;

Step 3: 对所提取的主成分进行标准化后对决策

信息进行加权集结,并将结果进行逆变换得到最终的

集结结果;

Step 4: 基于集结后的群决策信息产生因素 (方

案)权重集.

特别地,该过程并不涉及关于成对比较分布的任

何假定,可为WGM集结群决策信息提供权重计算途

径.

4 实实实例例例及及及仿仿仿真真真分分分析析析

4.1 实实实例例例分分分析析析

为了制订科学准确的保障决策计划,以文献 [16]

中某大型电子对抗装备部件的状态评判为例. 在对其

服役状态进行综合评判时,需要对状态影响因素的群

决策信息进行集结,进而得到因素层次排序.

设状态评判时主要考虑部件故障频次、在役工

作强度、环境敏感程度 3个影响因素, 分别记为𝐹1、

𝐹2、𝐹3. 由 5位领域专家DM1∼DM5构成决策群体

对各因素进行评分.

本例中,群组规模𝑛 = 5,群决策因素数 𝑓 = 3,则

层次比较中共有𝑚 = 𝑓(𝑓 − 1)/2 = 3次成对比较,决

策成员依据 Saaty基本取值为每个成对比较赋值.假

定各成员决策赋值结果如表 3所示.
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表 3 决策实例判断集明细

DM
Comparison

1 2 3 4 5
GD 𝑝 �̄�𝐺

𝐹1 vs.𝐹2 1 1/3 3 7 1/5 3.202 6 0.536 3 1.069 6

𝐹1 vs.𝐹3 1/7 1/3 1/5 5 1 3.098 4 0.498 5 0.543 9

𝐹2 vs.𝐹3 1/3 1/7 7 3 1/3 4.029 3 0.774 7 0.802 7

记

𝐴 =

⎡⎢⎣ 1 1/3 3 7 1/5

1/7 1/3 1/5 5 1

1/3 1/7 7 3 1/3

⎤⎥⎦
为 “成员-决策 ”矩阵, 其中: 行代表所有决策成员为

某一成对比较给出的判断信息,列代表决策成员DM1

∼DM5为各成对比较给出的决策信息.对各成对比较

的判断集进行离差测试,测试结果见表 3.可以发现各

判断集的 𝑝值均大于设定的同质性水平,几何离差也

较大,个体判断彼此间的变异性较大,不适用于通过

几何均值集结. 为此, 可依据 PCA方法进行集结. 按

照 3.2节中的集结步骤, 将矩阵𝐴的自然对数定义为

变换矩阵𝐴′. 通过计算𝐴′协方差矩阵的各特征值及

其对应的载荷向量得到其各主成分信息,提取其第一

主成分,得到向量
[0.357 6 0.126 9 0.853 5 0.036 6 0.355 3]T

进行群决策信息的集结. 因为该向量的 l-2范数为 1,

与层次分析中 l-1范数要求不符,所以将其标准化 (每

个向量元素平方)可得到
𝑤 =

[0.127 9 00.016 1 0.728 4 0.001 3 0.126 3]T,

该向量即为各成对比较集上每个决策成员的最终权

重向量. 因此,各成对比较判断集集结后的数值
𝑧′ = 𝐴′𝑤 = [0.581 9 − 1.436 7 1.108 4]T.

对 𝑧′的每个元素取自然数幂实现逆变换,获得集结后

的原始数值

𝑧𝑃 = [1.789 5 0.237 7 3.029 4]T,

即为各因素的相对权重. 因此,有层次比较互反判断

矩阵 ⎡⎢⎣ 1 1.789 5 0.237 7

1/1.789 5 1 3.029 4

1/0.237 7 1/3.029 4 1

⎤⎥⎦ ,

其规范化右主特征向量

𝑣𝑃 = [ 0.245 8 0.389 5 0.364 7 ]T

即为各因素最终的优先权排序.

本例中,若基于几何均值集结群决策信息可得到

集结向量 𝑧𝐺,则可得到各因素最终的优先权向量 𝑣𝐺,

与 PCA集结信息得到的向量对比见表 4.

表 4 决策实例集结向量与优先权向量对照表

判断集结向量 优先权向量

𝑧𝑃 = [ 1.789 5 0.237 7 3.029 4 ]T 𝑣𝑃 = [ 0.245 8 0.389 5 0.364 7 ]T

𝑧𝐺 = [ 1.069 6 0.543 9 0.802 7 ]T 𝑣𝐺 = [ 0.272 7 0.296 8 0.430 5 ]T

由表 4可知, PCA集结法得到的因素排序为𝐹1

≻ 𝐹3 ≻ 𝐹2, 而GM集结法得到的排序结果为𝐹1 ≻
𝐹2 ≻ 𝐹3. 通过比较不难发现,两种集结法得到的因素

优先权排序不尽相同.原因在于群组判断中存在较大

的离差, GM集结法无法保证信息集结的同质性.

4.2 仿仿仿真真真分分分析析析

考虑当判断集不存在离差且决策者完全一致的

极限情况下, 矩阵𝐴的每个𝑚维列向量具有相同的

得分,而第一主成分是一个元素值均为 1/𝑛的𝑛维向

量,即𝑛维判断中的每个都指定为相同的权重.此时,

WGM与初始GM完全相同, 最终的优先权向量 𝑣𝑃

与 𝑣𝐺亦相等.

为了研究不同离差水平下 PCA方法的变化, 本

节进行仿真实验分析,对依据两种集结方法得到的优

先权向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺及对应的几何离差进行仿真. 通过

仿真模型产生研究数据,为了使研究数据真实体现几

何离差的 “观点多样性 ”特点, 每次为成对比较赋值

时,指定从 Saaty基本取值的连续子集范围中选取,并

且保证该范围中的最小值和最大值都能被选中,以得

到事实上的观点多样性. Saaty基本取值的连续子集

涵盖的数值称为分布范围,记为 𝜉,分析可知其取值范

围为 1∼ 9. 对于每个确定的 𝜉,存在 (9− 𝜉 + 1)种可能

的连续子集. 如 𝜉 = 7,则存在 3种连续子集, {1/9, 1/7,

1/5, 1/3, 1, 3, 5}, {1/7, 1/5, 1/3, 1, 3, 5, 7}, {1/5, 1/3, 1,

3, 5, 7, 9}.

选取仿真参数如下：

1)因素 (方案)数 𝑓 = 3, 4, 5, 6;

2)群决策成员数目𝑛 = 4, 5, 7, 10, 15, 25;

3)成对比较数目𝑚 = 𝑓×(𝑓−1)/2 = 3, 6, 10, 15;

4)分布范围 𝜉 = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

仿真实验中,对于一个给定的 𝑓、𝑛、𝜉组合,从基

本取值中对𝑚维成对比较中的每一个随机产生𝑛维

个体判断的向量,从而构成𝑚行𝑛列的 “成员-决策 ”

矩阵; 同时确保这些数值总是从Saaty基本取值的某

连续子集范围中选取,且必定选中该范围的两个极值.

不同成对比较所对应的 𝜉连续子集可能是不同的,如

𝜉值为 3时, 𝐹1和𝐹2的判断值可能从 {3, 5, 7}中取值,

而𝐹1和𝐹3的判断值可能从 {1/3, 1, 3}中取值. PCA
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法和GM法分别产生的优先权向量 𝑣𝑃 和 𝑣𝐺的计算

类似 4.1节实例所示. 根据选取的仿真参数,实验中总

计包含 ∣𝑓 ∣ × ∣𝑛∣ × ∣𝜉∣ = 4× 6× 8 = 192个独立的参数

组合, 每对组合中又包含𝑚个彼此独立的成对比较.

为了消除随机产生的数据带来的偶然性影响,对每个

参数组合及成对比较, 重复运行 10 000次仿真, 并计

算这些实验的均值.
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图 2 不同 𝑓条件下几何离差与两种集结法

所得优先权向量间距离的关系

对优先权向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺进行比较分析时,对于群

决策因素 (方案)数为 𝑓的情况,向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺均属于

𝑅𝑓
+,其 l-1范数为 1,因此两向量间的距离度量与 𝑓取

值有关,这里采用欧氏距离对其进行度量,即

𝑑 =

√√√⎷ 𝑓∑
𝑖=1

∣𝑣𝑃𝑖 − 𝑣𝐺𝑖 ∣2.

若距离 𝑑越小,则优先权向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺间的差异越小,

二者越接近.

将仿真实验得到的数据根据 𝑓取值的不同绘制

成如图 2所示的 4幅曲线图.图 2中,纵坐标代表基于

两种方法集结群组判断后得到的优先权向量 𝑣𝑃 与

𝑣𝐺间的距离度量,横坐标代表产生优先权向量的 “成

员-决策 ”矩阵中群组判断的𝑚维几何离差向量, 这

里用幅值度量其大小,每幅图中不同的曲线反映了在

各给定𝑛值下, 优先权向量间距离 distance与几何离

差向量幅值 dispersion的对应关系.为了保持直观性,

所有曲线图均采用相同的坐标刻度.

由图 2的仿真实验结果可知:

1)对于某一给定的 𝑓以及群决策成员数目𝑛,成

对比较的群组判断集几何离差幅值 (以下简称离差)

越小,两种集结法得到的优先权向量间的距离 𝑑越小,

𝑣𝑃 与 𝑣𝐺越接近.

2)当几何离差极限趋于 0时,各判断间不存在离

差, 成员-决策矩阵的每个𝑚维列向量表示所有比较

具有同样的得分,此时 PCA法给出的𝑛维决策成员权

重向量𝑤的每个元素均等于 1/𝑛,即𝑚维比较中的决

策成员具有相同权重 1/𝑛,故图中距离 𝑑收敛到 0,优

先权向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺相等.

3)对于某一给定的 𝑓 , 在同样的离差水平下, 决

策成员数目越多 (𝑛值越大), 优先权向量间的距离 𝑑

越小, 即对于具有相同离差的群组判断集, 判断数目

越多, 个体判断的影响越小, 优先权向量 𝑣𝑃 与 𝑣𝐺越

接近.

4)对于某一给定的 𝑓 , 判断集的离差越小, 群决

策成员数目𝑛对距离 𝑑的影响越小; 反之, 判断集的

离差越大, 𝑛对 𝑑的影响越大.

5)群决策成员数目较多时 (如𝑛 = 25),距离 𝑑会

随着离差单调增加, 增加到一定程度时到达峰值,之

后再随着离差单调下降. 𝑓值越大,峰值越低,峰值对

应的离差越大.

6)对于某一给定的群决策成员数目𝑛, 𝑓值越大,

某判断集离差水平对应的距离 𝑑越小,即决策专家一

定的情况下,因素数 (方案数)越多,其优先权向量 𝑣𝑃

与 𝑣𝐺越接近.

总之, 图 2所示的仿真实验表明, 当离差较小或
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不存在时,基于 PCA和GM集结法所得的优先权向量

𝑣𝑃 与 𝑣𝐺收敛. 因此, PCA用于基于几何离差的权重

未知群决策信息的集结开发是可行的.

5 结结结 论论论

本文基于群组判断几何离差对群决策信息的同

质性集结进行了研究.针对离差测试中离差较大,不

适于几何平均集结且修正复杂度较高的决策信息,采

用主成分分析法 (PCA)进行加权集结.通过仿真实验,

对PCA法与几何平均法集结得到的因素 (方案)权重

向量在不同的离差水平下的关系进行了研究.仿真结

果表明, 基于 PCA的群组判断加权集结可以捕获群

决策成员间的最大差异,不依赖主观分析确定决策成

员的权重信息,集结离差较大的群组判断信息,弥补

了几何平均集结法在较高离差水平下违反Pareto最

优性的不足.
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