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摘 要: 研究一类扩展结构大系统分散有限时间鲁棒关联镇定问题.扩展结构大系统是在原结构系统上增加新子系

统而构成的,在原系统分散控制律确定不变的情况下,设计新加入子系统的鲁棒分散控制律,使扩展后的系统仍能保

持有限时间关联稳定. 利用LMI方法推导此类系统基于状态反馈和输出反馈的分散有限时间关联镇定的充分条件,

并给出扩展子系统的相应控制器的设计方法. 最后通过仿真实验表明了所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: The decentralized finite-time robust connective stabilization problem for a class of large-scale systems with

expanding construction is studied. These large-scale systems with the expanding construction are the systems constituted by

adding new subsystems on the original ones. The problem is to design the robust decentralized control law of the newly added

subsystem on the basis of not changing the decentralized control laws of original construction, so that the expanded system

can keep finite-time connective stability. The sufficient conditions of the decentralized finite-time connective stabilization

for this kind of systems are deduced by using LMI method, which is based on state feedback and output feedback. And the

design method of corresponding controller for expanding subsystem is given. Simulation results show the feasibility and

effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

在实际工程中,对于工作时间短暂的系统,如导

弹系统、通信网络系统、机器人操控系统等, 暂态性

能尤其重要.为了研究系统的暂态性能, Dorato[1]于

1961年提出了有限时间稳定性的概念. 目前,关于有

限时间稳定性的控制问题已有较多研究成果[2-7], 这

些文献分别研究了基于状态反馈、输出反馈的线性

系统有限时间镇定问题和切换系统、非线性时变系

统、随机非线性系统和非线性随机不确定系统的有限

时间控制问题.文献 [8-9]进一步研究了互联线性和

非线性系统的分散有限时间镇定问题.然而, 研究扩

展结构大系统的有限时间关联镇定问题的相关报道

则较少.

本文将有限时间稳定性和关联稳定性的概念引

入到扩展结构大系统分散控制设计中. 对于扩展结构

大系统的分散有限时间关联稳定控制设计,由于扩展

前原系统的分散控制律已定,要求在不改变原系统分

散控制律的基础上设计大系统扩展结构的分散有限

时间关联稳定控制律,使得原系统和扩展后的大系统

均是有限时间稳定且关联稳定的. 利用LMI方法,设

计了大系统扩展结构的分散状态反馈和输出反馈控

制器,并通过仿真算例表明了所提出方法的有效性.

1 扩扩扩展展展结结结构构构大大大系系系统统统数数数学学学描描描述述述及及及相相相关关关定定定义义义

考虑一类扩展结构大系统[10], 结构如图 1所示.
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其中: 𝑆𝑁−1为由𝑁−1个子系统构成的原系统, 𝑆𝑁为

新加入的第𝑁个子系统; 𝑣𝑁−1 = (𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑁−1)
T

和 �̄�𝑁−1 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑁−1)
T分别为原系统间各

子系统互联的输入和输出; 𝑣𝑁和𝑤𝑁为新加入子系统

的互联输入和输出.
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图 1 扩展结构大系统数学模型

考虑原系统𝑆𝑁−1,其数学描述为

�̇�𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑡) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡) +𝐺𝑖𝑣𝑖(𝑡),

𝑦𝑖(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑡),

𝑤𝑖(𝑡) = 𝐻𝑖𝑥𝑖(𝑡),

𝑣𝑖(𝑡) =

𝑁−1∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐸𝑖𝑗𝑤𝑗(𝑡). (1)

其中: 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑖、𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑅𝑠𝑖、𝑦𝑖(𝑡) ∈ 𝑅𝑙𝑖分别为第 𝑖

个子系统的状态、控制输入和输出, 且 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁 −1; 𝐴𝑖、𝐵𝑖、𝐶𝑖、𝐺𝑖、𝐻𝑖为一定维数的常数矩阵. 原

系统间的关联矩阵 �̄�𝑁−1可以表示为

�̄�𝑁−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝐸12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸1,𝑁−1

𝐸21 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸2,𝑁−1

...
...

. . .
...

𝐸𝑁−1,1 𝐸𝑁−1,2 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中𝐸𝑖𝑗为第 𝑗个子系统和第 𝑖个子系统间的互联,

𝐸𝑖𝑗 = 1为有互联, 𝐸𝑖𝑗 = 0为无互联.

由式 (1)可得到原系统𝑆𝑁−1的数学模型为

˙̄𝑋𝑁−1(𝑡) = 𝐴𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡) + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡)+

�̄�𝑁−1𝑣𝑁−1(𝑡),

𝑦𝑁−1(𝑡) = 𝐶𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡),

�̄�𝑁−1(𝑡) = �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡). (2)

其中

𝐴𝑁−1 = diag(𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑁−1),

�̄�𝑁−1 = diag(𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑁−1),

𝐶𝑁−1 = diag(𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑁−1),

�̄�𝑁−1 = diag(𝐺1, 𝐺2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺𝑁−1),

�̄�𝑁−1 = diag(𝐻1, 𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐻𝑁−1).

现在加入第𝑁个子系统, 其数学描述为式 (1)中 𝑖 =

𝑁的情况. 𝑣𝑁 (𝑡) = �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡)为原系统对新加

入的第𝑁个子系统的影响, 𝑣𝑁−1(𝑡) = �̄�𝑁−1,𝑁𝑤𝑁 (𝑡)

表示新加入的第𝑁个子系统对原系统的影响,

�̄�𝑁−1,𝑁 = [𝐸1𝑁 , 𝐸2𝑁 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑁−1,𝑁 ]T, �̄�𝑁,𝑁−1 =

[𝐸𝑁1, 𝐸𝑁2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑁,𝑁−1].将原系统与新加子系统合

写为

˙̄𝑋𝑁−1(𝑡) = 𝐴𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡) + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡)+

ℎ̄(𝑡, �̄�𝑁−1(𝑡), 𝑥𝑁 (𝑡), 𝐸),

�̇�𝑁 (𝑡) = 𝐴𝑁𝑥𝑁 (𝑡) +𝐵𝑁𝑢𝑁 (𝑡)+

ℎ(𝑡, �̄�𝑁−1(𝑡), 𝑥𝑁 (𝑡), 𝐸). (3)

其中

ℎ̄(𝑡, �̄�𝑁−1(𝑡), 𝑥𝑁 (𝑡), 𝐸) = ℎ̄(𝑡) =

�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡) + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,𝑁𝐻𝑁𝑥𝑁 (𝑡),

ℎ(𝑡, �̄�𝑁−1(𝑡), 𝑥𝑁 (𝑡), 𝐸) = ℎ(𝑡) =

𝐺𝑁 �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1(𝑡).

将式 (3)改写为紧缩形式为

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴�̂�(𝑡) + �̂��̂�(𝑡) + ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸). (4)

其中

𝐴 =

[
𝐴𝑁−1 0

0 𝐴𝑁

]
, �̂� =

[
�̄�𝑁−1 0

0 𝐵𝑁

]
,

ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸) = [ℎ̄T(𝑡), ℎT(𝑡)]T,

�̂�(𝑡) =

[
�̄�𝑁−1(𝑡)

𝑥𝑁 (𝑡)

]
=

[𝑥T
1 (𝑡), 𝑥

T
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥T

𝑁−1(𝑡), 𝑥
T
𝑁 (𝑡)]T.

考虑系统 (4)加入扰动,系统数学模型可写为

˙̂𝑥(𝑡) =

𝐴�̂�(𝑡) + �̂��̂�(𝑡) + Γ̂ �̂�(𝑡) + ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸), (5)

其中

�̂�(𝑡) = [𝜔T
1 (𝑡), 𝜔

T
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔T

𝑁−1(𝑡), 𝜔
T
𝑁 (𝑡)]T.

针对扩展结构大系统 (4)和 (5),给出如下定义.

定义 1 对于任意的𝐸𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁), 如果

扩展结构大系统 (4)满足

�̂�T
0 𝑅�̂�0 ⩽ 𝑐1 ⇒ �̂�T(𝑡)𝑅�̂�(𝑡) < 𝑐2,

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

则称系统 (4)关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑇,𝑅1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑁 )是有限时间

关联稳定的 (FTCS). 其中: 0 < 𝑐1 < 𝑐2, �̂�(0) = �̂�0,

𝑅 = diag(𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑁 )为适当维数的正定矩阵.

定义 2 对于任意的𝐸𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)和一

切𝜔𝑖(𝑡),如果系统 (5)满足

�̂�T
0 𝑅�̂�0 ⩽ 𝑐1 ⇒ �̂�T(𝑡)𝑅�̂�(𝑡) < 𝑐2,

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

则称该系统关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝜔1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑁 , 𝑇,𝑅1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑁 )是

有限时间关联有界的 (FTCB).其中: 0 < 𝑐1 < 𝑐2, �̂�(0)

= �̂�0, 𝑅 = diag(𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑁 )为适当维数的正定

矩阵.
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在给出设计结果之前,作如下假设.

假设 1 互联项 ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸)满足二次约束

ℎ̂T(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸)ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸) ⩽ 𝛽2�̂�T(𝑡)�̂�T�̂��̂�(𝑡). (6)

其中: 𝛽 > 0为互联的界, �̂� =

[
𝑞1 𝑞2

𝑞3 0

]
为互联约束

矩阵.

假设 2 原系统为有限时间关联稳定且控制律

已定.

对新加入子系统进行控制设计,主要结果如下.

定理 1 若存在非负常数𝛼、̂𝛾、正定矩阵𝑌𝑁和

矩阵𝑀𝑁 ,使得如下不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Λ̄𝑁−1 0 𝑃𝑁−1 0 𝑞T1 𝑞T3

0 ˜̃Λ𝑁 0 𝐼 𝑌𝑁𝑞T2 0

𝑃𝑁−1 0 −𝐼 0 0 0

0 𝐼 0 −𝐼 0 0

𝑞1 𝑞2𝑌𝑁 0 0 −𝛾𝐼 0

𝑞3 0 0 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (7)

𝜆2

𝜆1
<

𝑐2
𝑐1

e−𝛼𝑇 , (8)

则分散状态反馈控制𝑢𝑁 (𝑡) = 𝐾𝑁𝑥𝑁 (𝑡),使得系统 (4)

是有限时间鲁棒关联稳定的,控制律为

𝐾𝑁 = 𝑀𝑁𝑌 −1
𝑁 .

其中

Λ̄𝑁−1 = 𝐴T
𝑁−1𝑃𝑁−1 + 𝑃𝑁−1𝐴𝑁−1 − 𝛼𝑃𝑁−1,

˜̃Λ𝑁 = 𝑌𝑁𝐴T
𝑁 +𝐴𝑁𝑌𝑁 +𝑀T

𝑁𝐵T
𝑁 +𝐵𝑁𝑀𝑁 − 𝛼𝑌𝑁 ,

𝛽2 =
1

𝛾
, 𝑃𝑁 = 𝑌 −1

𝑁 ,

𝑃𝑁−1 = diag(𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑁−1),

𝜆1 = min
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝜆min(𝑃𝑖)}, 𝜆2 = max
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝜆max(𝑃𝑖)},
𝜆min(𝑃𝑖)和𝜆max(𝑃𝑖)分别为𝑃𝑖的最小和最大特征值,

且𝑃𝑁 = 𝑅
−1/2
𝑁 𝑃𝑁𝑅

−1/2
𝑁 .

证证证明明明 构建系统 (4)带状态反馈 �̂�(𝑡) = �̂��̂�(𝑡)的

闭环系统,有

˙̂𝑥(𝑡) = (𝐴+ �̂��̂�)�̂�(𝑡) + ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸) =[
𝐴𝑁−1 0

0 𝐴𝑁

]
�̂�(𝑡) + ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸) =

ˆ̄𝐴�̂�(𝑡) + ℎ̂(𝑡, �̂�(𝑡), 𝐸). (9)

其中

�̂� = diag(�̄�𝑁−1,𝐾𝑁 ),

𝐴𝑁−1 = 𝐴𝑁−1 + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,

𝐴𝑁 = 𝐴𝑁 +𝐵𝑁𝐾𝑁 .

针对系统 (9),选择如下的二次能量函数:

𝑉 (�̂�(𝑡)) = �̂�T(𝑡)𝑃�̂�(𝑡).

其中

𝑃 =

[
𝑃𝑁−1 0

0 𝑃𝑁

]
= diag(𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑁−1, 𝑃𝑁 ).

由文献 [11]可知

�̇� (�̂�(𝑡)) < 𝛼𝑉 (�̂�(𝑡)), (10)

将式 (10)改写为矩阵不等式的形式,有[
�̂�(𝑡)

ℎ̂(𝑡)

]T [
ˆ̄𝐴T𝑃 + 𝑃 ˆ̄𝐴− 𝛼𝑃 𝑃

𝑃 0

][
�̂�(𝑡)

ℎ̂(𝑡)

]
< 0.

(11)

将式 (6)改写为矩阵不等式的形式,有[
�̂�(𝑡)

ℎ̂(𝑡)

]T [
−𝛽2�̂�T�̂� 0

0 𝐼

][
�̂�(𝑡)

ℎ̂(𝑡)

]
⩽ 0. (12)

运用 S-过程和Schur补引理,有⎡⎢⎣
ˆ̄𝐴T𝑃 + 𝑃 ˆ̄𝐴− 𝛼𝑃 𝑃 �̂�T

𝑃 −𝜏𝐼 0

�̂� 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (13)

其中: 𝛾 = 1/𝛽2, 𝜏 = 1. 有

ˆ̄𝐴T𝑃 + 𝑃 ˆ̄𝐴− 𝛼𝑃 =

[
Λ̄𝑁−1 0

0 Λ𝑁

]
.

其中

Λ̄𝑁−1 = 𝐴T
𝑁−1𝑃𝑁−1 + 𝑃𝑁−1𝐴𝑁−1 − 𝛼𝑃 ,

Λ𝑁 = 𝐴T
𝑁𝑃𝑁 + 𝑃𝑁𝐴𝑁 +𝐾T

𝑁𝐵T
𝑁𝑃𝑁+

𝑃𝑁𝐵𝑁𝐾𝑁 − 𝛼𝑃𝑁 .

将式 (13)改写为如下形式:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Λ̄𝑁−1 0 𝑃𝑁−1 0 𝑞T1 𝑞T3

0 Λ𝑁 0 𝑃𝑁 𝑞T2 0

𝑃𝑁−1 0 −𝐼 0 0 0

0 𝑃𝑁 0 −𝐼 0 0

𝑞1 𝑞2 0 0 −𝛾𝐼 0

𝑞3 0 0 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (14)

式 (14)两边同时乘以Δ = diag(𝐼, 𝑃−1
𝑁 , 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼), 令

𝑌𝑁 = 𝑃−1
𝑁 , 𝑀𝑁 = 𝐾𝑁𝑌𝑁 ,则可得式 (7)结果.

对式 (10)从 0到 𝑡积分,得到

𝑉 (�̂�(𝑡)) < 𝑉 (�̂�(0))e𝛼𝑡. (15)

由正定二次型的性质,可知

𝑉 (�̂�(𝑡)) =

𝑁∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (𝑡)𝑃𝑖�̂�𝑖(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (𝑡)𝑅

1/2
𝑖 𝑃𝑖𝑅

1/2
𝑖 �̂�𝑖(𝑡) ⩾

𝑁∑
𝑖=1

𝜆min(𝑃𝑖)�̂�
T
𝑖 (𝑡)𝑅𝑖�̂�𝑖(𝑡) ⩾ 𝜆1�̂�

T(𝑡)𝑅�̂�(𝑡), (16)
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𝑉 (�̂�(0))e𝛼𝑡 = e𝛼𝑡
𝑁∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (0)𝑃𝑖�̂�𝑖(0) =

e𝛼𝑡
𝑁∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (0)𝑅

1/2
𝑖 𝑃𝑖𝑅

1/2
𝑖 �̂�𝑖(0) ⩽

e𝛼𝑡
𝑁∑
𝑖=1

𝜆max(𝑃𝑖)�̂�
T
𝑖 (0)𝑅𝑖�̂�𝑖(0) ⩽ 𝜆2𝑐1e

𝛼𝑇 . (17)

由式 (8)、(15)∼ (17)得到 �̂�T(𝑡)𝑅�̂�(𝑡) < 𝑐2, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

成立.

由于表示结构关联的𝐸𝑖𝑗从 1变为 0或从 0变为

1时,系统互联的变化仍在所约束限制的范围内,该结

果是分散有限时间鲁棒关联稳定的. □

3 基基基于于于输输输出出出反反反馈馈馈的的的分分分散散散有有有限限限时时时间间间关关关联联联镇镇镇定定定

3.1 基基基于于于状状状态态态观观观测测测器器器的的的扩扩扩展展展结结结构构构大大大系系系统统统建建建模模模

针对系统 (1),设其状态观测器为

˙̃𝑥𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖�̃�𝑖(𝑡) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑡) + 𝐿𝑖(𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑡)−
𝐶𝑖�̃�𝑖(𝑡)),

𝑢𝑖(𝑡) = 𝐾𝑖�̃�𝑖(𝑡), �̃�𝑖(0) = 0, (18)

其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1.

令 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)− �̃�𝑖(𝑡),则有

�̇�𝑖(𝑡) =

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)𝑥𝑖(𝑡)−𝐵𝑖𝐾𝑖𝑒𝑖(𝑡) +𝐺𝑖𝑣𝑖(𝑡), (19)

�̇�𝑖(𝑡) = (𝐴𝑖 − 𝐿𝑖𝐶𝑖)𝑒𝑖(𝑡) +𝐺𝑖𝑣𝑖(𝑡), 𝑒𝑖(0) = 0. (20)

将𝑁 − 1个子系统写成闭环形式为[
˙̄̄
𝑋𝑁−1(𝑡)

˙̄̄𝑒𝑁−1(𝑡)

]
=[

𝐴𝑁−1 + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1

�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1

→

← −�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1

𝐴𝑁−1 − �̄�𝑁−1𝐶𝑁−1

][
¯̄𝑋𝑁−1(𝑡)

¯̄𝑒𝑁−1(𝑡)

]
. (21)

加入第𝑁个子系统后,由关联关系得闭环大系统模型⎡⎢⎢⎢⎢⎣
˙̄̄
𝑋𝑁−1(𝑡)

˙̄̄𝑒𝑁−1(𝑡)

˙̄̄𝑥𝑁 (𝑡)

˙̄̄𝑒𝑁 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴𝑁−1 + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 −�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1

0 𝐴𝑁−1 − �̄�𝑁−1𝐶𝑁−1

0 0

0 0

→

←

0 0

0 0

𝐴𝑁 +𝐵𝑁𝐾𝑁 −𝐵𝑁𝐾𝑁

0 𝐴𝑁 − 𝐿𝑁𝐶𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

¯̄𝑋𝑁−1(𝑡)

¯̄𝑒𝑁−1(𝑡)

¯̄𝑥𝑁 (𝑡)

¯̄𝑒𝑁 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 0 �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,𝑁𝐻𝑁 0

�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 0 �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,𝑁𝐻𝑁 0

𝐺𝑁 �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1 0 0 0

𝐺𝑁 �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦×
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

¯̄𝑋𝑁−1(𝑡)

¯̄𝑒𝑁−1(𝑡)

¯̄𝑥𝑁 (𝑡)

¯̄𝑒𝑁 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (22)

将式 (22)写成如下闭环形式:

˙̄̄𝑧(𝑡) =

[
𝐴𝑁−1 0

0 𝐴𝑁

]
¯̄𝑧(𝑡) + ¯̄ℎ(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸) =

¯̄𝐴¯̄𝑧(𝑡) + ¯̄ℎ(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸). (23)

其中

¯̄𝑧(𝑡) = [ ¯̄𝑋T
𝑁−1(𝑡), ¯̄𝑒

T
𝑁−1(𝑡), ¯̄𝑥

T
𝑁 (𝑡), ¯̄𝑒T𝑁 (𝑡)]T,

𝐴𝑁−1 =[
𝐴𝑁−1 + �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 −�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1

0 𝐴𝑁−1 − �̄�𝑁−1𝐶𝑁−1

]
,

𝐴𝑁 =

[
𝐴𝑁 +𝐵𝑁𝐾𝑁 −𝐵𝑁𝐾𝑁

0 𝐴𝑁 − 𝐿𝑁𝐶𝑁

]
,

¯̄ℎ(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸) =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 0 �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,𝑁𝐻𝑁 0

�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1�̄�𝑁−1 0 �̄�𝑁−1�̄�𝑁−1,𝑁𝐻𝑁 0

𝐺𝑁 �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1 0 0 0

𝐺𝑁 �̄�𝑁,𝑁−1�̄�𝑁−1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ¯̄𝑧(𝑡).

3.2 主主主要要要结结结果果果

定理 2 若存在非负常数𝛼、𝛾、正定矩阵 ¯̄𝑌𝑁1、
¯̄𝑄𝑁2、矩阵Φ𝑁和𝑁𝑁 ,使得如下矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

¯̄Λ𝑁−1 0 0 ¯̄𝑄𝑁−1

0 ˜̄Λ𝑁1
˜̄Λ𝑁2 0

0 ˜̄Λ𝑁3
¯̄Λ𝑁4 0

¯̄𝑄𝑁−1 0 0 −𝐼
0 𝐼 0 0

0 0 ¯̄𝑄𝑁2 0

𝑞1 𝑞2
¯̄𝑌𝑁1 0 0

𝑞3 0 0 0

→

←

0 0 𝑞T1 𝑞T3

𝐼 0 ¯̄𝑌𝑁1𝑞
T
2 0

0 ¯̄𝑄𝑁2 0 0

0 0 0 0

−𝐼 0 0 0

0 −𝐼 0 0

0 0 −𝛾𝐼 0

0 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (24)
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𝑐1(𝜆4 + 𝜆5) ⩽ 𝜆3𝑐2e
−𝛼𝑇 , (25)

则系统 (23)是分散有限时间鲁棒关联稳定的,控制律

和观测器增益矩阵为

𝐾𝑁 = Φ𝑁
¯̄𝑌 −1
𝑁1 , 𝐿𝑁 = ¯̄𝑄−1

𝑁2𝑁𝑁 .

其中

¯̄Λ𝑁−1 = 𝐴T
𝑁−1

¯̄𝑄𝑁−1 +
¯̄𝑄𝑁−1𝐴𝑁−1 − 𝛼 ¯̄𝑄𝑁−1,

˜̄Λ𝑁1 =

¯̄𝑌𝑁1𝐴
T
𝑁 +𝐴𝑁

¯̄𝑌𝑁1 +
¯̄𝑌𝑁1Φ

T
𝑁 + Φ𝑁

¯̄𝑌𝑁1 − 𝛼 ¯̄𝑌𝑁1,

˜̄Λ𝑁2 = −𝐵𝑁𝐾𝑁 , ˜̄Λ𝑁3 = −𝐾T
𝑁𝐵T

𝑁 ,

¯̄Λ4 = 𝐴T
𝑁
¯̄𝑄𝑁2 +

¯̄𝑄𝑁2𝐴𝑁 − 𝐶T
𝑁𝑁T

𝑁 −𝑁𝑁𝐶𝑁 ,

¯̄𝑄𝑁−1 = diag( ¯̄𝑄11,
¯̄𝑄12, ⋅ ⋅ ⋅ , ¯̄𝑄𝑁−1,1,

¯̄𝑄𝑁−1,2),

𝜆3 = min
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝜆min(𝑄𝑖1)},

𝜆4 = max
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝜆max(𝑄𝑖1)},

𝜆5 = max
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝜆max(𝑄𝑖2)}.
𝜆min(𝑄𝑖1)、𝜆max(𝑄𝑖1)和𝜆max(𝑄𝑖2)分别为𝑄𝑖1的最小、

最大特征值和𝑄𝑖2的最大特征值,且有

𝑄𝑁1 = 𝑅
−1/2
𝑁

¯̄𝑄𝑁1𝑅
−1/2
𝑁 ,

𝑄𝑁2 = 𝑅
−1/2
𝑁

¯̄𝑄𝑁2𝑅
−1/2
𝑁 .

证证证明明明 针对系统 (23),选择二次能量函数

𝑉 (¯̄𝑧(𝑡)) = ¯̄𝑧T(𝑡) ¯̄𝑄¯̄𝑧(𝑡).

其中

𝑄 =

[
𝑄𝑁−1 0

0 𝑄𝑁

]
=

diag(𝑄11, 𝑄12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑄𝑁−1,1, 𝑄𝑁−1,2, 𝑄𝑁1, 𝑄𝑁2).

由文献 [11]可知

�̇� (¯̄𝑧(𝑡)) < 𝛼𝑉 (¯̄𝑧(𝑡)), (26)

同假设 1,互联项 ¯̄ℎT(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸)满足如下二次约束:
¯̄ℎT(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸)¯̄ℎ(𝑡, ¯̄𝑧(𝑡), 𝐸) ⩽ 𝜃2 ¯̄𝑧(𝑡)T ¯̄𝐻T ¯̄𝐻 ¯̄𝑧(𝑡). (27)

其中: 𝜃 > 0为互联的界, ¯̄𝐻为如下互联约束矩阵:

¯̄𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑞1 0 𝑞2 0

𝑞1 0 𝑞2 0

𝑞3 0 0 0

𝑞3 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

[
𝑞1 𝑞2 0

𝑞3 0 0

]
,

𝑞1 =

[
𝑞1 0

𝑞1 0

]
, 𝑞2 =

[
𝑞2

𝑞2

]
, 𝑞3 =

[
𝑞3 0

𝑞3 0

]
.

与定理 1的证明过程相同,将式 (26)和 (27)写成矩阵

形式,并运用S-过程和Schur补引理,有⎡⎢⎣
¯̄𝐴T ¯̄𝑄+ ¯̄𝑄 ¯̄𝐴− 𝛼 ¯̄𝑄 ¯̄𝑄 ¯̄𝐻T

¯̄𝑄 −𝜏𝐼 0
¯̄𝐻 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (28)

其中: 𝛾 = 1/𝜃2, 𝜏 = 1. 有

¯̄𝐴T ¯̄𝑄+ ¯̄𝑄 ¯̄𝐴 =

⎡⎢⎣
¯̄Λ𝑁−1 0 0

0 ¯̄Λ𝑁1
¯̄Λ𝑁2

0 ¯̄Λ𝑁3
¯̄Λ𝑁4

⎤⎥⎦ ,

¯̄Λ𝑁−1 = 𝐴T
𝑁−1

¯̄𝑄𝑁−1 +
¯̄𝑄𝑁−1

¯̄𝐴𝑁−1 − 𝛼 ¯̄𝑄𝑁−1,

¯̄Λ𝑁1 = 𝐴T
𝑁
¯̄𝑄𝑁1 +

¯̄𝑄𝑁1𝐴𝑁 +𝐾T
𝑁𝐵T

𝑁
¯̄𝑄𝑁1+

¯̄𝑄𝑁1𝐵𝑁𝐾𝑁 − 𝛼 ¯̄𝑄𝑁1,

¯̄Λ𝑁2 = − ¯̄𝑄𝑁1𝐵𝑁𝐾𝑁 , ¯̄Λ𝑁3 = −𝐾T
𝑁𝐵T

𝑁
¯̄𝑄𝑁1,

¯̄Λ𝑁4 = 𝐴T
𝑁
¯̄𝑄𝑁2 +

¯̄𝑄𝑁2𝐴𝑁 − 𝐶T
𝑁𝐿T

𝑁
¯̄𝑄𝑁2−

¯̄𝑄𝑁2𝐿𝑁𝐶𝑁 − 𝛼 ¯̄𝑄𝑁2.

则式 (28)可改写为⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

¯̄Λ𝑁−1 0 0 ¯̄𝑄𝑁−1

0 ¯̄Λ𝑁1
¯̄Λ𝑁2 0

0 ¯̄Λ𝑁3
¯̄Λ𝑁4 0

¯̄𝑄𝑁−1 0 0 −𝐼
0 ¯̄𝑄𝑁1 0 0

0 0 ¯̄𝑄𝑁2 0

𝑞1 𝑞2 0 0

𝑞3 0 0 0

→

←

0 0 𝑞T1 𝑞T3
¯̄𝑄𝑁1 0 𝑞T2 0

0 ¯̄𝑄𝑁2 0 0

0 0 0 0

−𝐼 0 0 0

0 −𝐼 0 0

0 0 −𝛾𝐼 0

0 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (29)

令

Δ = diag(𝐼, ¯̄𝑄−1
𝑁1, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼, 𝐼),

¯̄𝑌𝑁1 = ¯̄𝑄−1
𝑁1, 𝐾𝑁

¯̄𝑌𝑁1 = Φ𝑁 , ¯̄𝑄𝑁2𝐿𝑁 = 𝑁𝑁 ,

可得到式 (24)的结果.对式 (26)从 0到 𝑡积分,得到

𝑉 (¯̄𝑧(𝑡)) < 𝑉 (¯̄𝑧(0))e𝛼𝑡. (30)

由正定二次型的性质可知

𝑉 (¯̄𝑧(𝑡)) = ¯̄𝑧T(𝑡) ¯̄𝑄¯̄𝑧(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

(𝑥T
𝑖 (𝑡)

¯̄𝑄𝑖1𝑥𝑖(𝑡) + 𝑒T𝑖 (𝑡)
¯̄𝑄𝑖2𝑒𝑖(𝑡)) ⩾

𝑁∑
𝑖=1

(𝜆min(𝑄𝑖1)𝑥
T
𝑖 (𝑡)𝑅𝑖𝑥𝑖(𝑡)+

𝜆min(𝑄𝑖2)𝑒
T
𝑖 (𝑡)𝑅𝑖𝑒𝑖(𝑡)) ⩾ 𝜆3�̂�

T(𝑡)𝑅�̂�(𝑡), (31)

𝑉 (¯̄𝑧(0))e𝛼𝑡 = ¯̄𝑧T(0) ¯̄𝑄¯̄𝑧(0)𝑒𝛼𝑡 =

e𝛼𝑡
𝑁∑
𝑖=1

(𝑥T
𝑖 (0)

¯̄𝑄𝑖1𝑥𝑖(0) + 𝑒T𝑖 (0)
¯̄𝑄𝑖2𝑒𝑖(0)) ⩽
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e𝛼𝑡
𝑁∑
𝑖=1

(𝜆max(
¯̄𝑄𝑖1)𝑥

T
𝑖 (0)𝑅𝑖𝑥𝑖(0)+

𝜆max(
¯̄𝑄𝑖2)𝑒

T
𝑖 (0)𝑅𝑖𝑒𝑖(0)) ⩽ e𝛼𝑇 (𝜆4𝑐1 + 𝜆5𝑐1). (32)

由式 (25)、(30)∼ (32)得到 ¯̄𝑍
T
(𝑡)𝑅 ¯̄𝑍(𝑡)<𝑐2, ∀𝑡∈ [0, 𝑇 ]

成立. 同理,由于表示结构关联的𝐸𝑖𝑗从 1变为 0或从

0变为 1时, 系统互联的变化仍在所约束限制的范围

内,该结果是分散有限时间鲁棒关联稳定的. □

4 仿仿仿真真真算算算例例例

本节通过一个仿真算例表明采用上述方法的可

行性. 原系统的具体数据和参数选择见文献 [8],新加

入第 3个子系统的参数与第 2个子系统相同.

4.1 基基基于于于状状状态态态反反反馈馈馈的的的仿仿仿真真真结结结果果果

考虑原系统包含两个子系统的情况,根据本文的

设计方法, 可得到控制增益矩阵𝐾1、𝐾2和𝜆1、𝜆2分

别为

𝐾1 = [0.041 0 0.007 6],

𝐾2 = [0.172 0 − 0.020 5],

𝜆1 = 2.143 6, 𝜆2 = 2.823 2.

经计算可知,式 (8)成立. 令

𝑚1 =

2∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (𝑡)𝑅𝑖�̂�𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

得到𝑚1的仿真曲线如图 2所示.由图 2可见, 𝑚1 <

𝑐2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

t/s

m
1

图 2 𝑚1的变化

现将第 3个子系统加入到原系统中,按照本文方

法,得到控制增益矩阵𝐾3和𝜆1、𝜆2分别为

𝐾3 = [0.120 1 − 0.017 0],

𝜆1 = 0.590 8, 𝜆2 = 2.163 2.

经计算可知式 (8)成立. 令

𝑚2 =

3∑
𝑖=1

�̂�T
𝑖 (𝑡)𝑅𝑖�̂�𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

得到𝑚2的仿真曲线如图 3所示. 由图 3可见, 𝑚2 <

𝑐2.

由图 2和图 3可见,原系统和扩展系统均是有限

时间稳定的.

为了验证系统的关联稳定性, 将系统的互联项

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t/s

0

0.5

1.0

1.5

m
2

图 3 𝑚2的变化

𝐸13由 1变为 0, 发现与图 3的仿真曲线基本一致, 因

此略去该图. 以上证明了所提出方法具有关联稳定

性,同时也表明鲁棒性较强.

4.2 基基基于于于输输输出出出反反反馈馈馈的的的仿仿仿真真真结结结果果果

仿真研究取 𝑐2 = 5.92,考虑原系统包含两个子系

统的情况,根据本文的设计方法,可得控制器、观测器

增益阵𝐾1、𝐾2、𝐿1、𝐿2、𝜆3、𝜆4和𝜆5分别为

𝐾1 = [0.900 0 0.236 8],

𝐾2 = [1.220 1 − 0.160 9],

𝐿1 =

[
−1.776 9
−7.348 8

]
, 𝐿2 =

[
1.000 0

−7.265 9

]
,

𝜆3 = 0.600 3, 𝜆4 = 1.114 5, 𝜆5 = 2.091 2.

经计算可知式 (25)成立. 令

𝑚3 =

2∑
𝑖=1

¯̄𝑍
T

𝑖 (𝑡)𝑅𝑖
¯̄𝑍𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

得到𝑚3的仿真曲线如图 4所示.由图 4可见, 𝑚3 <

𝑐2.
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图 4 𝑚3的变化

将第 3个子系统加入到原系统中,按照本文方法

得到控制器、观测器增益阵𝐾3、𝐿3、𝜆3、𝜆4和𝜆5分

别为

𝐾3 = [0.103 5 − 0.005 8], 𝐿3 =

[
0.005 4

−0.020 3

]
,

𝜆3 = 0.333 8, 𝜆4 = 0.705 4, 𝜆5 = 0.715 7.

经计算可知,式 (25)成立. 令

𝑚4 =

3∑
𝑖=1

¯̄𝑍
T

𝑖 (𝑡)𝑅𝑖
¯̄𝑍𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

得到𝑚4的仿真曲线如图 5所示. 由图 5可见, 𝑚4 <

𝑐2.
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图 5 𝑚4的变化

由图 4和图 5可见,原系统和扩展系统均是有限

时间稳定的.

为了验证系统的关联稳定性, 将系统的互联项

𝐸23由 1变为 0, 发现与图 5的仿真曲线基本一致, 因

此略去该图. 以上证明了所提出方法具有关联稳定

性,同时也表明鲁棒性较强.

5 结结结 论论论

本文针对一类扩展结构大系统,研究了其分散有

限时间鲁棒关联镇定问题.在定理 1和定理 2中分别

以LMI的形式给出了基于状态反馈和输出反馈的扩

展结构大系统分散有限时间鲁棒关联稳定的充分条

件和控制器的设计方法. 该方法通过求解LMI可直接

得到控制器和观测器增益阵𝐾𝑁和𝐿𝑁 .仿真结果表

明了所提出方法的有效性. 该方法由于不改变原结构

系统的分散控制律,且能保证系统的关联稳定性, 可

作为系统在线扩容的理论基础.
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