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摘 要: 针对加热系统热传导过程模型不精确和系统参数不确定性问题, 提出一种新的基于最大灵敏度的分数阶内

模控制方案. 采用分数阶模型描述加热系统可以提高精度, 而内模控制能够很好地处理系统参数不确定性问题. 利用

最大灵敏度整定分数阶控制器参数, 并以此获得强鲁棒性控制系统. 数值结果验证了所提出的分数阶内模控制方案

的有效性, 具有比整数阶内模控制方案更好的控制性能.
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Abstract: A novel maximum sensitivity based fractional order internal model control(FOIMC) scheme is proposed for

solving the problem of model imprecise and system parameters uncertainties in heating process. Fractional calculus can be

used to improve the model accuracy of heating system, and internal model control(IMC) can perform well under the problem

of system parameters uncertainty. Then, maximum sensitivity is used for parameters’ tuning of the fractional controller and

thus good robust performance can be obtained. Numerical results show the effectiveness of the proposed fractional order

internal model control scheme, and its performance is superior to integer order internal model control for fractional order

system.
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0 引引引 言言言

在加热过程中, 热传导是一个复杂的过程, 由于

模型结构及辨识方法的局限性, 精确的模型往往难以

获得[1]. 此外, 系统的参数经常会随着工作环境的变

化而变化, 基于模型设计的控制器性能往往不能令人

满意.

分数阶微积分作为整数阶微积分的扩展, 近年来

受到越来越广泛的关注, 特别是在系统建模、控制器

设计等领域[2-3]. 文献 [4]指出, 实际系统通常都是分

数阶的, 采用分数阶微分方程来描述本身具有分数阶

特性的系统往往更加准确, 特别是对于热系统、粘弹

性系统等. 在分数阶建模迅速发展的同时, 分数阶控

制器也相继出现. 20世纪末, Podlubny[5]提出了PI𝜆D𝜇

控制器, 该控制器与传统PID控制器相比具有更好的

控制性能, 但可调参数的增加增大了控制器设计的难

度; 文献 [6]提出了 IMC-PI𝜆D𝜇 控制器, 利用内模控制

原理来设计控制器可以减少所需整定的参数个数, 但

该方法的设计过程没有考虑系统参数变化的问题, 当

系统工作环境发生变化时, 控制器性能会急剧下降.

针对以上问题, 本文提出一种基于最大灵敏度的

分数阶内模控制 (FOIMC)方案. FOIMC控制方案的

主要思想是采用分数阶模型描述对象, 基于该模型再

结合内模控制原理简化控制器的设计, 最后利用最大

灵敏度𝑀𝑠 来设计控制器参数, 使控制器对于系统参

数变化具有更好的鲁棒性.

1 加加加热热热系系系统统统的的的分分分数数数阶阶阶描描描述述述

本文所研究的对象为一加热系统 (参见文献 [7]),

其主要由钢制管道和热电模块组成, 管道中的物料均
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匀放置. 本文仅考虑一种物料的情况.

管道上纵向位置 𝑧处的温度与加热源处热通量

的动态关系可用如下分数阶系统表达:

𝐺P(𝑠, 𝑧) =
𝑇 (𝑠, 𝑧)

𝐻(𝑠, 0)
=

𝑘

𝑎𝑠𝛼 + 1
e−

𝑧(𝑎𝑠𝛼+1)
𝑘 . (1)

其中: 𝑇 (𝑠, 𝑧)为系统输出, 𝐻(𝑠, 0)为系统输入. 相应

的系统参数值 𝑘 = 0.820 9, 𝑎 = 33.059 7, 𝑧 = 0.262 3,

𝛼 = 0.777 9.

基于式 (1), 通过阶跃响应辨识方法, 式 (1)的加

热系统可以进一步降阶为

𝐺FO(𝑠) =
𝐾

𝑇𝑠𝛽 + 1
e−𝐿𝑠, 0 < 𝛽 < 2. (2)

模型参数为𝐾 = 0.589, 𝑇 = 44.085, 𝐿 = 19.237, 𝛽

= 0.797, 均由Matlab优化工具箱优化获得. 模型 (2)

将用于下一部分的分数阶内模控制设计.

分数阶微分算子 𝑠𝛽的处理方案采用Oustaloup逼

近[8], 其逼近表达式如下:

𝑠𝛾 ≈ 𝐾

𝑁∏
𝑘=−𝑁

𝑠+ 𝜔′
𝑘

𝑠+ 𝜔𝑘
. (3)

这种逼近方法仅在频率范围 [𝜔𝑏, 𝜔ℎ]是有效的, 且逼

近的阶次为 2𝑁 +1. 𝑁 越大, 精度越高, 但相应的计算

量会大大增加. 增益、零点和极点分别定义如下:⎧⎨⎩
𝐾 = 𝜔𝛾

ℎ,

𝜔′
𝑘 = 𝜔𝑏

(𝜔ℎ

𝜔𝑏

) 𝑘+𝑁+0.5(1−𝛾)
2𝑁+1

,

𝜔𝑘 = 𝜔𝑏

(𝜔ℎ

𝜔𝑏

) 𝑘+𝑁+0.5(1+𝛾)
2𝑁+1

.

(4)

在后续的数值仿真中, 分数阶部分均采用

Oustaloup法进行逼近, 参数设定分别为𝑁 = 5, 𝜔𝑏 =

10−4, 𝜔ℎ = 104.

2 分分分数数数阶阶阶内内内模模模控控控制制制设设设计计计

2.1 分分分数数数阶阶阶内内内模模模控控控制制制

FOIMC是传统 IMC的一种扩展, 基于 FOIMC的

控制系统的标准结构如图 1(a)所示.

G sC( ) G sP( )

G sFO( )

R s( ) U s( )

D s( )

Y s( )

Y s
m
( )

( ) FOIMC!"#$%a

G sP( )C(s)

D s( )

Y s( )R s( )

(  ) FOIMC!&'()$%b

图 1 FOIMC标准结构及其等效反馈结构

𝐺C(𝑠)为内模控制器, 被控对象与相应的分数阶

模型分别是𝐺P(𝑠)、𝐺FO(𝑠). 这类控制方案的核心思想

是将被控对象模型引入到控制器设计当中, 它允许模

型不精确, 但是模型越精确, 控制器性能越会有所提

升.

图 1(b)为标准 FOIMC的等效反馈控制结构, 可

以得到控制器𝐶(𝑠)与𝐺C(𝑠)有如下关系:

𝐶(𝑠) =
𝐺C(𝑠)

1−𝐺C(𝑠)𝐺FO(𝑠)
. (5)

对象输出为

𝑌 (𝑠) =
𝐺C(𝑠)𝐺P(𝑠)

1 +𝐺C(𝑠)(𝐺P(𝑠)−𝐺FO(𝑠))
𝑅(𝑠)+

1−𝐺C(𝑠)𝐺P(𝑠)

1 +𝐺C(𝑠)(𝐺P(𝑠)−𝐺FO(𝑠))
𝐷(𝑠). (6)

当模型完全匹配, 即𝐺FO(𝑠) = 𝐺P(𝑠)时, 式 (6)可以化

简为

𝑌 (𝑠) = 𝐺C(𝑠)𝐺P(𝑠)𝑅(𝑠) + (1−𝐺C(𝑠)𝐺FO(𝑠))𝐷(𝑠).

(7)

FOIMC控制器设计与 IMC相似, 可以概括为两

步[5,9].

Step 1 分解对象模型为

𝐺FO(𝑠) = 𝐺+
FO(𝑠)𝐺

−
FO(𝑠). (8)

其中: 𝐺+
FO(𝑠)包含所有的时滞和右半平面的零点, 而

且其静态增益为 1; 𝐺−
FO(𝑠)为对象模型最小相位部分.

Step 2 令 FOIMC控制器为

𝐺C(𝑠) =
1

𝐺−
FO(𝑠)

𝐹 (𝑠), (9)

其中𝐹 (𝑠)是稳态增益为 1的滤波器, 定义为

𝐹 (𝑠) =
1

(1 + 𝜆𝑠)𝑘
. (10)

这里: 𝜆为滤波器时间常数; 𝑘为滤波器阶次, 其大小

设定原则为保证控制器𝐺C(𝑠)是可实现的. 需要注意

的是, 𝜆的大小变化在轨迹跟踪过程中会同时影响系

统稳定性和瞬态性能.

2.2 基基基于于于最最最大大大灵灵灵敏敏敏度度度的的的FOIMC控控控制制制器器器参参参数数数整整整定定定

实际系统的参数会随着操作环境和时间的不同

而变化, 用于控制器设计的系统模型一般是不精确的.

因此, 在过程控制中, 控制系统对参数变化的鲁棒性

备受关注. 文献 [10]提出了一种基于增益裕度和相位

裕度进行控制器设计的方法, 本文在此基础上提出一

种利用最大灵敏度𝑀𝑠 来设计分数阶系统控制器的方

法. 最大灵敏度定义如下:

𝑀𝑠 =
∥∥∥ 1

1 + 𝐶(j𝜔)𝐺P(j𝜔)

∥∥∥
∞
, (11)

其中𝐶(j𝜔)𝐺p(j𝜔)为系统开环传递函数. 最大灵敏度

是开环传递函数Nyquist曲线与临界点 (−1, 0)最短

距离的倒数, 其几何解释如图 2所示.
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图 2 最大灵敏度几何解释

最大灵敏度与增益裕度、相位裕度有如下关系:
ℎ > 𝑀𝑠/(𝑀𝑠 − 1), (12)

𝜑 > 2 arcsin
1

𝑀𝑠
, (13)

其中ℎ和𝜑分别为增益裕度、相位裕度. 若𝑀𝑠 = 1.5,

则ℎ > 3.0, 𝜑 > 38.9∘. 从式 (13)可以看到, 𝑀𝑠 越大,

相位裕度越小, 相应的系统对于参数不确定的鲁棒性

越弱. 因此, 𝑀𝑠 的取值范围一般在 1.2与 2之间[11].

在图 2中, 假设相切点为𝐶, 令
𝐺𝑙(j𝜔) = 𝐶(j𝜔)𝐺P(j𝜔),

在𝐶点, 可得

𝐺𝑙(j𝜔) = −1 +
1

𝑀𝑠
e−𝑗𝜃, (14)

arg
d𝐺𝑙(j𝜔)

d𝜔
=

π

2
− 𝜃, (15)

其中 𝜃为过临界点和𝐶点的直线与负实轴的夹角.

假设𝐺FO(𝑠) = 𝐺P(𝑠), 根据等效回路控制器 (5),

可得系统开环传递函数

𝐺𝑙(j𝜔) = 𝐶(𝑠)𝐺P(𝑠) =
e−j𝐿𝜃

j𝜆𝜔 + 1− e−j𝐿𝜃
. (16)

令𝐴 = 𝐿𝜔, 𝐵 = 𝜆/𝐿, 则式 (16)可以改写为

𝐺𝑙(j𝜔) =
e−j𝐴

j𝐴𝐵 + 1− e−j𝐴
. (17)

将式 (17)代入式 (14)和 (15)中, 利用Matlab求

解, 可以得到𝐵与𝑀𝑠 的关系表达式

𝐵 = 𝜆/𝐿 = 16.47𝑀−10
𝑠 − 0.86𝑀𝑠 + 2.099. (18)

利用式 (18)可以得到滤波器时间常数𝜆与𝑀𝑠

的关系表达式

𝜆 = 𝐿(16.47𝑀−10
𝑠 − 0.86𝑀𝑠 + 2.099). (19)

根据式 (19)以及给定的𝑀𝑠, 即可以求得所需的

滤波器时间常数𝜆.

3 数数数值值值结结结果果果与与与分分分析析析

本文中, 被控变量为管道上 𝑧处温度; 控制变量

为管道起始点热通量, 其范围设定在 0到 15之间. 令

𝑀𝑠 = 1.5, 利用第 3节的控制器设计方案, 可以得到

FOIMC控制器

𝐺C-FO =
44.085𝑠0.797 + 1

0.589(1 + 21.057𝑠)
. (20)

为了验证FOIMC的优势, 同时给出用相同方法

设计的整数阶 IMC控制器以及利用Z-N法整定的传

统 PID控制器, 分别如下:

𝐺C-IO =
118.198𝑠+ 1

0.531(1 + 10.964𝑠)
, (21)

𝐺PID = 13.980 +
0.566

𝑠
+ 82.873𝑠. (22)

3.1 基基基本本本性性性能能能测测测试试试

首先, 分别使用 FOIMC控制器、IMC控制器和

基于Z-N法整定的 PID控制上述加热过程, 控制结果

如图 3和图 4所示.

FOIMC
IMC

PID(Z-N)
Ref
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t /10 s
2
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26.5

27.0

27.5

T
/°

C

图 3 基于 3种控制器的系统输出对比
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图 4 系统对于干扰的输出响应

图 3为设定值跟踪各控制系统的输出响应曲线.

系统初始给定温度为 27∘C; 在 600 s的时候, 设定值阶

跃到 26.5∘C; 在 1 200 s的时候, 设定值重新回到 27∘C.

可以看出, 3个控制器都能很好地跟踪设定值, 且稳态

误差小. 但是在动态性能方面, FOIMC控制系统明显

优于 IMC和 PID控制系统. 因为它具有更小的超调和

调节时间, 在第 2阶段最为突出. 需要注意的是, 波动

和较大的超调都会对系统设备造成一定程度的损坏,

为了延长设备的使用寿命, 快速而平滑的动态过程更

加令人满意. 为了更加直观, 这里用了两个指标 IAE

(绝对误差积分)和TV (输入总变化量), 分别定义为

IAE =
w ∞
0

∣𝑅(𝑠)− 𝑌 (𝑠)∣d𝑡, (23)

TV =

∞∑
𝑖=0

∣𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖∣, (24)

其中𝑢的采样时间为Δ𝑡 = 1 s.

表 1列举了各控制方案相对应的 IAE和TV. 可

以看出, 相对于 IMC和 PID控制, FOIMC具有更小的

IAE和TV, 更小的TV意味着对设备伤害更小, 以及

电能消耗更少.
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表 1 性能指标对比

种类 IAE TV

IMC 91.543 5 33.471 6

FOIMC 86.889 7 17.314 9

PID(Z-N) 93.858 8 48.647 6

为了测试各控制系统的抗干扰性能, 在 500 s的

时候加入输出扰动𝐷(𝑠) = −0.2. 图 4给出了各控制

系统相应的输出响应. 可以看到, 各控制器都能迅速

地把输出重新调节到给定值, 但FOIMC控制系统具

有更加平滑的动态过程, 且调节时间与其余二者几乎

相同.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒性性性测测测试试试

为了检测 FOIMC控制器对于系统参数不确定的

鲁棒性, 假定因为工作环境的变化, 系统增益 𝑘增大

至原来的 1.5倍, 分别使用 FOIMC、IMC和 PID控制

该系统. 图 5所示为加热系统在各控制器作用下的输

出阶跃响应.

FOIMC
IMC
PID(Z-N)

0 5 10

t /10 s
2

26.0

26.6

27.2

27.8

T
/°

C

图 5 系统增益变化后的阶跃响应 (1.5倍增益)

由图 5可以看出, 基于 PID的控制系统输出具有

78%的超调, IMC控制系统输出具有 38%的超调, 而

FOIMC控制系统仅有 6 %的超调, 且调节时间远小于

前面两种控制方案.

3.3 𝑴𝒔设设设定定定对对对系系系统统统性性性能能能影影影响响响测测测试试试

为了测试不同大小的𝑀𝑠 设定对系统响应性

能的影响, 在仿真实验中, 分别给定𝑀𝑠 三组不同

的值 (1.2、1.4和 1.6), 得到 3组不同的 FOIMC控制器.

为该闭环系统输入一个单位阶跃变化, 系统输出动态

响应指标 (超调𝜎、调节时间 𝑡𝑠)见表 2. 为了测试最大

灵敏与控制系统鲁棒性的关系, 对应于不同的𝑀𝑠, 系

统相应的相位裕度𝜑也在表 2中给出. 可以看出, 𝑀𝑠

设定越小, 系统超调越小, 相位裕度越大, 鲁棒性越强,

但响应速度会稍慢一些.

表 2 不同𝑀𝑠设定性能指标对比

𝑀𝑠 𝜎 /% 𝑡𝑠/s 𝜑

1.2 0.04 168.812 9 78.4
1.4 0.05 69.937 4 76.2
1.6 1.55 54.926 4 73.7

4 结结结 论论论

本文结合分数阶微积分与内模控制的特点, 针对

加热系统提出了一种基于最大灵敏度的分数阶内模

控制方案. 利用分数阶模型描述加热过程, 突破了传

统整数阶模型对于模型精度的限制, 提高了对象描述

的精确度. 采用内模控制原理以及最大灵敏度设计控

制器, 很好地解决了系统参数对于工作环境变化的不

确定性问题, 此外还可以根据不同的鲁棒性需求方便

地调节控制器参数. 仿真实验验证了所提出方案的有

效性. 结果表明, 相比较于 IMC和利用Z-N法整定的

PID控制方案, 本文所提出的 FOIMC具有更小的超

调和调节时间, 控制器参数调节方便, 且对于控制系

统的鲁棒性有很大提升, 在实际过程中具有广泛的应

用价值.
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