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摘 要: 为了提高粒子群算法的优化能力,提出一种新的量子衍生粒子群优化算法. 该方法采用多比特量子系统的

基态概率幅对粒子编码,基于自身最优粒子和全局最优粒子确定旋转角度,采用基于张量积构造的多比特量子旋转

门实施粒子的更新. 在每步迭代中,只需更新粒子的一个量子比特相位,即可更新该粒子上的所有概率幅.标准函数

极值优化的实验结果表明,所提出算法的单步迭代时间较长,但优化能力较同类算法有大幅度提高.
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Abstract: To enhance the optimization ability of the particle swarm algorithm, a novel quantum-inspired particle swarm

optimization algorithm is proposed. In this method, the particles are encoded by the probability amplitudes of the basic

states of the multi-qubits system. The rotation angles of multi-qubits are determined based on the local optimum particle

and the global optimal particle, and the multi-qubits rotation gates are employed to update the particles. At each of iteration,

updating any a qubit can lead to update all probability amplitudes of the corresponding particle. The experimental results of

some benchmark functions optimization shows that, although its single step iteration consumes a long time, the optimization

ability of the proposed method is significantly higher than other similar algorithms.
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0 引引引 言言言

1995年, Kennedy等[1]提出了粒子群优化算法

(PSO), 作为一种新兴的优化工具, 现已广泛应用于

组合优化[2]和数值优化[3]. 在 PSO性能改进方面, 目

前主要采取以下几种策略:针对控制参数的选择[4]、

针对粒子速度和位置的更新规则[5]、与其他算法相

融合[6]、采用量子计算机制设计更新策略的量子

PSO (QPSO)[7].这些改进使 PSO性能均有不同程度

的提高.量子计算是信息科学与量子力学相结合的

新兴交叉学科, 其与智能优化算法的融合始于 20世

纪 90年代, 目前比较成熟的算法有量子行为粒子群

优化算法[8]、量子衍生进化算法[9]、量子衍生和声搜

索算法[10]、量子衍生免疫算法[11]、量子衍生遗传算

法[12]、量子衍生差分进化算法[13]等. 这些算法的编码

方式除文献 [8]采用实数编码外, 均采用单比特概率

幅编码.具体而言, 在目前的量子衍生粒子群优化算

法中, 每个粒子用𝐷个概率幅描述 (其中𝐷为维数),

即每一维用单个概率幅编码. 这种单比特概率幅编码

的缺点是,调整一个量子比特仅能改变个体上的一个

基因位, 因此优化效率不够理想.对于本文提出的多

比特概率幅编码,“多比特”的含义并不仅仅在于一

个粒子采用多个量子比特概率幅编码,否则将与现有

方法没有区别,重点在于对粒子的每一维采用多个量

子比特概率幅编码. 这种编码方法的核心优势是,利
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用量子态的相干性, 每调整一个量子比特,均可改变

多比特量子叠加态中所有基态的概率幅,从而改变该

粒子上的所有基因位, 并实现对该粒子的更新; 若每

步迭代调整𝑛个量子比特,则每步迭代可对每个粒子

实施𝑛次更新,从而可以显著提高优化效率.

鉴于此,本文提出一种全新的采用多比特概率幅

编码的量子衍生粒子群优化算法,标准函数极值优化

的实验结果验证了所提出方法的优越性.

1 基基基本本本PSO模模模型型型
设在𝑛维空间中有𝑀个粒子组成一个种群, 其

中第 𝑖个粒子位置𝑿𝑖、速度𝑽𝑖、自身最优位置𝑷𝐿
𝑖 、

整个种群最优位置𝑷𝑔分别记为

𝑿𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑛),

𝑽𝑖 = (𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑖𝑛),
𝑷𝐿

𝑖 = (𝑝𝑖1, 𝑝𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑖𝑛),
𝑷𝑔 = (𝑝𝑔1, 𝑝𝑔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑔𝑛).

将𝑿𝑖代入目标函数可计算其目标值,粒子状态更新

策略为

𝑽𝑖(𝑡+ 1) = 𝑤𝑽𝑖(𝑡) + 𝑐1𝑟1(𝑷
𝐿
𝑖 −𝑿𝑖(𝑡))+

𝑐2𝑟2(𝑷𝑔 −𝑿𝑖(𝑡)), (1)

𝑿𝑖(𝑡+ 1) = 𝑿𝑖(𝑡) + 𝑽𝑖(𝑡). (2)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ; 𝑤为惯性因子; 𝑐1为自身因子;

𝑐2为全局因子; 𝑟1、𝑟2为 (0, 1)之间的随机数.

对种群中每个粒子应用式 (1)和 (2)循环迭代,使

整个种群逐步逼近全局最优解. 为便于叙述,将式 (1)

重写为如下形式:

𝑽𝑖(𝑡+ 1) = 𝑤𝑽𝑖(𝑡) + [Φ](𝑷𝑖 −𝑿𝑖(𝑡)). (3)

其中

𝑷𝑖 = diag
( 𝑐1𝑟

1
1

𝑐1𝑟11 + 𝑐2𝑟21
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐1𝑟

1
𝑛

𝑐1𝑟1𝑛 + 𝑐2𝑟2𝑛

)
𝑷𝐿

𝑖 +

diag
( 𝑐2𝑟

2
1

𝑐1𝑟11 + 𝑐2𝑟21
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐2𝑟

2
𝑛

𝑐1𝑟1𝑛 + 𝑐2𝑟2𝑛

)
𝑷𝑔, (4)

[Φ] = diag(𝑐1𝑟
1
1 + 𝑐2𝑟

2
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐1𝑟1𝑛 + 𝑐2𝑟

2
𝑛). (5)

为使PSO收敛,所有粒子必须逼近式 (4)定义的𝑷𝑖.

2 多多多比比比特特特量量量子子子系系系统统统和和和多多多比比比特特特量量量子子子旋旋旋转转转门门门

2.1 量量量子子子比比比特特特和和和单单单比比比特特特量量量子子子旋旋旋转转转门门门

在量子计算中, 量子比特有两个可能的基态 ∣0⟩
和 ∣1⟩,与经典比特的区别在于,量子比特的状态可以

落在基态 ∣0⟩和 ∣1⟩之外,即可以是基态的线性叠加态,

其中叠加系数称为基态的概率幅.量子比特的状态也

可以借助三角函数表示为

∣𝜙⟩ = cos 𝜃∣0⟩+ sin 𝜃∣1⟩ =
[
cos 𝜃

sin 𝜃

]T

. (6)

其中: 𝜃为 ∣𝜙⟩的相位, cos 𝜃和 sin 𝜃为 ∣𝜙⟩的概率幅.

量子门是物理实现量子计算的基础,它包含了量

子计算的特点. 单比特量子旋转门的定义为

𝑹(Δ𝜃) =

[
cosΔ𝜃 − sinΔ𝜃

sinΔ𝜃 cosΔ𝜃

]
. (7)

令 ∣𝜙⟩ =
[
cos 𝜃

sin 𝜃

]
,由𝑹(Δ𝜃)∣𝜙⟩ =

[
cos(𝜃 +Δ𝜃)

sin(𝜃 +Δ𝜃)

]
可

知, 𝑹(Δ𝜃)实现了对 ∣𝜙⟩的相位旋转.

2.2 矩矩矩阵阵阵张张张量量量积积积

设𝑨是𝑚×𝑛矩阵, 𝑩是 𝑝×𝑞矩阵,则𝑨和𝑩的

张量积定义为

𝑨⊗𝑩 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴11𝑩 𝐴12𝑩 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴1𝑛𝑩

𝐴21𝑩 𝐴22𝑩 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴2𝑛𝑩
...

...
. . .

...

𝐴𝑚1𝑩 𝐴𝑚2𝑩 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝑚𝑛𝑩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (8)

其中: 𝐴𝑖𝑗为𝑨的元素, 𝐴𝑖𝑗𝑩为 𝑝× 𝑞子矩阵.

2.3 多多多比比比特特特量量量子子子系系系统统统和和和多多多比比比特特特量量量子子子旋旋旋转转转门门门

一般地, 对于𝑛比特量子系统, 有 2𝑛个形如

∣𝑥1𝑥2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑛⟩的基态, 类似于单比特量子系统, 𝑛比

特量子系统也可以处于 2𝑛个基态的线性叠加态,即

∣𝜙1𝜙2 ⋅ ⋅ ⋅𝜙𝑛⟩ =
1∑

𝑥1=0

1∑
𝑥2=0

⋅ ⋅ ⋅
1∑

𝑥𝑛=0

𝑎𝑥1𝑥2⋅⋅⋅𝑥𝑛 ∣𝑥1𝑥2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑛⟩ =

[𝑎00⋅⋅⋅0 𝑎00⋅⋅⋅1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎11⋅⋅⋅1]T, (9)

其中 𝑎𝑥1𝑥2⋅⋅⋅𝑥𝑛称为基态 ∣𝑥1𝑥2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑛⟩的概率幅, 且满

足
1∑

𝑥1=0

1∑
𝑥2=0

⋅ ⋅ ⋅
1∑

𝑥𝑛=0

∣𝑎𝑥1𝑥2⋅⋅⋅𝑥𝑛
∣2 = 1. (10)

记 ∣𝜙𝑖⟩ = cos 𝜃𝑖∣0⟩+sin 𝜃𝑖∣1⟩,根据量子计算原理,

∣𝜙1𝜙2 ⋅ ⋅ ⋅𝜙𝑛⟩可用张量积表示为
∣𝜙1𝜙2 ⋅ ⋅ ⋅𝜙𝑛⟩ = ∣𝜙1⟩ ⊗ ∣𝜙2⟩ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ∣𝜙𝑛⟩ =
[cos 𝜃1 sin 𝜃1]

T ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ [cos 𝜃𝑛 sin 𝜃𝑛]
T =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos 𝜃1 cos 𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅ cos 𝜃𝑛

cos 𝜃1 cos 𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅ sin 𝜃𝑛
...

...
. . .

...

sin 𝜃1 sin 𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅ sin 𝜃𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (11)

式 (11)表明, 在𝑛比特量子系统中, 任何一个基

态的概率幅均为𝑛个量子比特相位 (𝜃1𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜃𝑛)的函
数,换言之,在𝑛个量子比特相位中,更新任何一个 𝜃𝑖,

均可更新所有 2𝑛个基态的概率幅. 基态概率幅的更

新可采用𝑛比特量子旋转门实现,其中𝑛比特量子旋

转门为𝑛个单比特量子旋转门𝑹(Δ𝜃𝑖)的张量积,即

𝑹𝑛(Δ𝜃1Δ𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅Δ𝜃𝑛) =

𝑹(Δ𝜃1)⊗𝑹(Δ𝜃2)⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗𝑹(Δ𝜃𝑛). (12)
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其中

𝑹(Δ𝜃𝑖) =

[
cosΔ𝜃𝑖 − sinΔ𝜃𝑖

sinΔ𝜃𝑖 cosΔ𝜃𝑖

]
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
以𝑛 = 2为例,有

𝑹(Δ𝜃1Δ𝜃2) =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
cosΔ𝜃1 cosΔ𝜃2 − cosΔ𝜃1 sinΔ𝜃2

cosΔ𝜃1 sinΔ𝜃2 cosΔ𝜃1 cosΔ𝜃2

sinΔ𝜃1 cosΔ𝜃2 − sinΔ𝜃1 sinΔ𝜃2

sinΔ𝜃1 sinΔ𝜃2 sinΔ𝜃1 cosΔ𝜃2

→

←

− sinΔ𝜃1 cosΔ𝜃2 sinΔ𝜃1 sinΔ𝜃2

− sinΔ𝜃1 sinΔ𝜃2 − sinΔ𝜃1 cosΔ𝜃2

cosΔ𝜃1 cosΔ𝜃2 − cosΔ𝜃1 sinΔ𝜃2

cosΔ𝜃1 sinΔ𝜃2 cosΔ𝜃1 cosΔ𝜃2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (13)

容易证明

𝑹𝑛(Δ𝜃1Δ𝜃2 ⋅ ⋅ ⋅Δ𝜃𝑛)∣𝜙1𝜙2 ⋅ ⋅ ⋅𝜙𝑛⟩ =
∣𝜙1⟩ ⊗ ∣𝜙2⟩ ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ∣𝜙𝑛⟩, (14)

其中 ∣𝜙𝑖⟩ = cos(𝜃𝑖 +Δ𝜃𝑖)∣0⟩+ sin(𝜃𝑖 +Δ𝜃𝑖)∣1⟩.
3 基基基于于于多多多比比比特特特概概概率率率幅幅幅的的的粒粒粒子子子编编编码码码方方方法法法

3.1 量量量子子子比比比特特特数数数的的的确确确定定定

𝑛比特量子系统有 2𝑛个概率幅,若优化空间为𝐷

维, 则需使𝐷 ⩽ 2𝑛.又因 2𝑛个概率幅之间有平方和

为 1的约束关系,所以必须使𝐷 < 2𝑛. 对于𝐷维优化

问题,编码所需的量子比特数可按下式计算:

𝑛 = ⌈log(𝐷)⌉+ 1. (15)

3.2 多多多比比比特特特概概概率率率幅幅幅粒粒粒子子子群群群编编编码码码方方方法法法

首先随机生成𝑁个𝑛维相位向量 𝜽𝑖 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ),有

𝜽𝑖 = [𝜃𝑖1, 𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃in], (16)

其中 𝜃𝑖𝑗 = 2π× rand, rand为 (0,1)内均匀分布的随机

数, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

记 ∣𝜙𝑖𝑗⟩ = cos 𝜃𝑖𝑗 ∣0⟩+ sin 𝜃𝑖𝑗 ∣1⟩,利用式 (11)得到

𝑁个量子比特系统 ∣𝜙11𝜙12 ⋅ ⋅ ⋅𝜙1𝑛⟩, ∣𝜙21𝜙22 ⋅ ⋅ ⋅𝜙2𝑛⟩,
⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝜙𝑁1𝜙𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅𝜙𝑁𝑛⟩, 每个量子系统均有 2𝑛个基态,

取每个量子系统的前𝐷个基态的概率幅, 即可得到

𝑁个𝐷维的粒子编码.

4 基基基于于于多多多比比比特特特概概概率率率幅幅幅的的的粒粒粒子子子更更更新新新方方方法法法

本文采用多比特量子旋转门实现粒子的更新. 记

全局最优粒子的相位向量为 𝜽𝑔 = [𝜃𝑔1, 𝜃𝑔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑔𝑛],
第 𝑖个粒子的当前位置和自身最优位置的相位向量分

别为 𝜽𝑖 = [𝜃𝑖1, 𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑖𝑛]和 𝜽𝑏𝑖 = [𝜃𝑖𝑏1, 𝜃
𝑖
𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑖𝑏𝑛].

由式 (11)可知, 每更新 𝜽𝑖的一个相位, 便能更

新 𝜽𝑖对应的所有概率幅, 从而实现该粒子所有𝐷维

解变量的更新.为了提高搜索能力, 本文采用循环更

新 𝜽𝑖中所有相位的方法,从而实现对该粒子的𝑛次更

新. 设Δ𝜃0为相位更新步长,具体更新方法如下.

Step 1:置 𝑗 = 1, 𝑷𝑖(𝜽) = [cos 𝜃𝑖1 cos 𝜃𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅ cos 𝜃𝑖𝑛,
⋅ ⋅ ⋅ , sin 𝜃𝑖1 sin 𝜃𝑖2 ⋅ ⋅ ⋅ sin 𝜃𝑖𝑛]T.

Step 2: 置Δ𝜃𝑖1 = Δ𝜃𝑖2 = ⋅ ⋅ ⋅ = Δ𝜃𝑖𝑛 = 0.

Step 3: 确定旋转角度的值,其中 sgn为符号函数:

1)若 ∣𝜃𝑖𝑏𝑗 − 𝜃𝑖𝑗 ∣ ⩽ π,则

Δ𝜃𝑏𝑖𝑗 = sgn(𝜃𝑖𝑏𝑗 − 𝜃𝑖𝑗)Δ𝜃0;

2)若 ∣𝜃𝑖𝑏𝑗 − 𝜃𝑖𝑗 ∣ > π,则

Δ𝜃𝑏𝑖𝑗 = −sgn(𝜃𝑖𝑏𝑗 − 𝜃𝑖𝑗)Δ𝜃0;

3)若 ∣𝜃𝑔𝑗 − 𝜃𝑖𝑗 ∣ ⩽ π,则

Δ𝜃𝑔𝑖𝑗 = sgn(𝜃𝑔𝑗 − 𝜃𝑖𝑗)Δ𝜃0;

4)若 ∣𝜃𝑔𝑗 − 𝜃𝑖𝑗 ∣ > π,则

Δ𝜃𝑔𝑖𝑗 = −sgn(𝜃𝑔𝑗 − 𝜃𝑖𝑗)Δ𝜃0.

Step 4: 按下式实现粒子的更新, 其中 𝑟1和 𝑟2为

区间 (0,1)内均匀分布的随机数:

Δ𝜃𝑖𝑗 = 𝑟1Δ𝜃𝑏𝑖𝑗 + 𝑟2Δ𝜃𝑔𝑖𝑗 ,

𝑷 𝑖(𝜽) = 𝑹𝑛(Δ𝜃𝑖1,Δ𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝜃𝑖𝑛)𝑷𝑖(𝜽).

Step 5:令Δ𝜃𝑖𝑗 = rndsΔ𝜃0, rnds为 (−1, 1)内随机

数, 𝑷𝑖(𝜃𝜃𝜃) = 𝑅𝑅𝑅𝑛(Δ𝜃𝑖1,Δ𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝜃𝑖𝑛)𝑷 𝑖(𝜃𝜃𝜃).若𝑷𝑖(𝜃𝜃𝜃)

优于𝑷 𝑖(𝜃𝜃𝜃),则𝑷𝑖(𝜃𝜃𝜃) = 𝑷𝑖(𝜃𝜃𝜃),否则, 𝑷𝑖(𝜃𝜃𝜃) = 𝑷 𝑖(𝜃𝜃𝜃).

Step 6: 若 𝑗 < 𝑛,则令 𝑗 = 𝑗 + 1,返回 Step2,否则

粒子𝑷𝑖(𝜽)更新结束.

5 多多多比比比特特特概概概率率率幅幅幅编编编码码码量量量子子子衍衍衍生生生粒粒粒子子子群群群算算算法法法

设粒子总数为𝑁 ,优化空间为𝐷维.以极小值优

化为例,本文提出的多比特概率幅编码量子衍生粒子

群算法 (MQPAPSO)流程可描述如下.

Step 1: 粒子群初始化.

对于每个粒子, 按式 (15)确定量子比特数𝑛, 按

式 (16)初始化𝑛个量子比特相位,按式 (11)计算 2𝑛个

概率幅, 其中前𝐷个概率幅即为该粒子的编码.记

第 𝑖个粒子的第 𝑗个概率幅为𝑥𝑖𝑗 ,编码结果为⎧⎨⎩

𝑷1 = [𝑥11, 𝑥12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1𝐷]T,

𝑷2 = [𝑥21, 𝑥22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝐷]T,

...

𝑷𝑁 = [𝑥𝑁1, 𝑥𝑁2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁𝐷]T.

(17)

初始化相位步长Δ𝜃0、限定步数𝐺,置当前步数 𝑡 = 1.

Step 2: 计算目标函数值.

记第 𝑗维变量的取值区间为 [min𝑋𝑗 ,max𝑋𝑗 ],

由于概率幅𝑥𝑖𝑗 ∈ [−1, 1],按下式进行解空间变换:

𝑋𝑖𝑗 =
1

2
[max𝑋𝑗(1 + 𝑥𝑖𝑗) + min𝑋𝑗(1− 𝑥𝑖𝑗)]. (18)
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其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷.

利用变换后的𝑋𝑖𝑗计算所有粒子的目标函数值.
记第 𝑖个粒子的相位 𝜽𝑖 = [𝜃𝑖1, 𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑖𝑛],目标函数
值为 𝑓𝑖,全局最优粒子的相位 𝜽𝑔 = [𝜃𝑔1, 𝜃𝑔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑔𝑛],
全局最优目标函数值为 𝑓𝑔. 记第 𝑖个粒子的自身最优

相位 𝜽𝑖 = 𝜽𝑖,自身最优目标函数值 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖.

Step 3: 粒子位置更新.

对于粒子群中每个粒子𝑷𝑖, 按第 4节 Step 1∼
Step 6, 循环更新𝑛次.利用式 (11)计算概率幅, 利用
式 (18)实施解空间变换, 计算目标函数值. 记更新后
的相位 𝜽𝑖 = [𝜃𝑖1, 𝜃𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑖𝑛], 目标函数值为 𝑓𝑖.若 𝑓𝑖

< 𝑓𝑖,则 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖, 𝜽𝑖 = 𝜽𝑖.

Step 4: 全局最优解更新.

记当代最优粒子相位 𝜽𝑔 = [𝜃𝑔1, 𝜃𝑔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑔𝑛],最
优目标函数值为 𝑓𝑔.若 𝑓𝑔 < 𝑓𝑔, 则 𝑓𝑔 = 𝑓𝑔, 𝜽𝑔 = 𝜽𝑔,
否则 𝑓𝑔 = 𝑓𝑔, 𝜽𝑔 = 𝜽𝑔.

Step 5: 判断终止条件.

若 𝑡 < 𝐺, 则令 𝑡 = 𝑡 + 1, 转至 Step 3, 否则保存
𝜽𝑔和 𝑓𝑔,流程结束.

6 对对对比比比实实实验验验

实验采用标准测试函数验证MQPAPSO的优化

能力,并与普通粒子群优化 (PSO)[14]、量子Delta势阱

粒子群优化 (QDPSO)[15]、混合蛙跳算法 (SFLA)[16]进

行对比.所有函数均为极小值优化, 𝐷为自变量个数,

Ω为解空间, 𝑿∗为精确极小值点, 𝑓(𝑿∗)为极小值.

6.1 测测测试试试函函函数数数

测试函数如下:

𝑓1(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 , Ω = [−100, 100]𝐷,

𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓2(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣+
𝐷∏
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣, Ω = [−100, 100]𝐷,

𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓3(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

( 𝑖∑
𝑗=1

𝑥𝑗

)2

, Ω = [−100, 100]𝐷,

𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓4(𝑿) = max
1⩽𝑖⩽𝐷

(∣𝑥𝑖∣), Ω = [−100, 100]𝐷,

𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓5(𝑿) =

𝐷−1∑
𝑖=1

(100(𝑥𝑖+1 − 𝑥2
𝑖 )

2 + (𝑥𝑖 − 1)2),

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓6(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

𝑖𝑥4
𝑖 (1 + random(0, 1)),

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓7(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

[𝑥2
𝑖 − 10 cos(2π𝑥𝑖) + 10],

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓8(𝑿) = −20 exp
(
− 0.2

√√√⎷ 1

𝐷

𝐷∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)
−

exp
( 1

𝐷

𝐷∑
𝑖=1

cos(2π𝑥𝑖)
)
+ 20 + 𝑒,

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓9(𝑿) =
1

4 000

𝐷∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 −

𝐷∏
𝑖=1

cos
( 𝑥𝑖√

𝑖

)
+ 1,

Ω = [−500, 500]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓10(𝑿) =
1

𝐷

𝐷∑
𝑖=1

(𝑥4
𝑖 − 16𝑥2

𝑖 + 5𝑥𝑖) + 78.332 331 4,

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑥∗
𝑖 = −2.903 534, 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓11(𝑿) =

𝐷(𝐷 + 4)(𝐷 − 1)

6
+

𝐷∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 1)2 −
𝐷∑
𝑖=2

𝑥𝑖𝑥𝑖−1,

Ω = [−𝐷2, 𝐷2]𝐷, 𝑥∗
𝑖 = 𝑖(𝐷 + 1− 𝑖), 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓12(𝑿) =
π

𝐷

[
10 sin2(π𝑦1) +

𝐷−1∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 1)2(1+

10 sin2(𝜋𝑦𝑖+1)) + (𝑦𝐷 − 1)2
]
+

𝐷∑
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 10, 100, 4);

𝑢(𝑥𝑖, 𝑎, 𝑘,𝑚) =

⎧⎨⎩
𝑘(𝑥𝑖 − 𝑎)𝑚, 𝑥𝑖 > 𝑎;

0, − 𝑎 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑎;

𝑘(−𝑥𝑖 − 𝑎)𝑚, 𝑥𝑖 < −𝑎;

𝑦𝑖 = 1 +
1

4
(𝑥𝑖 + 1), Ω = [−100, 100]𝐷;

𝑿∗ = [−1,−1, ⋅ ⋅ ⋅ ,−1], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓13(𝑿) =

𝐷−1∑
𝑖=1

(𝑥2
𝑖 + 2𝑥2

𝑖+1−

0.3 cos(3π𝑥𝑖) cos(4π𝑥𝑖+1) + 0.3),

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓14(𝑿) =

𝐷/4∑
𝑖=1

[(𝑥4𝑖−3 + 10𝑥4𝑖−2)
2+

5(𝑥4𝑖−1 − 𝑥4𝑖)
2 + (𝑥4𝑖−2 − 2𝑥4𝑖−1)

4+

10(𝑥4𝑖−3 − 𝑥4𝑖)
4],

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.
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𝑓15(𝑿) =

𝐷−1∑
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) + 𝑔(𝑥𝐷, 𝑥1);

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)0.25[sin2(50(𝑥2 + 𝑦2)0.1) + 1],

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓16(𝑿) = 10𝐷 +

𝐷∑
𝑖=1

(𝑦2𝑖 − 10 cos(2π𝑦𝑖)),

𝑦𝑖 =

⎧⎨⎩𝑥𝑖, ∣𝑥𝑖∣ < 1/2;

round(2𝑥𝑖)/2, ∣𝑥𝑖∣ ⩾ 1/2;

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓17(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

{ 𝑘max∑
𝑘=0

[𝑎𝑘 cos(2π𝑏𝑘(𝑥𝑖 + 0.5))]
}
−

𝐷

𝑘max∑
𝑘=0

(𝑎𝑘 cos(π𝑏𝑘)), 𝑎 = 0.5, 𝑏 = 0.3,

𝑘max = 30, Ω = [−100, 100]𝐷,

𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓18(𝑿) =

𝐷∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 +

( 𝐷∑
𝑖=1

0.5𝑖𝑥𝑖

)2

+
( 𝐷∑

𝑖=1

0.5𝑖𝑥𝑖

)4

;

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓19(𝑿) =

𝐷−1∑
𝑖=1

(
0.5 +

sin2(
√

100𝑥2
𝑖 + 𝑥2

𝑖+1)− 0.5

1 + 0.001(𝑥2
𝑖 − 2𝑥𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑥2

𝑖+1)
2

)
,

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

𝑓20(𝑿) = −
𝐷−1∑
𝑖=1

[
exp

(−(𝑥2
𝑖 + 𝑥2

𝑖+1 + 0.5𝑥𝑖𝑥𝑖+1)

8

)
×

cos(4
√

𝑥2
𝑖 + 𝑥2

𝑖+1 + 0.5𝑥𝑖𝑥𝑖+1)
]
+𝐷 − 1,

Ω = [−100, 100]𝐷, 𝑿∗ = [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0], 𝑓(𝑿∗) = 0.

6.2 实实实验验验方方方案案案和和和参参参数数数设设设计计计

所有测试函数的维数均取𝐷 = 50 (𝑓14为𝐷 =

52)和𝐷 = 100两种情况. 4种算法种群规模均取𝑁 =

50. PSO、QPSO、SFLA的限定迭代步数均取𝐺 = 100

和𝐺 = 1000两种情况. MQPAPSO的限定迭代步数

取𝐺 = 100.

对于 SFLA,最大跳跃步长[16]取𝐷max = 5. 由于

蛙群分组情况与具体问题有关, 考虑多种分组情况,

并将最好结果作为对比指标.具体而言, 蛙群分组取

𝑁 = 1 × 50 = 2 × 25 = 5 × 10 = 10 × 5 = 25 × 2 =

50 × 1六种情况,其中第 1个数为组数,第 2个数为组

内蛙数. 对于每种组合分别独立优化 30次,记录 30次

优化结果的平均值和单步迭代的平均时间. 在 6种分

组情况中,将优化结果平均值最小者和相应单步迭代

时间作为对比指标.

对于PSO, 𝑤 = 0.729 8, 𝑐1 = 𝑐2 = 1.496 18[14]. 对

于QDPSO, 控制参数取𝜆 = 1.2[15]. 对于MQPAPSO,

相位更新步长取Δ𝜃0 = 0.05π. 这 4个算法对于每个

函数均独立优化 30次, 并取平均优化结果和单步迭

代的平均时间作为对比指标.

6.3 实实实验验验结结结果果果对对对比比比

所有实验在Windows XP系统、主频 3.39 GHz、

内存 3.47 GB的PC机上, 采用Matlab R2009a编程实

现. 以𝐺 = 100为例, 4种算法单步迭代的平均时间对

比如表 1所示, 𝐷 = 50和𝐷 = 100时的平均优化结果

对比如表 2和表 3所示.

表 1 4种算法的单步迭代平均时间对比 s

MQPAPSO QDPSO PSO SFLA
𝑓𝑖

𝐷=50 𝐷=100 𝐷=50 𝐷=100 𝐷=50 𝐷=100 𝐷=50 𝐷=100

𝑓1 0.018 6 0.029 0 0.001 1 0.001 9 0.000 9 0.001 6 0.001 4 0.002 0

𝑓2 0.018 7 0.029 2 0.001 2 0.002 0 0.001 2 0.001 6 0.001 7 0.002 5

𝑓3 0.024 8 0.042 8 0.006 4 0.012 7 0.009 9 0.022 7 0.006 8 0.016 8

𝑓4 0.018 8 0.029 6 0.001 1 0.001 9 0.000 9 0.001 6 0.001 4 0.002 4

𝑓5 0.023 0 0.039 7 0.004 9 0.009 5 0.001 6 0.002 5 0.002 2 0.004 3

𝑓6 0.023 5 0.038 7 0.001 8 0.003 1 0.002 8 0.004 8 0.001 9 0.003 2

𝑓7 0.018 7 0.029 1 0.001 3 0.002 1 0.001 6 0.002 2 0.001 4 0.002 4

𝑓8 0.019 1 0.029 5 0.001 5 0.002 3 0.001 9 0.002 8 0.002 4 0.003 6

𝑓9 0.023 4 0.038 2 0.001 6 0.002 4 0.001 9 0.002 8 0.001 7 0.002 7

𝑓10 0.019 3 0.030 1 0.001 9 0.003 1 0.002 8 0.004 8 0.001 7 0.002 8

𝑓11 0.023 4 0.038 3 0.001 6 0.002 4 0.001 6 0.002 5 0.001 7 0.002 7

𝑓12 0.026 2 0.044 1 0.009 6 0.017 3 0.005 4 0.008 9 0.003 3 0.007 0

𝑓13 0.019 3 0.029 8 0.002 0 0.003 0 0.002 5 0.004 1 0.001 7 0.003 0

𝑓14 0.023 3 0.037 2 0.004 8 0.008 9 0.002 8 0.004 4 0.002 4 0.003 3

𝑓15 0.025 6 0.044 9 0.003 1 0.005 7 0.005 1 0.009 6 0.003 8 0.006 0

𝑓16 0.024 8 0.041 8 0.006 5 0.012 4 0.002 8 0.004 8 0.002 7 0.004 3

𝑓17 0.037 8 0.070 6 0.024 6 0.048 6 0.111 6 0.219 2 0.029 2 0.065 1

𝑓18 0.023 4 0.038 2 0.001 7 0.002 4 0.001 9 0.002 5 0.002 2 0.002 8

𝑓19 0.020 6 0.031 4 0.002 8 0.003 7 0.003 8 0.005 4 0.003 3 0.004 1

𝑓20 0.021 2 0.032 0 0.002 8 0.003 9 0.004 1 0.005 7 0.004 3 0.005 2

表 2 4种算法的平均优化结果对比 (𝐷 = 50)

MQPAPSO QDPSO PSO SFLA
𝑓𝑖

𝐺=100 𝐺=100𝐺=1 000𝐺=100𝐺=1 000𝐺=100𝐺=1 000

𝑓1 1.9e-08 1.5e+03 3.4e-05 3.4e+03 6.0e-05 8.5e+02 0.001 08

𝑓2 1.3e-04 9.4e+10 33.195 3 3.8e+15 1.3e+02 2.8e+02 2.6e+02

𝑓3 3.7e-09 3.9e+04 1.1e+04 6.7e+04 1.6e+04 6.3e+03 2.5e+03

𝑓4 0.001 01 36.936 4 10.202 9 61.967 5 54.662 5 12.125 8 9.714 06

𝑓5 73.215 4 1.2e+08 1.3e+02 2.7e+08 2.0e+02 1.1e+07 4.8e+02

𝑓6 4.1e-11 7.2e+07 2.1e+02 3.7e+08 1.5e+05 1.2e+04 2.3e-09

𝑓7 7.9e-06 1.9e+03 2.9e+02 3.3e+03 3.7e+02 1.4e+03 1.0e+03

𝑓8 3.3e-05 21.162 9 20.596 4 21.277 8 21.174 4 17.052 4 15.716 9

𝑓9 4.9e-10 11.185 7 0.003 52 23.675 7 0.032 75 2.005 64 0.012 09

𝑓10 18.582 4 2.7e+04 10.574 3 6.5e+04 23.426 0 1.8e+03 12.779 8

𝑓11 2.8e+04 1.6e+06 8.4e+04 5.1e+06 4.2e+05 9.7e+05 2.4e+04

𝑓12 0.181 50 2.9e+07 0.282 76 6.5e+07 1.658 72 1.1e+04 17.377 0

𝑓13 7.6e-07 4.2e+03 0.002 31 1.0e+04 4.008 30 3.2e+03 13.900 8

𝑓14 3.9e-11 2.9e+06 7.3e+04 3.9e+07 4.5e+07 8.1e+05 3.4e+04

𝑓15 0.254 13 2.3e+02 26.517 5 3.0e+02 1.7e+02 1.7e+02 1.5e+02

𝑓16 2.2e-06 1.9e+03 3.5e+02 3.5e+03 3.9e+02 1.3e+03 1.0e+03

𝑓17 0.512 01 67.331 0 47.580 5 78.813 1 75.889 2 48.027 4 33.539 3

𝑓18 1.1e-05 8.0e+04 4.1e+04 1.2e+05 9.8e+04 8.0e+03 5.4e+03

𝑓19 1.5e-04 0.499 97 0.499 59 0.499 99 0.499 98 0.494 69 0.491 68

𝑓20 1.1e-06 46.275 9 34.4948 47.201 4 45.757 8 44.043 3 43.417 5
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表 3 4种算法的平均优化结果对比 (𝐷 = 100)

MQPAPSO QDPSO PSO SFLA
𝑓𝑖

𝐺=100 𝐺=100𝐺=1 000𝐺=100𝐺=1 000𝐺=100𝐺=1 000

𝑓1 5.7e-08 2.3e+04 1.2e+02 3.9e+04 2.7e+02 3.3e+03 5.480 43

𝑓2 6.3e-04 1.0e+20 6.0e+02 5.4e+25 1.2e+15 5.9e+02 5.7e+02

𝑓3 2.2e-08 1.9e+05 1.1e+05 3.0e+05 2.4e+05 2.4e+04 1.4e+04

𝑓4 0.001 33 67.712 3 44.933 4 85.504 9 85.418 6 15.218 5 13.047 1

𝑓5 1.3e+02 4.1e+09 5.3e+05 9.4e+09 6.5e+07 3.0e+07 1.0e+05

𝑓6 1.6e-09 4.0e+09 2.2e+08 1.5e+10 5.9e+08 2.4e+06 28.163 5

𝑓7 2.5e-05 2.1e+04 1.4e+03 4.3e+04 2.5e+03 4.4e+03 3.7e+03

𝑓8 5.4e-05 21.262 7 21.088 7 21.423 4 21.374 5 18.407 8 17.120 0

𝑓9 1.5e-08 1.4e+02 1.423 71 2.4e+02 2.741 91 18.760 4 0.228 63

𝑓10 21.666 0 4.7e+05 1.0e+02 9.4e+05 6.7e+03 2.6e+03 16.415 6

𝑓11 2.4e+05 2.0e+08 2.1e+07 4.9e+08 1.1e+08 3.0e+08 1.8e+06

𝑓12 0.256 14 1.8e+09 2.7e+03 4.2e+09 1.3e+07 7.5e+04 26.576 0

𝑓13 1.6e-06 6.9e+04 7.8e+02 1.1e+05 1.0e+03 1.0e+04 58.725 2

𝑓14 9.6e-11 9.3e+07 4.4e+06 1.0e+09 1.5e+09 3.8e+06 3.3e+05

𝑓15 0.67362 6.7e+02 3.5e+02 8.1e+02 5.5e+02 3.8e+02 3.4e+02

𝑓16 1.0e-05 2.2e+04 1.4e+03 4.3e+04 3.2e+03 3.9e+03 3.7e+03

𝑓17 1.069 24 1.4e+02 1.1e+02 1.7e+02 1.6e+02 1.2e+02 1.0e+02

𝑓18 1.3e-05 1.9e+05 1.4e+05 3.0e+05 2.4e+05 2.1e+04 1.9e+04

𝑓19 0.001 27 0.499 99 0.499 98 0.499 99 0.499 99 0.497 74 0.498 30

𝑓20 0.002 22 96.320 8 83.629 3 97.019 8 95.616 2 92.853 0 90.566 4

对于函数 𝑓𝑖,令MQPAPSO, QDPSO, PSO, SFLA

单步迭代的平均时间分别为𝑇𝑀
𝑖 、𝑇

𝑄
𝑖 、𝑇

𝑃
𝑖 、𝑇

𝑆
𝑖 , 平均

优化结果分别为𝑂𝑀
𝑖 、𝑂

𝑄
𝑖 、𝑂

𝑃
𝑖 、𝑂

𝑆
𝑖 . 为便于进一步对

比,以MQPAPSO和QDPSO为例,按如下两式定义单

步迭代平均时间比值和平均优化结果比值:

𝑇𝑀

𝑇𝑄
=

20∑
𝑖=1

𝑇𝑀
𝑖 /𝑇𝑄

𝑖

20
, (19)

𝑂𝑀

𝑂𝑄
=

20∑
𝑖=1

𝑂𝑀
𝑖 /𝑂𝑄

𝑖

20
. (20)

4种算法关于函数 𝑓1 ∼ 𝑓20的单步迭代平均时间比值

如表 4所示,平均优化结果比值如表 5所示.

表 4 4种算法的单步迭代平均时间比值

𝐷 𝑇𝑀/𝑇𝑄 𝑇𝑀/𝑇𝑃 𝑇𝑀/𝑇𝑆

50 9.863 512 9.800 094 9.620 418

100 9.785 713 10.039 69 9.752 004

平均 9.824 613 9.919 894 9.686 211

由表 1和表 4可见,就 𝑓1 ∼𝑓20的单步迭代平均时

间而言, 基于多比特概率幅的粒子编码和多比特量

子旋转门的粒子更新机制使MQPAPSO的单步运行

时间为QDPSO、PSO、SFLA的将近 10倍.为使对比

公平, 不仅需要考察相同迭代步数下的对比, 而且

必须进一步考察相同优化时间下的对比.这便是将

QDPSO、PSO、SFLA的迭代步数分别设置为𝐺=100

和𝐺 = 1000的根本原因. 就 𝑓1 ∼ 𝑓20的优化结果而

言, 由表 2和表 3可见, 当𝐺 = 100时, MQPAPSO比

其他 3种算法小 3∼ 4个数量级; 当𝐺 = 1000时,

MQPAPSO也比其他 3种算法小 1∼ 2个数量级. 这表

明采用多比特概率幅编码和进化机制能够提高寻优

能力. 由表 5可见,在相同迭代步数下, MQPAPSO的

优化结果仅为QDPSO的千分之一;在相同优化时间

下, MQPAPSO的优化结果仅为QDPSO的百分之九.

实验表明,多比特概率幅编码方法能够显著地提高传

统粒子群算法和其他同类算法的优化能力.

表 5 4种算法的平均优化结果比值

𝑂𝑀
𝐺=100/𝑂

𝑄 𝑂𝑀
𝐺=100/𝑂

𝑃 𝑂𝑀
𝐺=100/𝑂

𝑆

𝐷
𝐺 = 102 𝐺 = 103 𝐺 = 102 𝐺 = 103 𝐺 = 102 𝐺 = 103

50 0.001 361 0.165 868 0.000 671 0.067 214 0.002 587 0.140 945

100 0.000 623 0.012 133 0.000 510 0.000 795 0.001 124 0.073 973

平均 9.92e-04 0.089 001 5.91e-04 0.034 004 0.001 856 0.107 459

6.4 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

对于实验结果表现出的MQPAPSO运行时间

长、优化能力高的特性,给出如下分析:

1)在基于多比特概率幅的个体编码方法中,若编

码的量子比特数为𝑛, 则每步迭代, 每个粒子均被更

新𝑛次, 因此加大计算量导致运行时间延长. 但在延

长运行时间的同时, 也大幅度提高了粒子更新次数,

从而有利于优化能力的提高.

2)多量子比特系统的所有基态概率幅均为量子

比特相位的𝑛元函数,只需改变任何 1个相位,即可导

致所有概率幅的更新. 这种通过逐个调整量子比特相

位循环更新个体的方法,使得个体更新的程度更为精

细,从而也增强了算法对解空间的遍历性.

3)在基于多比特量子旋转门的个体更新策略中,

利用多比特量子旋转门,一次操作即可实现粒子上所

有概率幅的更新,量子旋转门的酉性保证了量子位的

“长度”不变,有效避免了迭代序列的发散性,从而提

高了算法的收敛能力.

综上所述, 粒子的多比特概率幅编码和更新机

制, 是以牺牲优化时间换取优化能力大幅度提升的,

这与无免费午餐定理是一致的.

7 结结结 论论论

本文提出了一种采用多比特概率幅编码的量子

衍生粒子群算法. 该算法直接采用多比特量子系统中
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各基态的概率幅对粒子编码,基于张量积理论设计了

多比特量子旋转门对粒子更新. 函数极值优化结果表

明, 在相同优化时间下, 所提出算法的优化能力比传

统算法有大幅度提升,从而揭示出多比特概率幅编码

是大幅度提高传统粒子群算法优化能力的有效途径.
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