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摘 要: 在套代数框架下,应用素分解的方法,设计能同时强镇定两个时变线性系统的稳定控制器,并给出了所有控

制器的参数化. 应用该控制器参数化,对某类同时鲁棒强镇定问题进行研究,给出了两个时变线性系统可被同时强鲁

棒镇定的充分条件.针对所得的控制器设计结果给出了数值例子,数值结果表明了该设计是有效和可行的.
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Abstract: By using the coprime factorization theory, a stable controller is designed in the framework of nest algebras.

The parametrization of all simultaneously stable controller is provided. By using the parametrization, the problem of

simultaneously robust stabilization is studied, and the sufficient condition is given for the robust stabilization. Finally, a

numerical example is given to explain the parametrization of the controllers, and numerical results show that the designed

method is practical and effective.
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0 引引引 言言言

同时镇定是设计一个共同的控制器来同时镇定

有限多个系统, 它是系统与控制理论中的基本问题,

已广泛地应用于鲁棒控制等领域.该问题的研究可以

追溯到 20世纪 80年代.同时镇定问题最早是由Saeks

等[1], Vidyasagar等[2]提出的.该问题一经提出, 就受

到学者们广泛关注并在各种框架下得到了许多研

究结果[3-13].在不同的理论框架下, 对两个或更多系

统的同时镇定控制器的设计方法已得到很好的研

究[14-17]. 然而,在同时镇定理论的发展过程中,很少学

者关注所有的同时镇定控制器的设计问题.

20世纪 90年代,伴随着𝐻∞控制理论的发展,人

们开始将时变情形放在输入-输出信号的一个恰当

的复Hilbert空间中考虑,得到了很多理论结果.在算

子理论情形下, 能够用套代数来表示所有稳定的关

联的线性时变系统. 在套代数框架下, 无穷维线性

时变系统的控制理论自此开始发展.到目前为止,套

代数框架下对线性系统理论的研究已经有不少成

果[11-13,18-21]. 特别地, Yu等[13]通过已有的控制器研究

了同时镇定控制器的设计.

不同于文献 [13],本文引入一种新的方法来设计

同时镇定两个线性时变系统的所有稳定的控制器.

本文的主要目的是对得到的所有稳定控制器进行参

数化.具体地,主要考虑如下问题: 1)给定系统𝐿1, 𝐿2

∈ ℒ,如何设计镇定它们的所有的稳定控制器; 2)什么

情形下存在控制器𝐶 ∈ 𝒮,使得 {𝐿1, 𝐶}, {𝐿2, 𝐶}是稳
定的. 对此,笔者已在文献 [18]中给出了很好的刻画.

但对于控制器的具体的形式并没有给出很好的描述.

鉴于此, 本文主要应用素分解的方法, 对所有的控制

器进行刻画与设计.
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本文在套代数框架下研究无穷维时变线性系统

的同时强镇定问题.首先, 给出同时镇定两个系统的

所有的稳定控制器的参数化;然后,应用该参数化,对

两个系统的同时鲁棒强镇定问题进行了刻画; 最后,

对所得的理论结果给出具体的数值例子,数值结果表

明了该设计的有效性和可行性.

1 基基基础础础知知知识识识

假设输入-输出信号空间ℋ为平方可和的复
Hilbert空间,有

ℋ =
{
(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ) : 𝑥𝑖 ∈ 𝑪,

∞∑
𝑖=0

∣𝑥𝑖∣2 < ∞
}
. (1)

ℬ(ℋ)是ℋ上全体有界线性算子所构成的集合,算子

范数定义为

∥𝐴∥ = sup
𝑥∈ℋ,∥𝑥∥⩽1

∥𝐴𝑥∥, 𝐴 ∈ ℬ(ℋ). (2)

对于𝑛 ⩾ 0, 𝑃𝑛表示ℋ上的标准截断算子,即

𝑃𝑛(𝑥0, 𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, ⋅ ⋅ ⋅ ) =
(𝑥0, 𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ ). (3)

其中: 𝑃−1 = 0, 𝑃∞ = 𝐼 .

本文所研究的线性时变系统𝐿是指ℋ上满足
𝑃𝑛𝐿𝑃𝑛 = 𝑃𝑛𝐿的线性变换. ℋ上的有界下三角算子
称为稳定的时变线性系统.全体时变线性系统构成的

集合在标准的加法与乘法下构成一个代数, 记为ℒ.

𝒮表示所有稳定的时变线性系统构成的集合, 显然,

𝒮是一个离散套代数[17].

对于系统𝐿 ∈ ℒ,若存在一个控制器𝐶 ∈ ℒ,使得[
𝐼 𝐶

𝐿 −𝐼

]
在𝒮中可逆,即其逆

𝐻(𝐿,𝐶) =

[
(𝐼 + 𝐶𝐿)−1 𝐶(𝐼 + 𝐿𝐶)−1

𝐿(𝐼 + 𝐶𝐿)−1 −(𝐼 + 𝐿𝐶)−1

]
(4)

在𝒮中,则称系统𝐿可镇定. 当控制器𝐶 ∈ 𝒮时,上述

镇定称为强镇定.系统的素分解是刻画镇定控制器的

重要工具.设𝑀,𝑁, 𝑀̂, 𝑁̂ ∈𝒮,若𝐿=𝑁𝑀−1且𝑀,𝑁

在𝒮中右互素,即存在𝑋,𝑌 ∈ 𝒮满足𝑌𝑀 +𝑋𝑁 = 𝐼 ,

则称𝑁𝑀−1为𝐿的右素分解; 若𝐿= 𝑀̂−1𝑁̂且 𝑀̂, 𝑁̂

在𝒮中左互素,即存在 𝑋̂, 𝑌 ∈ 𝒮满足 𝑁̂𝑋̂ + 𝑀̂𝑌 = 𝐼 ,

则称 𝑀̂−1𝑁̂为𝐿的左素分解. 值得注意的是, 𝑁𝑀−1

为𝐿的右素分解的充要条件是 [𝑀,𝑁 ]T是𝐿的强右

表示; 𝑀̂−1𝑁̂为𝐿的左素分解的充要条件是 [−𝑁̂ , 𝑀̂ ]

是𝐿的强左表示.

下面是经典的Youla参数化定理,它给出了所有

镇定控制器的刻画.

定定定理理理 1 [17] 系统𝐿 ∈ ℒ可镇定当且仅当存在
𝑀,𝑁,𝑋, 𝑌, 𝑀̂ , 𝑁̂ , 𝑋̂, 𝑌 ∈ 𝒮使得𝐿分别有左、右素分

解 𝑀̂−1𝑁̂和𝑁𝑀−1,并且满足双Bezout恒等式

[
𝑌 𝑋

−𝑁̂ 𝑀̂

][
𝑀 −𝑋̂

𝑁 𝑌

]
=[

𝑀 −𝑋̂

𝑁 𝑌

][
𝑌 𝑋

−𝑁̂ 𝑀̂

]
=

[
𝐼 0

0 𝐼

]
. (5)

𝐶 ∈ ℒ镇定𝐿当且仅当𝐶有如下形式:

𝐶 =(𝑋̂ +𝑀𝑄)(𝑌 −𝑁𝑄)−1 =

(𝑌 −𝑄𝑁̂)−1(𝑋 +𝑄𝑀̂), (6)

其中𝑄 ∈ 𝒮.

2 控控控制制制器器器设设设计计计

本节主要给出时变线性系统同时镇定的所有稳

定控制器的参数化. 首先介绍几个引理.

引引引理理理 1 [17] 假设系统𝐿 ∈ ℒ有右素分解𝐿 =

𝐴𝐵−1,且控制器𝐶 ∈ ℒ有左素分解𝐶 = 𝐷−1𝑁 ,使得

闭环系统 {𝐿,𝐶}是适定的, 则闭环系统 {𝐿,𝐶}是可
镇定的当且仅当𝐷𝐵 +𝑁𝐴在𝒮中可逆.

类似地, 如果𝐿 ∈ ℒ有左素分解𝐿 = 𝐵̂−1𝐴, 且

控制器𝐶 ∈ ℒ有右素分解𝐶 = 𝑁̂𝐷̂−1,使得闭环系统

{𝐿,𝐶}是适定的,则闭环系统 {𝐿,𝐶}是可镇定的当且
仅当 𝐵̂𝐷̂ +𝐴𝑁̂在𝒮中可逆.

引引引理理理 2 [18] 假设系统𝐿 ∈ ℒ有左素分解𝐵−1𝐴,

其中𝐴,𝐵 ∈ 𝒮,且 [𝑋,𝑌 ]T是 [𝐴,𝐵]在𝒮中的右逆,即

𝐴𝑋+𝐵𝑌 = 𝐼 . 如果系统𝐿可以由稳定的控制器𝐶镇

定,即𝐶 ∈ 𝒮,则𝐶有如下形式的右素分解:

𝐶 = (𝑋 −𝑄)(𝑌 + 𝐿𝑄)−1. (7)

其中: 𝑄 ∈ 𝒮且有𝑄 = (𝐼 + 𝐶𝐿)−1𝑇 , 𝑇 ∈ 𝒮. 特别地,

该结果对于𝐴为紧算子时是成立的.

引引引理理理 3 [17] 若𝑇 ∈ ℬ(ℋ)且 ∥𝐼 −𝑇∥ < 1,则𝑇 是

可逆的且

∥𝑇−1∥ ⩽ 1

1− ∥𝐼 − 𝑇∥ . (8)

由文献 [18]的定理 4.1知,存在控制器𝐶 ∈ 𝒮,使

得闭环系统 {𝐿1, 𝐶}和 {𝐿2, 𝐶}都是可镇定的.但是

控制器𝐶的具体形式并没有给出. 为解决这一问题,

下面给出本文的主要结果,它具体刻画了强镇定系统

𝐿1和𝐿2的所有控制器.

定定定理理理 2 假设系统𝐿1, 𝐿2 ∈ ℒ分别有左素分解
𝐿1 = 𝑀̂1

−1
𝑁1 和𝐿2 = 𝑀̂2

−1
𝑁2, 其中 𝑀̂𝑖, 𝑁𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖

∈ 𝒮且满足Bezout方程𝑁𝑖𝑋𝑖 + 𝑀̂𝑖𝑌𝑖 = 𝐼 (𝑖 = 1, 2).

定义𝐵 = 𝑀̂1𝐿2 − 𝑁̂1, 𝐴 = 𝑁̂2𝑋̂1 + 𝑀̂2𝑌1.如果系统

𝐿1和𝐿2可被同时强镇定,并且𝐴在𝒮中可逆,则同时

镇定系统𝐿1和𝐿2的所有控制器𝐶 ∈ 𝒮有如下形式
的右素分解:

𝐶(𝑄) = (𝑋̂1 −𝑄)(𝑌1 + 𝐿2𝑄)−1, (9)

其中𝑄 ∈ {𝑄 ∈ 𝒮 : (𝐼 +𝐵𝑄)−1 ∈ 𝒮}.

证证证明明明 首先证明𝑌1 + 𝐿2𝑄在𝒮中是可逆的. 因
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为

𝑌1 + 𝐿2𝑄 = (𝑌2 + 𝐿2𝑄𝑌 −1
1 𝑌2)𝑌

−1
2 𝑌1, (10)

其中𝑌1, 𝑌2在𝒮中可逆, 这是由于系统𝐿1和𝐿2可被

同时强镇定.令 𝑄̃ = 𝑄𝑌 −1
1 𝑌2,有 𝑄̃ ∈ 𝒮. 由引理 2可

知, 𝑌2 + 𝐿2𝑄̃在𝒮中是可逆的.由于𝑌2 + 𝐿2𝑄̃, 𝑌1, 𝑌2

均在𝒮中可逆,由式 (10)知, 𝑌1 + 𝐿2𝑄在𝒮中可逆.

下面证明当𝐶(𝑄) = (𝑋̂1 − 𝑄)(𝑌1 + 𝐿2𝑄)−1时,

𝐶(𝑄)同时镇定系统𝐿1和𝐿2.

由𝐿1 = 𝑀̂−1
1 𝑁̂1, 𝐿2 = 𝑀̂−1

2 𝑁̂2,有

𝑀̂1(𝑌1 + 𝐿2𝑄) + 𝑁̂1(𝑋̂1 −𝑄) =

(𝑀̂1𝑌1 + 𝑁̂1𝑋̂1) + (𝑀̂1𝐿2 − 𝑁̂1)𝑄 = 𝐼 +𝐵𝑄, (11)

𝑀̂2(𝑌1 + 𝐿2𝑄) + 𝑁̂2(𝑋̂1 −𝑄) =

(𝑀̂2𝑌1 + 𝑁̂2𝑋̂1) + (𝑀̂2𝐿2 − 𝑁̂2)𝑄 = 𝐴. (12)

由于 𝐼 + 𝐵𝑄和𝐴均在𝒮中可逆, 应用引理 1以及式

(11)和 (12),有𝐶(𝑄)镇定系统𝐿1和𝐿2.

另一方面, 假设𝐶 ∈ 𝒮镇定系统𝐿1和𝐿2.下面

证明存在𝑄 ∈ 𝒮使得
[
𝑌1 + 𝐿2𝑄

𝑋̂1 −𝑄

]
是控制器𝐶的强

右表示. 应用引理 2,存在𝑄1, 𝑄2 ∈ 𝒮,使得[
𝑀𝐶

𝑁𝐶

]
=

[
𝑌1 + 𝐿1𝑄1

𝑋̂1 −𝑄1

]
=

[
𝑌2 + 𝐿2𝑄2

𝑋̂2 −𝑄2

]
𝑍,

(13)

其中𝑍在𝒮中可逆. 令𝑍 = 𝐴,有

[ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

[
𝑀𝐶

𝑁𝐶

]
=

[ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

[
𝑌2 + 𝐿2𝑄2

𝑋̂2 −𝑄2

]
𝐴 =

[(𝑀̂2𝑌2 +𝑁2𝑋̂2) + (𝑀̂2𝐿2 − 𝑁̂2)𝑄2]𝐴 =

(𝐼 + 0)𝐴 = 𝐴 = [ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

[
𝑌1

𝑋̂1

]
, (14)

因此

[ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
= 0. (15)

由文献 [19]的推论 6.1可知, 系统𝐿2存在右素分解

𝑁2𝑀
−1
2 , 其中𝑌2𝑀2 + 𝑋2𝑁2 = 𝐼 , 且𝑀2, 𝑁2, 𝑋2, 𝑌2,

𝑀̂2, 𝑁̂2, 𝑋̂2, 𝑌2满足双Bezout恒等式. 定义

𝑄 = 𝑀2[ 𝑋2 −𝑌2 ]

[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
,

则有[
𝑌1 + 𝐿2𝑄

𝑋̂1 −𝑄

]
=

[
𝑌1

𝑋̂1

]
+

[
𝐿2

−𝐼

]
𝑄 =

[
𝑌1

𝑋̂1

]
+

[
𝐿2

−𝐼

]
𝑀2[ 𝑋2 −𝑌2 ]

[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
=

[
𝑌1

𝑋̂1

]
+
{[

𝐼 0

0 𝐼

]
−

[
𝑌2

𝑋̂2

]
[ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

}[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
=

[
𝑌1

𝑋̂1

]
+

[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
−

[
𝑌2

𝑋̂2

]
[ 𝑀̂2 𝑁̂2 ]

[
𝑀𝐶 − 𝑌1

𝑁𝐶 − 𝑋̂1

]
=

[
𝑀𝐶

𝑁𝐶

]
. (16)

因此 [
𝑀𝐶

𝑁𝐶

]
=

[
𝑌1 + 𝐿2𝑄

𝑋̂1 −𝑄

]
, (17)

其中𝑄 ∈ 𝒮. □

与定理 2类似,下面的定理将给出控制器的左素

分解的形式.

定定定理理理 3 假设系统𝐿1和𝐿2分别有右素分解

𝐿1 = 𝑁1𝑀
−1
1 和𝐿2 = 𝑁2𝑀

−1
2 , 其中𝑀𝑖, 𝑁𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖 ∈

𝒮满足Bezout方程𝑋𝑖𝑁𝑖 + 𝑌𝑖𝑀𝑖 = 𝐼 (𝑖 = 1, 2).定义

𝐴 = 𝑌1𝑀2 +𝑋1𝑁2, 𝐵̂ = 𝐿2𝑀1 −𝑁1. 如果系统𝐿1和

𝐿2可被同时强镇定,且𝐴在𝒮中可逆,则同时镇定系

统𝐿1和𝐿2的所有控制器𝐶 ∈ 𝒮有如下形式的左素
分解:

𝐶(𝑄) = (𝑌1 +𝑄𝐿2)
−1(𝑋1 −𝑄), (18)

其中𝑄 ∈ {𝑄 ∈ 𝒮 : (𝐼 +𝑄𝐵̂)−1 ∈ 𝒮}.

3 同同同时时时鲁鲁鲁棒棒棒强强强镇镇镇定定定

给定系统𝐿1, 𝐿2 ∈ ℒ, 且𝐿1, 𝐿2是不确定的, 它

们在某个集合𝐵中. 所谓鲁棒同时镇定问题,是寻找

一共同的控制器𝐶使得系统𝐿1, 𝐿2 ∈ 𝐵都可镇定. 应

用定理 2的结果,下面的定理将给出同时鲁棒强镇定

的一个结论.

定定定理理理 4 假设系统𝐿1, 𝐿2 ∈ ℒ是可镇定的,且分

别有左素分解𝐿1 = 𝑀̂1
−1

𝑁1和𝐿2 = 𝑀̂2
−1

𝑁2. 𝐴,𝐵

如定理 2所定义.令 𝑠 = max{∥𝐴−1∥, ∥(𝐼 + 𝐵𝑄)−1∥},

且𝐶 =

[
𝑌1 + 𝐿2𝑄

𝑋̂1 −𝑄

]
, 𝑄 ∈ {𝑄 ∈ 𝒮 : (𝐼+𝐵𝑄)−1 ∈ 𝒮}.

如果
∥∥∥[ 𝑌1 + 𝐿2𝑄

𝑋̂1 −𝑄

]∥∥∥ ⩽ 1

𝑟𝑠
,则对于所有满足条件: 1)

Δ𝑀̂,Δ𝑁̂ ∈ 𝒮, 2) ∥[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]∥ < 𝑟的 [−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ],

𝐶 ∈ 𝒮同时镇定 [−𝑁̂1 + Δ𝑁̂ , 𝑀̂1 + Δ𝑀̂ ]和 [−𝑁̂2 +

Δ𝑁̂ , 𝑀̂2 +Δ𝑀̂ ].

证证证明明明 应用引理 1以及𝐿𝑖 = 𝑀̂𝑖
−1

𝑁𝑖, 𝑖 = 1, 2,

只要证明 [𝑁̂𝑖 −Δ𝑁̂ , 𝑀̂𝑖 +Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
是可逆

的即可.由于
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[𝑁̂1 −Δ𝑁̂ , 𝑀̂1 +Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
=

(𝐼 +𝐵𝑄) + [−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
=

(𝐼 +𝐵𝑄)
{
𝐼+

(𝐼 +𝐵𝑄)−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]}
;

[𝑁̂2 −Δ𝑁̂ , 𝑀̂2 +Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
=

(𝑀̂2𝑌1 + 𝑁̂2𝑋̂1) + [−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
=

𝐴+ [−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
=

𝐴
{
𝐼 +𝐴−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]}
.

𝐼 +𝐵𝑄和𝐴在𝒮中可逆,只需证明

𝐼 + (𝐼 +𝐵𝑄)−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
和

𝐼 +𝐴−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
在𝒮中都可逆. 因为𝒮是一个Banach代数,由假设知∥∥∥(𝐼 +𝐵𝑄)−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]∥∥∥ ⩽

∥(𝐼 +𝐵𝑄)−1∥ ⋅ ∥[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]∥ ⋅
∥∥∥[ 𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]∥∥∥ <

𝑠𝑟 ⋅ 1

𝑟𝑠
= 1,∥∥∥𝐴−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]∥∥∥ ⩽

∥𝐴−1∥ ⋅ ∥[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]∥ ⋅
∥∥∥[ 𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]∥∥∥ <

𝑠𝑟 ⋅ 1

𝑟𝑠
= 1,

因此,由引理 3可知

𝐼 + (𝐼 +𝐵𝑄)−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
和

𝐼 +𝐴−1[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]

[
𝑋̂1 −𝑄

𝑌1 + 𝐿2𝑄

]
在𝒮中都可逆. 从而𝐶 ∈ 𝒮同时镇定 [−𝑁̂1 +Δ𝑁̂ , 𝑀̂1

+Δ𝑀̂ ]和 [−𝑁̂2 +Δ𝑁̂ , 𝑀̂2 +Δ𝑀̂ ]. □

4 例例例 子子子

下面通过例子来说明定理 2的可行性和有效性.

例 1 考虑如下的两个离散时变线性系统:

𝐿1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4

−16 4

64 −16 4

−256 64 −16 4
...

...
...

...
. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐿2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2

2

. . .

2

. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

容易验证系统𝐿1和𝐿2分别有左素分解𝐿1 =

𝑀̂−1
1 𝑁̂1和𝐿2 = 𝑀̂−1

2 𝑁̂2,其中

𝑁̂1 = 𝐼, 𝑀̂1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/4

1 1/4

. . . . . .

1 1/4

. . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑁̂2 = 𝐼, 𝑀̂2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2

1/2

. . .

1/2

. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

1

2
𝐼.

令

𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1 0

. . . . . .

1 0

. . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

有 𝑀̂1 =
1

4
𝐼 + 𝑆. 选择 𝑋̂1 =

3

4
𝐼 − 𝑆, 𝑌1 = 𝐼 ,使得

𝑁̂1𝑋̂1 + 𝑀̂1𝑌1 = 𝐼.

因此

𝐴 = 𝑁̂2𝑋̂1 + 𝑀̂2𝑌1 =
5

4
𝐼 − 𝑆,

𝐵 = 𝑀̂1𝐿2 − 𝑁̂1 = 2𝑆 − 1

2
𝐼.

选择𝑄 ∈ 𝒮且 ∥𝑄∥ < 2/5时, 𝐼 + 𝐵𝑄是可逆的算子.

于是同时镇定系统𝐿1和𝐿2的所有控制器𝐶具有如

下形式:

𝐶 =(𝑋̂1 −𝑄)(𝑌1 + 𝐿2𝑄)−1 =(3
4
𝐼 − 𝑆 −𝑄

)
(𝐼 + 2𝑄)−1.

如果令𝑄 = −1

4
𝐼 ,则 𝐼 + 𝐵𝑄 =

9

8
𝐼 − 1

2
𝑆是可逆的且
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系统𝐿1和𝐿2的一个稳定控制器具有如下形式:

𝐶 = (𝑋̂1 −𝑄)(𝑌1 + 𝐿2𝑄)−1 = 2𝐼 − 2𝑆.

关于定理 4的有效性,通过下面的例子加以说明.

例 2 考虑线性系统𝐿1和𝐿2如例 1所定义, 且

系统𝐿1和𝐿2分别有左素分解𝐿1 = 𝑀̂−1
1 𝑁̂1和𝐿2 =

𝑀̂−1
2 𝑁̂2,其中 𝑀̂1, 𝑁̂1, 𝑀̂2, 𝑁̂2, 𝑋̂1, 𝑌1如例 1所给出.

取 𝑟 = 1, 𝑄 =
1

5
𝐼 , 则 𝑠 = max{∥𝐴−1∥, ∥(𝐼 +

𝐵𝑄)−1∥} = 10/9, 𝐿1和𝐿2的一个稳定控制器具有如

下形式:

𝐶 = (𝑋̂1 −𝑄)(𝑌1 + 𝐿2𝑄)−1 =
11

28
𝐼 − 5

7
𝑆.

易得 ∥𝐶∥ =
5

7
<

1

𝑟𝑠
, 对于所有的 [−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ], 满足

条件Δ𝑀̂,Δ𝑁̂ ∈ 𝒮,且 ∥[−Δ𝑁̂ ,Δ𝑀̂ ]∥ < 1,从而易知

𝐶同时强镇定 [−𝑁̂1+Δ𝑁̂ , 𝑀̂1+Δ𝑀̂ ]和 [−𝑁̂2+Δ𝑁̂ ,

𝑀̂2 +Δ𝑀̂ ].

5 结结结 论论论

本文在套代数框架下,针对只有左互素或者右互

素分解的两个时变线性系统,设计了所有的镇定控制

器. 同时,应用所得到的控制器的参数化,进一步研究

了一类鲁棒镇定问题.数值例子表明了本文方法的有

效性和可行性.
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