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摘 要: 研究一类转移概率部分未知的随机Markov饱和切换系统的非脆弱镇定问题.基于参数依赖型Lyapunov函

数,设计非脆弱状态反馈控制器以保证闭环饱和系统的随机稳定性,在此基础之上,通过求解线性矩阵不等式,得到

均方意义下的最大不变吸引域.数值仿真验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: The problem of non-fragile stabilization for the stochastic system with Markovian switching under partly unknown

transition rates and actuator saturation is considered . By employing the parameter-dependent Lyapunov methodology, the

non-fragile state feedback controller is proposed to guarantee the stochastic stability of the resulting closed-loop saturated

system. Based on the obtained results, sufficient conditions with LMI constraints are established to acquire the largest

contraction invariant set in the mean square sense. Finally, an example is given to illustrate the effectiveness of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

作为一类特殊的混杂系统, Makov切换系统的研

究得到了广泛的关注[1-2]. 由于受到突发因素的影响,

许多实际的工业控制过程可以描述为Markov切换系

统,例如经济系统,网络控制系统和故障容错系统等.

作为关键性的因素, 转移概率决定Markov切换系统

的系统性能. 然而, 直到现在, 关于Markov切换系统

的文献大都建立在转移概率完全已知的情况下.由于

控制系统的复杂性,获得全部的转移概率是不太可能

的. 近年来,关于部分未知转移概率的Markov切换系

统已有部分文献报道[3-8]. 同时,作为一类特殊的非线

性现象,基于执行器物理性能的限制或者安全因素的

考虑,执行器饱和现象经常出现在控制系统中, 导致

系统的性能下降或者失控.对于执行器饱和控制的问

题,人们进行了大量的研究,并取得了许多丰硕的成

果[9-11].

近年来, 由于随机系统在控制领域的广泛应用,

对于其问题的研究已成为热点,例如可靠控制[12]、扰

动抑制[13]和多时滞控制[14].然而, 关于随机Markov

饱和切换系统的文献却很少.文献 [15]针对部分转移

概率未知的随机Markov分布时滞饱和系统, 设计了

记忆状态反馈控制器.

本文针对一类随机Markov饱和切换系统, 在转

移概率部分未知的情况下, 考虑控制器的增益波动,

基于参数依赖型Lyapunov函数, 设计了非脆弱控制

器, 保证了系统的随机稳定性, 并得到了均方稳定意

义下的最大不变吸引域.最后, 通过数值算例验证了

所提出方法的有效性.
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1 系系系统统统描描描述述述

考虑如下随机Markov饱和切换系统:

d𝑥(𝑡) =

[𝐴(𝑔𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑔𝑡)𝜎(𝑢(𝑡))]d𝑡+𝑊 (𝑔𝑡)𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡),

𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑔𝑡0 = 𝑔0, 𝑡0 = 0, (1)

其中𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛、𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚、𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑠为系统的状

态、控制输入和标准的维纳过程. 连续时间Markov跳

变过程为 {𝑔𝑡∣𝑔𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 ⩾ 0}.定义𝑆 = {1,
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 函数𝜎(⋅) : 𝑅𝑚 → 𝑅𝑚是标准的向量饱和

函数,即

𝜎(𝑢) = [𝜎T(𝑢1) 𝜎T(𝑢2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜎T(𝑢𝑚)]T.

其中: 𝜎(𝑢𝑖) = sin 𝑔(𝑢𝑖)min{1, ∣𝑢𝑖∣}, 𝜎(⋅)为符号函
数.转移概率表示如下:

𝑃{𝑔𝑡+Δ𝑡 = 𝑗∣𝑔𝑡 = 𝑖} =

{
𝜋𝑖𝑗Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), 𝑖 ∕= 𝑗;

1 + 𝜋𝑖𝑗Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), 𝑖 = 𝑗.

其中

Δ𝑡 ⩾ 0, lim
Δ𝑡→0

(𝑜(Δ𝑡)/Δ𝑡) = 0;

𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑖 ∕= 𝑗;

𝑁∑
𝑗=1,𝑖∕=𝑗

𝜋𝑖𝑗 = −𝜋𝑖𝑖.

转移概率为部分未知,意味着转移概率矩阵Π =

{𝜋𝑖𝑗}中的元素只有部分已知. 对于 ∀𝑖 ∈ 𝑆,定义𝑆𝑖 =

𝑆𝑖
𝑘

∪
𝑆𝑖
𝑢𝑘,其中

𝑆𝑖
𝑘 ≜ {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗 is known, for 𝑗 ∈ 𝑆},
𝑆𝑖
𝑢𝑘 ≜ {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗 is unknown, for 𝑗 ∈ 𝑆}.

若𝑆𝑖 ∕= ∅,则可描述为

𝑆𝑖
𝑘 ≜ {𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖𝑚}, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁,

其中 𝑘𝑖𝑚 ∈ 𝑆表示矩阵Π 第 𝑖行中序号为𝑆𝑖
𝑘的第𝑚

个已知元素.

设计非脆弱状态反馈控制器为

𝑢(𝑡) = (𝐾(𝑔𝑡) +△𝐾(𝑔𝑡))𝑥(𝑡). (2)

其中: 𝐾(𝑔𝑡)为控制器增益, △𝐾(𝑔𝑡)为控制器增益波

动.假设控制器增益波动满足

△𝐾(𝑔𝑡)) = 𝐻𝑘(𝑔𝑡)𝐹𝑘(𝑔𝑡, 𝑡)𝑀𝑘(𝑔𝑡). (3)

其中: 𝐻𝑘(𝑔𝑡)和𝑀𝑘(𝑔𝑡)为已知的适当维数的常数矩

阵,满足

𝐹T
𝑘 (𝑔𝑡, 𝑡)𝑀𝑘(𝑔𝑡)𝐹𝑘(𝑔𝑡, 𝑡)𝑀𝑘(𝑔𝑡) ⩽ 𝐼. (4)

注注注 1 由于实际过程中的复杂性, 设计精确的

状态反馈控制器是不现实的.本文考虑了控制器的增

益波动,设计了非脆弱状态反馈控制器, 这有助于提

高系统的鲁棒性.

为便于记忆,定义 𝑔𝑡 = 𝑖. 基于非脆弱状态反馈

控制器 (2),得到以下闭环随机Markov饱和切换系统:

d𝑥(𝑡) =

[𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝜎((𝐾𝑖 +△𝐾𝑖)𝑥(𝑡))]d𝑡+𝑊𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡),

𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑔𝑡0 = 𝑔0, 𝑡0 = 0. (5)

定定定义义义 1[7] 在任意的初始模态 𝑔𝑡 ∈ 𝑆, 初始状

态𝑥0 ∈ ℓ, ℓ ⊂ 𝑹𝑛下, 存在一个正的标量参数𝑇 (𝑥0,

𝑔0),使得

lim
𝑇𝑓→∞

𝐸
{ w 𝑇𝑓

0
𝑥T(𝑡, 𝑥0, 𝑔0)𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑔0)d𝑡∣(𝑥0, 𝑔0)

}
<

𝑇 (𝑥0, 𝑔0), (6)

那么集合 ℓ ⊂ 𝑹𝑛被称为随机Markov切换系统 (5)均

方意义下的吸引区域.

注注注 2 由定义 1可以看出,如果系统的初始状态

在吸引区域内,则系统 (5)在原点处是随机稳定的.

定定定义义义 2[7] 定义随机Markov饱和切换系统 (5)

的Lyapunov函数为𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖),其无穷小算子为

𝛤𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =

lim
Δ𝑡→0

1

Δ𝑡
[𝐸{𝑉 (𝑥(𝑡+Δ𝑡), 𝑔(𝑡+Δ𝑡))∣𝑥(𝑡),

𝑔(𝑡) = 𝑖)} − 𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑔(𝑡) = 𝑖)].

对于任意矩阵,定义椭圆

𝜉(𝑃𝑖) = {𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛 : 𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡) ⩽ 1}.
引引引理理理 1[9] 对于任意的矩阵𝐾𝑖, 𝐹𝑖 ∈ 𝑹𝑚×𝑛,如

果𝑥(𝑡) ∈ Ψ(𝐹𝑖),则𝜎(𝐾𝑖𝑥(𝑡))可表示为

𝜎(𝐾𝑖𝑥(𝑡)) =

2𝑚∑
𝑣=1

𝜂𝑣(𝑈𝑣𝐾𝑖 + 𝑈−
𝑣 𝐹𝑖)𝑥(𝑡).

其中

𝜓(𝐹𝑖) =

{𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑓𝑖𝑗𝑥(𝑡)∣ ⩽ 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚},
𝑓𝑖𝑗为矩阵𝐹𝑖的第 𝑗行; 𝑈𝑣, 𝑈

−1
𝑣 = 𝐼 − 𝑈𝑣 ∈ ℘, 𝑣 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑚, ℘为𝑚 × 𝑚的对角矩阵的集合, 其对角

线上的元素为 1或者 0; 𝜂𝑣为标量,并且 0 ⩽ 𝑞𝜂𝑣 ⩽ 1,
2𝑚∑
𝑣=1

𝜂𝑣 = 1.

注注注 3 引理 1采用了饱和设计方法中的直接设

计法—–凸多面体方法,可以利用矩阵不等式的方法

求解控制器.

引引引理理理 2[11] 对于任意适当维数的矩阵𝑇 , 𝑀和

𝑁 ,以及满足𝐹T𝐹 ⩽ 𝐼的矩阵𝐹 ,有

𝑇 +𝑀𝐹𝑁 +𝑁T𝐹T𝑀T ⩽

𝑇 + 𝜀𝑀𝑀T + 𝜀−1𝑁T𝑁, 𝜀 > 0. (7)

2 主主主要要要结结结论论论

下面将考虑闭环系统 (5)的随机稳定性、非脆弱

状态反馈控制器的设计和最大不变吸收域的估计.
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2.1 随随随机机机稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 对于系统 (5), 如果存在正标量 𝜀𝑖, 矩

阵𝐹𝑖,正定对称矩阵𝑃𝑖和对称矩阵𝑄𝑖,使得下列条件

成立: ⎡⎢⎣Π1 𝑀T
𝑘𝑖 𝜀𝑖𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖

* −𝜀𝑖 0

* * −𝜀𝑖

⎤⎥⎦ < 0; (8)

𝑃𝑗 −𝑄𝑖 ⩽ 0, 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑢𝑘, 𝑗 ∕= 𝑖; (9)

𝑃𝑗 −𝑄𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑢𝑘, 𝑗 = 𝑖; (10)

𝜉(𝑃𝑖) ∈ 𝜓(𝐹𝑖). (11)

其中

Π1 =

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖)

T𝑃𝑖+∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖) + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖+

𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖) +𝑊T

𝑖 𝐸
T𝑃𝑖𝑊𝑖.

则存在非脆弱状态反馈控制器 (2), 使初始状态属于

集合
𝑁∩
𝑖=1

𝜉(𝑃𝑖)的系统 (5)随机稳定.

证证证明明明 对于系统 (5),选择Lyapunov函数

𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) = 𝑥T(𝑡)𝑃 (𝑔𝑡)𝑥(𝑡), (12)

其中𝑃 (𝑔𝑡) > 0. 由式 (12)可知,如果

𝑥(𝑡) ∈
𝑁∩
𝑖=1

𝜉(𝑃𝑖),

则可得𝑥(𝑡) ∈ 𝜓(𝐹𝑖). 由定义 2可得

𝛤𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) =[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝑃𝑖𝐵𝑖𝜎(𝐾𝑖 +△𝐾𝑖)+

𝜎T(𝐾𝑖 +△𝐾𝑖)𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖 +
∑
𝑗∈𝑆

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗

]
𝑥(𝑡) =

2𝑚∑
𝑣=1

𝜂𝑣𝑥
T(𝑡)

[
(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈

−
𝑣 𝐹𝑖)

T𝑃𝑖+

𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖)+

𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐹𝑘𝑖(𝑡)𝑀𝑘𝑖 + (𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐹𝑘𝑖(𝑡)𝑀𝑘𝑖)
T𝑃𝑖+

𝑊T
𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖 +

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)+

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑢𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)
]
𝑥(𝑡). (13)

其中: 对于任意的矩阵𝑄𝑖,有∑
𝑗∈𝑆

𝜋𝑖𝑗𝑄𝑖 = 0.

基于引理 2,存在正标量 𝜀𝑖,使得

𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐹𝑘𝑖(𝑡)𝑀𝑘𝑖 + (𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐹𝑘𝑖(𝑡)𝑀𝑘𝑖)
T𝑃𝑖 ⩽

𝜀𝑖𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐻
T
𝑘𝑖𝑈𝑣𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝑀T
𝑘𝑖𝑀𝑘𝑖, (14)

因此有下式成立:

𝛤𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) ⩽
2𝑚∑
𝑣=1

𝜂𝑣𝑥
T(𝑡)

[
(𝜀𝑖𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐻

T
𝑘𝑖𝑈𝑣𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖+

𝜀−1
𝑖 𝑀𝑘𝑖)

T𝑀𝑘𝑖 + (𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖)

T𝑃𝑖+

𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖) +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖+∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖) +
∑

𝑗∈𝑆𝑖
𝑢𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)
]
𝑥(𝑡) =

2𝑚∑
𝑣=1

𝜂𝑣𝑥
T(𝑡)Π𝑖𝑗𝑥(𝑡), (15)

其中

Π𝑖𝑗 =

𝜀𝑖𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐻
T
𝑘𝑖𝑈𝑣𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝑀T
𝑘𝑖𝑀𝑘𝑖+

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖)

T𝑃𝑖+

𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖) +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖+∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖) +
∑

𝑗∈𝑆𝑖
𝑢𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖).

注意到𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0 (∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ∕= 𝑗)和 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑢𝑘,如果

𝑖 ∈ 𝑆𝑖
𝑘, 则根据不等式 (8)和 (9)可得Π𝑖𝑗 < 0.若 𝑖 ∈

𝑆𝑖
𝑢𝑘,则可计算

Π𝑖𝑗 =

𝜀𝑖𝑃𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖𝐻
T
𝑘𝑖𝑈𝑣𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝑀T
𝑘𝑖𝑀𝑘𝑖+

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖)

T𝑃𝑖+

𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑈𝑣𝐾𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−
𝑣 𝐹𝑖) +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖+∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖) +
∑

𝑗∈𝑆𝑖
𝑢𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)+

𝜋𝑖𝑖(𝑃𝑖 −𝑄𝑖).

由不等式 (8)∼ (10)同样可得Π𝑖𝑗 < 0. 由此可得

𝛤𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑖) ⩽ −min
𝑖∈𝑆

[𝜆min(−Π𝑖𝑗)]𝑥
T(𝑡)𝑥(𝑡),

因此有

lim
𝑇𝑓→∞

𝐸
{ w 𝑇𝑓

0
𝑥T(𝑡, 𝑥0, 𝑔0)𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑔0)d𝑡∣(𝑥0, 𝑔0)

}
<

𝑇 (𝑥0, 𝑔0). 2
注注注 4 定理 1利用了转移概率内部的性质,应用

了自由权矩阵𝑄𝑖,在一定程度上降低了保守性.

注注注 5 定理 1包含了转移概率完全已知、部分

未知和全部未知的 3种情况,当转移概率完全已知时,

自由权矩阵𝑄𝑖不起作用, 不等式 (9)和 (10)不存在,

Π1中的
∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)项被
∑
𝑗∈𝑆

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗代替.当转移

概率全部未知时, Π1中的
∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 −𝑄𝑖)项不存在.

由此可见,只有当转移概率为部分未知和全部未知时,
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自由权矩阵𝑄𝑖才起作用.

2.2 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计和和和吸吸吸引引引域域域估估估计计计

一般而言,即使是简单的系统,要想获得精确的

吸引域也是很难的, 所以要对吸引域进行估计.先用

收缩性不变集估计吸引域,然后在吸引域中求解出最

大的一个作为系统的吸引域估计值,引入形状参考集.

对于一个包含原点的集合 ℓ ⊂ 𝑹𝑛,定义

𝛼𝑅(ℓ) := sup{𝛼 > 0 : 𝛼𝑋𝑅 ⊂ ℓ},
如果𝛼𝑅(ℓ) > 1,则𝑋𝑅 ⊂ ℓ. 由此易知𝛼𝑅(ℓ)中反应集

合 ℓ的大小.

考虑形状参考集类型为多面体,即

𝑋𝑅 = 𝐶0{𝑥10, 𝑥20, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝜌0}.
其中: 𝑥10, 𝑥20, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝜌0为给定的𝑛维向量; 𝐶0表示这组

向量凸包.

定理 1给出了随机稳定的充分条件.为了求得非

脆弱状态反馈控制器 (2)和最大不变吸引域,需要将

上述条件转化为易于求解的线性矩阵不等式形式.

为了验证给定的初始状态𝑥0 ∈ 𝑹𝑛是否位于𝑥10, 𝑥
2
0,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝜌0内,需求解下列凸优化问题:

sup 𝛼;

𝛼, 𝜀𝑖, 𝑃𝑖 > 0, 𝐹𝑖, 𝑄𝑖.

s.t. 1)𝛼𝑥𝑔0 ⊂
𝑁∩
𝑖=1

𝜉(𝑃𝑖);

2)不等式 (8) ∼ (10);

3) ∣𝐹𝑖𝑞𝑥(𝑡)∣ ⩽ 1, ∀𝑥(𝑡) ∈ 𝜉(𝑃𝑖). (16)

其中: 𝑓𝑖𝑗为矩阵𝐹𝑖的第 𝑗行, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑔 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑣 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑚.当且仅当

式 (11)满足时,式 (16)中的条件 3)成立.如果𝛼max >

1,则初始状态𝑥0在凸集𝐶0中. 定义

𝛽 = 𝛼−2, 𝑋𝑖 = 𝑃−1
𝑖 , 𝑌𝑖 = 𝐾𝑖𝑋𝑖,

𝑅𝑖 = 𝐹𝑖𝑋𝑖, 𝑉𝑖 = 𝑋𝑖𝑄𝑖𝑋𝑖. (17)

通过分析可知,条件 1)等价于𝛼2(𝑥𝑔0)
T𝑃𝑖𝑥

𝑔
0 ⩽ 1,

𝑔 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌,由 Schur补,可一步转化为[
−𝛽 (𝑥𝑔0)

T

* −𝑋𝑖

]
⩽ 0. (18)

同时,条件 3)等价于[
−𝑋𝑖 𝑅T

𝑖𝑞

* −𝐼

]
⩽ 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, (19)

其中𝑅𝑖𝑞为矩阵𝑅𝑖的第 𝑞行.

对于不等式 (8),左乘和右乘 diag{𝑋𝑖, 𝐼, 𝐼},可得⎡⎢⎣Π2 𝑋𝑖𝑀
T
𝑘𝑖 𝜀𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖

* −𝜀𝑖 0

* * −𝜀𝑖

⎤⎥⎦ < 0, (20)

其中

Π2 =

𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝑈𝑣𝐵
T
𝑖 +𝑅T

𝑖 𝑈
−1
𝑣 𝐵T

𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖+

𝐵𝑖𝑈𝑣𝑌𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−1
𝑣 𝑅𝑖 +𝑋𝑖𝑊

T
𝑖 𝑋

−1
𝑖 𝑊𝑖𝑋𝑖+∑

𝑗∈𝑆𝑖
𝑘

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 −

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑖.

在下面的分析中,将不等式 (20)分成两种情况.

情情情况况况 1 对于 𝑖 ∈ 𝑆𝑖
𝑘,不等式 (20)等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Π3 𝑋𝑖𝑀
T
𝑘𝑖 𝜀𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖 𝑋𝑖𝑊

T
𝑖 Π4

* −𝜀𝑖 0 0 0

* * −𝜀𝑖 0 0

* * * −𝑋𝑖 0

* * * * Π5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (21)

其中

Π3 =

𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝑈𝑣𝐵
T
𝑖 +𝑅T

𝑖 𝑈
−1
𝑣 𝐵T

𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖+

𝐵𝑖𝑈𝑣𝑌𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−1
𝑣 𝑅𝑖 + 𝜋𝑖𝑖𝑋𝑖 −

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑖,

Π4 =

[
√
𝜋𝑖𝑘𝑖

1
𝑋𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,√𝜋𝑖𝑘𝑖

𝑟−1
𝑋𝑖,

√
𝜋𝑖𝑘𝑖

𝑟+1
𝑋𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,√

𝜋𝑖𝑘𝑖
𝑚
𝑋𝑖],

Π5 = diag{𝑋𝑘𝑖
1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘𝑖

𝑟−1
, 𝑋𝑘𝑖

𝑟+1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘𝑖

𝑚
}.

情情情况况况 2 对于 𝑖 /∈ 𝑆𝑖
𝑘,不等式 (20)等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Π̃3 𝑋𝑖𝑀
T
𝑘𝑖 𝜀𝑖𝐵𝑖𝑈𝑣𝐻𝑘𝑖 𝑋𝑖𝑊

T
𝑖 Π̃4

* −𝜀𝑖 0 0 0

* * −𝜀𝑖 0 0

* * * −𝑋𝑖 0

* * * * Π̃5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (22)

其中

Π̃3 =

𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝑈𝑣𝐵
T
𝑖 +𝑅T

𝑖 𝑈
−1
𝑣 𝐵T

𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖+

𝐵𝑖𝑈𝑣𝑌𝑖 +𝐵𝑖𝑈
−1
𝑣 𝑅𝑖 −

∑
𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑖,

Π̃4 = (23)

[
√
𝜋𝑖𝑘𝑖

1
𝑋𝑖,

√
𝜋𝑖𝑘𝑖

2
𝑋𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,√𝜋𝑖𝑘𝑖

𝑚
𝑋𝑖],

Π̃5 = diag{𝑋𝑘𝑖
1
, 𝑋𝑘𝑖

2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘𝑖

𝑚
}. (24)

对于不等式 (9),左乘和右乘𝑋𝑖,可得[
−𝑉𝑖 𝑋𝑖

∗ −𝑋𝑗

]
⩽ 0, 𝑗 ∈ 𝑆𝑖

𝑢𝑘, 𝑗 ∕= 𝑖. (25)

对于不等式 (10),左乘和右乘𝑋𝑖,可得

𝑋𝑗 − 𝑉𝑗 ⩾ 0, 𝑗 ∈ 𝑆𝑖
𝑢𝑘, 𝑗 = 𝑖.
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综上所述,可得到下列优化问题:

min 𝛽;

𝛽, 𝜀𝑖, 𝑋𝑖 > 0, 𝑅𝑖, 𝑉𝑖, 𝑌𝑖.

s.t. 不等式 (18) ∼ (19), (21) ∼ (24). (26)

如果 𝛽min < 1 (意味着𝛼max > 1),则基于模态的非脆

弱控制器 (2)会使初始状态属于𝐶0的系统 (5)随机稳

定.同时,非脆弱状态反馈控制器增益为𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝑋
−1
𝑖 .

3 数数数值值值仿仿仿真真真

四模态随机Markov饱和切换系统参数如下:

模态 1为

𝐴1 =

[
−2.4 −0.6

0.1 −1.2

]
,

𝐵1 =

[
1

2

]
, 𝑊1 =

[
1.1 0.5

0 1.1

]
,

𝐻𝑘1 = [0.5 0], 𝑀𝑘1 =

[
0.5 0

0 0.5

]
;

模态 2为

𝐴2 =

[
−2.1 −0.2

0.2 −1.5

]
,

𝐵2 =

[
2

1

]
, 𝑊2 =

[
0.8 0.6

0 0.9

]
,

𝐻𝑘2 = [1 0], 𝑀𝑘2 =

[
1 0

0 1

]
;

模态 3为

𝐴3 =

[
−3.1 0.1

1 −2

]
,

𝐵3 =

[
1

1

]
, 𝑊3 =

[
1 2

0 1

]
,

𝐻𝑘3 = [1 0.5], 𝑀𝑘3 =

[
1 0

0 2

]
;

模态 4为

𝐴4 =

[
−3.1 0.4

0.3 −1.2

]
,

𝐵4 =

[
1

1

]
, 𝑊4 =

[
1 0

0 1

]
,

𝐻𝑘4 = [0.5 0], 𝑀𝑘4 =

[
1 0

0 1

]
.

初始条件和转移概率矩阵为

𝑥0 =

[
−2

0.5

]
, 𝑔0 = 2,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1 ? ? 0.5

? ? 0.2 0.6

0.3 ? −1 ?

0.5 ? 0.9 ?

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

求解凸优化问题 (25)可得

𝛽min = 1.223 979e-008 < 1

和控制器增益为

𝐾1 = [−0.093 8 − 0.387 8],

𝐾2 = [−0.954 2 − 2.481 3],

𝐾3 = [−1.221 4 − 4.271 1],

𝐾4 = [−0.251 7 − 1.191 3].

假定转移概率矩阵为⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0.2 0.3 0.5

0.7 −1.5 0.2 0.6

0.3 0.4 −1 0.3

0.5 0.6 0.9 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
求解凸优化问题 (25)可得

𝛽min = 8.836 197e-009 < 1

和控制器增益

𝐾1 = [−0.065 8 − 0.286 6],

𝐾2 = [−0.891 5 − 2.175 9],

𝐾3 = [−0.996 0 − 3.230 3],

𝐾4 = [−0.073 9 − 0.329 5].

图 1∼图 3为闭环系统的转移概率部分未知系统

模态、状态轨迹和控制输入. 由图 1∼图 3可见, 所求

解的非脆弱状态反馈控制器可使初始状态属于凸集,

使得初始状态属于𝐶0{𝑥10}的系统 (5)随机稳定.

注注注 6 从求解的吸引域 𝛽min = 8.836 197e-009

< 1可以看出,转移概率矩阵获得的信息越多,计算求

得的吸引域就越大.

图 1 转移概率部分未知系统模态

图 2 转移概率部分未知状态轨迹
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图 3 转移概率部分未知控制输入

4 结结结 论论论

针对部分转移概率部分未知的随机Markov饱和

切换系统,本文采用椭圆不变集构造系统均方意义下

的稳定域,完成了非脆弱状态反馈控制器的设计.在

线性矩阵不等式的框架下,实现了控制器和最大吸引

域的求解. 数值仿真进一步验证了所提出方法的有效

性.
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