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摘 要: 从近似非齐次指数序列的GM(1,1)模型时间响应函数出发, 推导累加序列间的函数递推关系,并给出求

解时间响应函数参数值的直接估计方法. 在此基础上,构建一种能同时模拟近似齐次和近似非齐次指数序列的新

NGM(1,1)模型,该模型避免了模型参数估计从差分方程到微分方程的跳跃性误差,并从理论上解释了新模型能模拟

齐次指数序列和非齐次指数序列的原因.通过对新NGM(1,1)模型与既有模型进行比较,表明了所提出模型具有更优

良的模拟和预测性能.
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Abstract: The recursive relationship of the accumulative sequence is deduced according to the original sequence of non-

homogeneous exponential of time response function of GM(1,1) model, and the direct estimation method is constructed

to solve the parameters values of the time response function. Then, an NGM(1,1) model which can simulate approximate

homogenous exponential sequence and approximate non-homogenous exponential sequence is proposed. This NGM(1,1)

model avoids the jumping error of the model parameters estimation from difference equation to differential equation, and

explains theoretically the reason for its capability of simulating the homogenous and non-homogenous exponential sequence.

The results show that the simulation and prediction of the proposed model is more excellent through the comparison of the

new NGM(1,1) and the existing models.
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0 引引引 言言言

灰色预测模型因建模时所需样本量小、建模过

程简单等优点, 广泛应用于工业、农业、医学、军事

等领域[1]. GM(1,1)模型是灰色预测模型的基础和核

心,但实际应用中发现GM(1,1)模型的预测精度不稳

定, 许多学者从序列的光滑性[2-4]、初始值[5-8]、背景

值[9-10]、灰导数[11-13]等方面对该模型进行了改进和拓

展,有效地提高了该模型的模拟和预测性能.

从模型时间响应函数的最终还原式可以看出,

GM(1,1)是纯指数模型,其固有的建模机理导致该模

型难以有效实现对近似非齐次指数增长序列的模拟.

然而,现实生活中许多原始序列更符合近似非齐次指

数序列特征, 因此, 如何提高GM(1,1)模型对近似非

齐次指数序列的模拟和预测精度显得尤为重要.

近年来, 灰色研究者从DGM(1,1)模型的非齐次

拓展、非齐次指数序列的齐次化转换和GM(1,1)模型
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灰色影子方程的优化方法 3个角度,对近似非齐次指

数序列的灰色建模方法进行了研究.这些研究成果具

体体现在以下 3个方面:

1)文献 [14]通过对离散模型建模机理进行分析,

构建适用于近似非齐次指数序列的NDGM(1,1)模型,

给出了模型的参数求解公式和递推函数,从而将灰色

预测模型的建模基础从齐次指数增长序列拓展到非

齐次指数增长序列.

2)文献 [15]根据灰色系统理论差异信息原理,将

近似非齐次指数增长序列通过累减生成转化为近似

齐次指数增长序列,在此基础上构建了近似非齐次指

数增长序列的间接DGM(1,1)模型; 文献 [16]针对建

模序列的近似非齐次增长特征, 提出了DGM(1,1)直

接建模法,该方法实现了传统离散灰色预测模型对近

似非齐次指数增长序列的模拟.

3)文献 [17-18]从GM(1,1)模型的建模原理出发,

对GM(1,1)模型的灰色微分方程进行了优化, 提出

了近似非齐次指数增长序列的NGM(1,1)模型, 运用

最小二乘法对NGM(1,1)模型进行参数估计, 得到了

时间响应函数表达式, 弥补了GM(1,1)模型不能对

近似非齐次指数序列进行有效模拟的不足, 拓展了

GM(1,1)模型的应用范围.

上述 3种模型将传统灰色预测模型建模对象从

齐次指数增长序列拓展至非齐次指数增长序列,对拓

展灰色模型应用范围、丰富和完善灰色预测模型理

论体系具有重要意义.然而, 文献 [14]关于模型的推

导缺乏理论依据, 递推函数的还原式不具有明显的

近似非齐次指数增长律的特性;文献 [15]提出的间接

DGM(1,1)模型对原序列的累减生成序列存在负数时

模型失效;文献 [17-18]提出的NGM(1,1)模型仍然以

差分方程为建模基础进行参数估计,而时间响应函数

由微分方程的解引申而来,从差分方程到微分方程存

在跳跃性误差,可能导致模型模拟精度不高.

本文提出一种求解灰色微分方程参数的新思路,

首先直接从适用于近似非齐次的GM(1,1)模型的白

化微分方程的解出发,推导出原始序列的一次累加生

成序列的递推方程组,利用克莱姆法则求解该方程组

的系数,从而求出白化微分方程的参数. 给出近似非

齐次序列预测模型的具体表达式,避免了利用差分方

程进行参数估计,而从微分方程得到时间响应函数的

跳跃性误差,从理论上证明了优化后的模型对纯指数

律序列以及完全非齐次指数序列能实现完全模拟. 与

已有文献中的算例进行比较,结果表明所提出模型对

近似非齐次指数序列具有更高的模拟和预测精度.

1 NGM(1,1)模模模型型型参参参数数数的的的直直直接接接估估估计计计
文献 [17-18]分别对NGM(1,1)模型进行了优化,

但模型参数的求解仍然利用最小二乘原理对差分方

程的系数进行参数估计,再将参数估计值代入从微分

方程解得的时间响应函数中,这样得到的预测函数值

不仅存在计算误差,还存在模型误差. 鉴于此,本文直

接从微分方程的时间响应函数出发,求解模型的参数

估计值,再代入时间响应函数式, 通过累减还原得到

近似非齐次指数序列的预测表达式,避免模型参数估

计值从差分方程到微分方程的跳跃性误差,这样得到

的模拟值只存在计算误差而不存在模型误差. 具体推

导过程如下.

NGM(1,1)模型的时间响应式[18]为

𝑥(1)(𝑡) =(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2
− 𝑐

𝑎

)
e−𝑎(𝑡−1) +

𝑏

𝑎
𝑡− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎
,

𝑡 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

还原式为

𝑥̂(0)(𝑡) = 𝑥̂(1)(𝑡)− 𝑥̂(1)(𝑡− 1) =

(1− e𝑎)
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2
− 𝑐

𝑎

)
e−𝑎(𝑡−1) +

𝑏

𝑎
. (2)

由式 (1)可得

𝑥(1)(𝑡+ 1) =(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2
− 𝑐

𝑎

)
e−𝑎𝑡+

𝑏

𝑎
(𝑡+ 1)− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎
=

e−𝑎
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2
− 𝑐

𝑎

)
e−𝑎(𝑡−1)+

𝑏

𝑎
(𝑡+1)− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎
=

e−𝑎
[(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2
− 𝑐

𝑎

)
e−𝑎(𝑡−1)+

𝑏

𝑎
𝑡− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎

]
→

− e−𝑎
( 𝑏

𝑎
𝑡− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎

)
+

𝑏

𝑎
(𝑡+ 1)− 𝑏

𝑎2
+

𝑐

𝑎
=

e−𝑎𝑥(1)(𝑡)+
𝑏

𝑎
(1−e−𝑎)𝑡+(1−e−𝑎)

( 𝑐

𝑎
− 𝑏

𝑎2

)
+

𝑏

𝑎
. (3)

令

𝛼 = e−𝑎, 𝛽 =
𝑏

𝑎
(1− e−𝑎),

𝛾 = (1− e−𝑎)
( 𝑐

𝑎
− 𝑏

𝑎2

)
+

𝑏

𝑎
,

则式 (3)可以表示为

𝑥(1)(𝑡+ 1) = 𝛼𝑥(1)(𝑡) + 𝛽𝑡+ 𝛾. (4)

设 𝛼̂, 𝛽, 𝛾为方程 (4)的参数估计值,以模拟值

𝑥̂(1)(𝑡+ 1) = 𝛼̂𝑥(1)(𝑡) + 𝛽𝑡+ 𝛾

代替𝑥(1)(𝑡+ 1), 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,得到误差平方和

𝑆 =

𝑛−1∑
𝑡=1

[𝑥(1)(𝑡+ 1)− 𝛼̂𝑥(1)(𝑡)− 𝛽𝑡− 𝛾]2.

根据最小二乘法原理,使𝑆最小的 𝛼̂, 𝛽和 𝛾应满足

∂𝑆

∂𝛼̂
=−2

𝑛−1∑
𝑡=1

[𝑥(1)(𝑡+1)−𝛼̂𝑥(1)(𝑡)−𝛽𝑡−𝛾]𝑥(1)(𝑡)=0,
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∂𝑆

∂𝛽
= −2

𝑛−1∑
𝑡=1

[𝑥(1)(𝑡+ 1)− 𝛼̂𝑥(1)(𝑡)− 𝛽𝑡− 𝛾]𝑡 = 0,

∂𝑆

∂𝛾
= −2

𝑛−1∑
𝑡=1

[𝑥(1)(𝑡+ 1)− 𝛼̂𝑥(1)(𝑡)− 𝛽𝑡− 𝛾] = 0.

化简后得到

𝛼̂

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)2 + 𝛽

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡) + 𝛾

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡) =

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1)𝑥(1)(𝑡),

𝛼̂

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡) + 𝛽

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2 + 𝛾

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 =

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡+ 1),

𝛼̂

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡) + 𝛽

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡+ 𝛾(𝑛− 1) =

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1).

根据克莱姆法则解该非齐次方程组,令

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵1=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+1)𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵2=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+1)𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1) 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵3=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+1)𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

则非齐次方程组的解为

𝛼̂ =
𝐵1

𝐵
, 𝛽 =

𝐵2

𝐵
, 𝛾 =

𝐵3

𝐵
.

将 𝛼̂, 𝛽, 𝛾代入可得

𝛼 = e−𝑎, 𝛽 =
𝑏

𝑎
(1− e−𝑎),

𝛾 = (1− e−𝑎)
( 𝑐

𝑎
− 𝑏

𝑎2

)
+

𝑏

𝑎
.

得到参数 𝑎, 𝑏, 𝑐的估计值为

𝑎̂ = − ln 𝛼̂, 𝑏̂ =
𝑎̂𝛽

1− 𝛼̂
, 𝑐 =

𝑎̂𝛾 − 𝑏̂

1− 𝛼̂
+

𝑏̂

𝑎̂
.

将参数估计值代入还原式 (2), 可以得到原始序列的

模拟和预测值.

2 模模模型型型性性性质质质

定理 1 设原始数据序列𝑋(0) = {𝑞, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4,
𝑞5, ⋅ ⋅ ⋅ },其中𝑥(0)(𝑡) = 𝑞𝑡, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 𝑥̂(0)(𝑡)为新

NGM(1,1)模型的模拟值, 则 𝑥̂(0)(𝑡) = 𝑞𝑡, 𝑡 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

证证证明明明 由𝑥(0)(𝑡) = 𝑞𝑡可知, 1-AGO生成序列为

𝑥(1)(𝑡+ 1) =

𝑡+1∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖) =

𝑞(1− 𝑞𝑡+1)

1− 𝑞
=

𝑞2 − 𝑞𝑡+2 + 𝑞 − 𝑞2

1− 𝑞
→

𝑥(1)(𝑡+ 1) = 𝑞
𝑞(1− 𝑞𝑡)

1− 𝑞
+ 𝑞 = 𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞.

将𝑥(1)(𝑡+ 1) = 𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞代入行列式𝐵1,可得

𝐵1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1)𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡+ 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

(𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞)𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡(𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

(𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑥(1)(𝑡)2+

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑡𝑥(1)(𝑡) +

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑞(𝑛− 1)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑥(1)(𝑡)2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑡𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡2
𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑞𝑥(1)(𝑡)

𝑛−1∑
𝑡=1

𝑡 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 𝑞𝐵.

同理可得𝐵2 = 0, 𝐵3 = 𝑞𝐵,则

𝛼̂ =
𝐵1

𝐵
= 𝑞, 𝛽 =

𝐵2

𝐵
= 0, 𝛾 =

𝐵3

𝐵
= 𝑞.
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将其代入可得

𝑎̂ = − ln 𝛼̂, 𝑏̂ =
𝑎̂𝛽

1− 𝛼̂
, 𝑐 =

𝑎̂𝛾 − 𝑏̂

1− 𝛼̂
+

𝑏̂

𝑎̂
.

计算得到

𝑎̂ = − ln 𝑞, 𝑏̂ = 0, 𝑐 =
𝑞 ln 𝑞

𝑞 − 1
.

将估计值代入还原式 (2),化简得

𝑥̂(0)(𝑡) = 𝑞𝑡, 𝑡 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. □

定理 1表明, 当原始序列为齐次指数增长序列

时, 新NGM(1,1)模型退化为GM(1,1)模型, 可以将

GM(1,1)模型作为新NGM(1,1)模型的特殊形式.

定理 2 设原始数据序列𝑋(0) = {𝑐1 + 𝑐2𝑞, 𝑐1 +

𝑐2𝑞
2, 𝑐1 + 𝑐2𝑞

3, 𝑐1 + 𝑐2𝑞
4, 𝑐1 + 𝑐2𝑞

5, ⋅ ⋅ ⋅ }. 其中: 𝑐1 > 0,

𝑐2 > 0; 𝑥(0)(𝑡) = 𝑐1+𝑐2𝑞
𝑡, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑥̂(0)(𝑡)为新

NGM(1,1)模型的模拟值, 且 𝑥̂(0)(𝑡) = 𝑐1 + 𝑐2𝑞
𝑡, 𝑡 =

2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

证证证明明明 由𝑥(0)(𝑡) = 𝑐1+𝑐2𝑞
𝑡可知, 1-AGO生成序

列为

𝑥(1)(𝑡+ 1) =

𝑡+1∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖) =

𝑐1(𝑡+ 1) + 𝑐2(𝑞 + 𝑞2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑞𝑡+1) =

𝑐1(𝑡+ 1) + 𝑐2
𝑞 − 𝑞𝑡+2 + 𝑞2 − 𝑞2

1− 𝑞
=

𝑐1(𝑡+ 1) + 𝑐2

[
𝑞
𝑞(1− 𝑞𝑡)

1− 𝑞
+ 𝑞

]
=

𝑐1(𝑡+ 1) + 𝑞(𝑥(1)(𝑡)− 𝑐1𝑡) + 𝑐2𝑞 =

𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑐1(1− 𝑞)𝑡+ (𝑐1 + 𝑐2𝑞).

将𝑥(1)(𝑡+ 1) = 𝑞𝑥(1)(𝑡) + 𝑐1(1− 𝑞)𝑡+ (𝑐1 + 𝑐2𝑞)代入

行列式𝐵1、𝐵2、𝐵3,得到

𝐵1 = 𝑞𝐵, 𝐵2 = 𝑐1(1− 𝑞)𝐵, 𝐵3 = (𝑐1 + 𝑐2𝑞)𝐵.

则有

𝛼̂=
𝐵1

𝐵
=𝑞, 𝛽=

𝐵2

𝐵
=𝑐1(1− 𝑞), 𝛾=

𝐵3

𝐵
=𝑐1 + 𝑐2𝑞.

将其代入可得

𝑎̂ = − ln 𝛼̂, 𝑏̂ =
𝑎̂𝛽

1− 𝛼̂
, 𝑐 =

𝑎̂𝛾 − 𝑏̂

1− 𝛼̂
+

𝑏̂

𝑎̂
.

计算得到

𝑎̂ = − ln 𝑞, 𝑏̂ = −𝑐1 ln 𝑞, 𝑐 = 𝑐1 +
𝑐2𝑞 ln 𝑞

𝑞 − 1
.

将估计值代入还原式 (2),化简得到

𝑥̂(0)(𝑡) = 𝑐1 + 𝑐2𝑞
𝑡, 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. □

定理 2表明, 新NGM(1,1)模型能够完全模拟非

齐次指数增长序列,而GM(1,1)模型不具有该性质.

3 模模模型型型比比比较较较分分分析析析

案例 1 由模型性质可知,原始序列为齐次指数

增长序列和完全非齐次指数增长序列时, 新NGM(1,

1)模型可以对建模序列实现完全模拟.从新NGM(1,

1)模型的时间响应函数表达式可看出, 新NGM(1,1)

模型更符合具有近似非齐次指数增长特征的建模序

列,对近似非齐次指数增长序列的模拟应该获得更高

的模拟精度.下面运用GM(1,1)模型、DGM(1,1)模型

和新NGM(1,1)模型分别对齐次指数增长序列 (𝑋1 :

𝑥𝑘=3𝑘)、完全非齐次指数增长序列 (𝑋2 : 𝑥𝑘=3𝑘 + 2)

和近似非齐次指数增长序列 (𝑋3 : 𝑥𝑘 ≈ 1.4𝑘+1)进行

建模, 新NGM(1,1)模型对𝑋1、𝑋2和𝑋3进行模拟时,

参数估计值和时间响应函数为

𝑋1 : 𝛼̂ = 3, 𝛽 = 0, 𝛾 = 3,

𝑎̂ = − ln 3, 𝑏̂ = 0, 𝑐 = 1.5 ln 3,

𝑥̂(0)(𝑘) = 3𝑘;

𝑋2 : 𝛼̂ = 3, 𝛽 = −4, 𝛾 = 5,

𝑎̂ = − ln 3, 𝑏̂ = −2 ln 3, 𝑐 = 1.5 ln 3 + 2,

𝑥̂(0)(𝑘) = 3𝑘 + 2;

𝑋3 : 𝛼̂ = 1.368 2, 𝛽 = 0.065 8, 𝛾 = 1.418 1,

𝑎̂ = −0.313 5, 𝑏̂ = 0.056 0, 𝑐 = 1.180 9,

𝑥̂(0)(𝑘) = 1.591 8e0.313 5(𝑡−1) − 0.178 6.

序列𝑋3参数值的求解过程如下: 将序列𝑋3及

其累加序列值代入行列式𝐵、𝐵1、𝐵2和𝐵3,求出行列

式的值𝐵 = 18.14, 𝐵1 = 24.82, 𝐵2 = 1.193 0, 𝐵3 =

25.724. 根据推导可求出 𝛼̂ = 1.368 2, 𝛽 = 0.065 8, 𝛾 =

1.418 1, 𝑎̂ = −0.313 5, 𝑏̂ = 0.056 0, 𝑐 = 1.180 9,代入还

原式 (2)得到预测模型. 实验结果如表 1所示.

由表 1可见, 新NGM(1,1)模型对于齐次指数序

列和完全非齐次指数序列均能实现完全模拟,对于近

似非齐次指数序列, 新NGM(1,1)模型具有更高的模

表 1 3种模型模拟值与相对误差比较

序列 建模数据 模型 模拟数据 平均相对误差/%

GM(1,1) 3.000 0, 7.732 3, 21.018 5, 57.134 2, 155.306 8 25.447 7

𝑋1

3, 9, 27,
DGM(1,1) 3.000 0,9.000 0,27.000 0,81.000 0,243.000 0 0.000 0

81,243
新NGM(1,1,𝑘) 3.000 0,9.000 0,27.000 0,81.000 0, 243.000 0 0.000 0

GM(1,1) 5.000 0,7.556 0, 20.095 8, 53.446 7, 142.146 3 36.188 8

𝑋2

5, 11, 29,
DGM(1,1) 5.000 0, 8.730 8, 25.443 7, 74.149 0, 216.087 4 13.839 3

83, 245
新NGM(1,1,𝑘) 5.000 0, 11.000 0, 29.000 0, 83.000 0,245.000 0 0.000 0

GM(1, 1) 1.400 0, 1.990 6, 2.759 8, 3.826 2, 5.304 8 1.390 2

𝑋3

1.4, 2.0, 2.8,
DGM(1,1) 1.400 0, 2.011 7, 2.797 4, 3.889 8, 5.408 8 0.832 5

3.9, 5.4
新NGM(1,1,𝑘) 1.400 0,1.999 4,2.801 4,3.898 8,5.400 3 0.088 2
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表 2 两种模型对序列𝑋的模拟误差比较

NHGM(1,1,𝑘)模型 新NGM(1,1)模型
序号 实际数据

模拟数据 相对误差/% 模拟数据 相对误差/%

2 4.32 4.19 2.93 4.32 0
3 7.05 6.17 4.69 7.05 0
4 12.02 11.24 6.51 12.02 0
5 21.09 19.23 8.28 21.09 0
6 37.60 33.83 10 37.60 0

平均相对误差 / % 6.482 0

表 3 两种模型对序列𝑌 的模拟误差比较

NHGM(1,1,𝑘)模型 新NGM(1,1)模型
序号 实际数据

模拟数据 相对误差/% 模拟数据 相对误差/%

2 4.82 4.59 4.75 4.71 1.46
3 7.05 6.99 0.77 7.53 2.53
4 12.52 11.37 9.12 11.68 1.75
5 21.09 19.37 8.09 21.84 0.58
6 38.10 33.96 10.84 37.75 0.08

平均相对误差 / % 6.714 1.28

拟精度.

案例 2 为了将本文提出的新NGM(1,1)模型与

NHGM(1,1,𝑘)模型[19]的模拟和预测性能作比较,借用

文献中的两组数据分别进行建模,同样利用前面 6个

数据建立灰色预测模型, 对第 7个数据进行预测. 原

始数据如下: 完全非齐次序列为

𝑋 = (e0.6×1 + 1, e0.6×2 + 1, e0.6×3 + 1, e0.6×4 + 1,

e0.6×5 + 1, e0.6×6 + 1, e0.6×7 + 1);

近似非齐次序列为

𝑌 = (e0.6×1 + 1, e0.6×2 + 1.5, e0.6×3 + 1, e0.6×4 + 1.5,

e0.6×5 + 1, e0.6×6 + 1.5, e0.6×7 + 1).

新NGM(1,1)模型对序列𝑋、𝑌 进行模拟的时间响应

函数分别为

𝑥̂(0)(𝑡) = e0.6(𝑡−1) + 1, 𝑡 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 6;
𝑦(0)(𝑡) = 2.598 4e0.619 3(𝑡−1) + 1.657 2, 𝑡 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 6.

模拟结果如表 2和表 3所示. 两个模型分别对序

列𝑋和序列𝑌 进行模拟时, 实际数据与模拟数据对

比关系如图 1和图 2所示. 由表 2和表 3可见,无论是

完全非齐次指数序列 (如序列𝑋)还是近似非齐次指

数序列 (如序列𝑌 ), NHGM(1,1,𝑘)模型的平均相对误

差均大于 5%, 查精度对照表属于 II级, 用于预测时

误差较大;新NGM(1,1)模型的平均相对误差均小于

2%, 查精度对照表属于 I级, 完全可以用于预测, 两

种模型对完全非齐次序列和近似非齐次序列的预

测性能见表 4和表 5. 由表 4和表 5可见,从预测误差

角度分析, NHGM(1,1,𝑘)模型对完全非齐次指数增长

序列和近似非齐次指数增长序列的预测误差均达

到 10%以上,预测能力不足;新NGM(1,1)模型在预测

性能方面比NHGM(1,1,𝑘)模型有大幅提高.
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图 1 非齐次指数序列𝑋模拟性能对比
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图 2 非齐次指数序列𝑌 模拟性能对比

表 4 两种模型对序列𝑋的预测性能比较

NHGM(1,1,𝑘)模型 新NGM(1,1)模型
实际数据

模拟数据 相对误差/% 模拟数据 相对误差/%

67.69 59.8 11.65 67.69 0

表 5 两种模型对序列𝑌 的预测性能比较

NHGM(1,1,𝑘)模型 新NGM(1,1)模型
实际数据

模拟数据 相对误差/% 模拟数据 相对误差/%

67.69 60.57 10.51 69.23 2.28

4 结结结 论论论

本文以近似非齐次指数GM(1,1)模型为研究基

础, 提出了一种求解模型参数的新方法, 避免了模型

参数求解从差分方程到微分方程的跳跃性误差,并推

导了模型参数的求解过程,给出了模型序列预测值的

具体表达式. 从理论上解释了新NGM(1,1)模型对齐

次指数增长序列和完全非齐次指数增长序列都能实

现完全模拟, 新NGM(1,1)模型是传统GM(1,1)模型

的一般形式. 通过与既有文献中算例对模型的有效性
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进行验证,结果表明,新NGM(1,1)模型比NHGM(1,1)

模型具有更高的模拟和预测精度.
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