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摘 要: 针对一类具有持续扰动和输入约束的离散广义系统,研究其鲁棒预测控制器的设计问题.将输入状态稳定

的概念引入广义系统预测控制,在 quasi-min-max性能指标下,提出了广义系统双模鲁棒预测控制器的设计方法,证

明了基于双模鲁棒预测控制器的闭环广义系统输入状态稳定,且具有正则、因果性.数值仿真结果验证了所提出方

法的有效性.
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Abstract: Robust model predictive control (MPC) is studied for a class of discrete-time singular system subject to persistent

disturbance and input constrains. The notion of input-to-state stability is introduced to the model predictive control of singular

systems. The design method of the singular system dual-mode MPC is proposed under the index of quasi-min-max. On the
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0 引引引 言言言

广义系统又称为奇异系统或微分代数方程系统,

是在电力、经济、机器人和宇航等实际系统中有着广

泛应用的一类动力学系统[1-2].近年来,广义系统的控

制问题已引起学术界越来越多的关注,并取得了丰富

的研究成果[3].

由于能够处理系统强约束和非线性因素的问题,

模型预测控制 (MPC)已成为应用最为广泛的现代控

制方法[4].目前, 针对实际系统中存在的参数不确定

性、未建模动态以及外界干扰等问题提出的鲁棒预测

控制,是模型预测控制的一个重要研究方向[5-6].鲁棒

预测控制的目的是保证闭环系统具有Lyapunov意义

下的渐近稳定性[7-8].

考虑到广义系统广泛存在于诸多实际领域中,广

义系统鲁棒预测控制的研究已引起学者的关注[9-11].

文献 [9]提出了广义系统鲁棒预测控制问题,给出了

一类范数有界不确定广义系统鲁棒预测控制器的设

计方法; 考虑到系统状态不可测的问题,文献 [10]提

出了一种基于输出反馈的广义系统鲁棒预测控制器

综合算法;文献 [11]给出了观测器型广义系统鲁棒预

测控制器的设计方法,其算法可以保证闭环受控系统

的渐近稳定和正则、无脉冲性.

然而,当实际系统与标称模型相差很大时,例如

系统存在持续扰动时,上述鲁棒预测控制器的渐近稳

定性将得不到保证.近年来, 为了处理具有持续扰动

或强非线性的系统, 输入状态稳定 (ISS)的概念被引

入到鲁棒预测控制中[12-14].输入状态稳定性刻画了系

统在受持续扰动时, 闭环系统的一种有界稳定性质.

文献 [12]将输入状态稳定的概念引入到预测控制系

统中,研究了一类具有持续扰动离散系统的鲁棒预测
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控制问题,提出了持续扰动下鲁棒预测控制器存在的

充分条件;文献 [13]考虑一类具有持续扰动和参数不

确定的离散系统,运用双模预测控制策略,给出了可

保证闭环系统输入状态稳定的充分条件.输入状态稳

定意义下的鲁棒预测控制通常采用双模控制策略,即

在终端约束区域外用预测控制器将状态驱动到终端

约束集, 在终端约束区域内求解固定的局部控制器,

从而使系统具有输入状态稳定性[13-14].

本文针对具有持续扰动和输入约束的离散广义

系统,研究其鲁棒预测控制问题.首先,将输入状态稳
定的概念引入到鲁棒广义预测控制器设计;然后, 采
用有限时域的 quasi-min-max性能指标求得连续控制
序列, 将系统状态驱动到终端约束集, 在终端约束集
内采用固定反馈控制器,证明所设计的双模预测控制
器可使闭环系统输入状态稳定,且具有正则、因果性;
最后,通过仿真实验验证了所提出方法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

1.1 系系系统统统描描描述述述

考虑具有持续扰动的离散广义系统

𝐸𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘) +𝐺𝑤(𝑘). (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛、𝑢(𝑘) ∈ 𝑅𝑚、𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 ⊂ 𝑅𝑃分别

为系统的状态、输入和扰动向量; 𝐸为常数矩阵,且有
rank(𝐸) = 𝑟(𝑟 ⩽ 𝑛).

假设 1 控制输入𝑢(𝑘)满足约束

𝑢(𝑘) ∈ 𝒰 =

{𝑢(𝑘) ∈ 𝑅𝑚 : ∥𝑢(𝑘)∥ ⩽ 𝑢̄, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ }, (2)

其中 𝑢̄ > 0为持续扰动的上界.

假设 2 干扰输入𝑤(𝑘)不会衰减到零,并且满足
约束

𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 =

{𝑤(𝑘) ∈ 𝑅𝑃 : ∥𝑤(𝑘)∥ ⩽ 𝑤̄, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ }, (3)

其中 𝑤̄ > 0为持续扰动的上界.称此𝑤(𝑘)为有界持

续扰动.

定义 1[15] 对于离散广义系统 (1)有: 1)如果对
于 𝑧 ∈ 𝐶,有 det(𝑧𝐸 −𝐴) ∕= 0,则称系统 (1)是正则的;
2)如果 deg(det(𝑧𝐸 − 𝐴)) = rank(𝐸),则称系统 (1)是
因果的.

引理 1[9] 对于奇异矩阵𝐸, rank(𝐸) = 𝑟(𝑟 ⩽ 𝑛).
若存在正交矩阵𝑈 = [𝑈1 𝑈2], 𝑉 = [𝑉1 𝑉2],使得

𝐸 = 𝑈

[
Σ𝑟 0

0 0

]
𝑉,

且𝐸𝑉2 = 0, 𝑈T
2 𝐸 = 0,则以下结论成立: 1)所有满足

𝑍𝐸T = 𝐸𝑍T的𝑍可以参数化表示为

𝑍 = 𝐸𝑉1𝑊𝑉 T
1 + 𝑆𝑉 T

2 .

其中: 0 ⩽ 𝑊 ∈ 𝑅𝑟×𝑟, 𝑆 ∈ 𝑅𝑛×(𝑛−𝑟).若𝑍非奇异,则

𝑊 > 0. 2)如果𝐸𝑉1𝑊𝑉 T
1 + 𝑆𝑉 T

2 非奇异,则存在 𝑊̂ ,
使得

(𝐸𝑉1𝑊𝑉 T
1 + 𝑆𝑉 T

2 )−T = 𝑈1𝑊̂𝑈T
1 𝐸 + 𝑈2𝑆.

其中

𝑊̂ = Σ 1
𝑟𝑊

−1Σ−1
𝑟 ,

𝑆 = 𝑈T
2 (𝐸𝑉1𝑊𝑉 T

1 + 𝑆𝑉 T
1 )−T.

引理 2[16] 对于任意适当维数的实矩阵𝑋、𝑌 和

正定矩阵𝑃 ,有

𝑀T𝑃𝑁 +𝑁T𝑃𝑀 ⩽ 𝜀𝑀T𝑃𝑀 + 𝜀−1𝑁T𝑃𝑁,

∀𝜀 > 0. (4)

引理 3[3] 矩阵测度𝜇(𝑋)有如下两种性质: 1)
−𝜇(𝑋) ⩽ Re𝜆(𝑋) ⩽ 𝜇(𝑋), 2) 𝜇(𝑋) = 𝜆max(𝑋+𝑋𝑇 ).
其中: 𝜆(𝑋)为矩阵𝑋的特征值, Re(𝑎)为复数 𝑎的实

部, 𝜆max(𝑋)为矩阵𝑋的最大特征值.

引理 4[16] 考虑对称矩阵

𝑆(𝑥) =

[
𝑆11(𝑥) 𝑆12(𝑥)

𝑆T
12(𝑥) 𝑆22(𝑥)

]
,

其中𝑆11(𝑥)是方阵,以下 3个条件是等价的:

1) 𝑆(𝑥) < 0;

2) 𝑆11(𝑥) < 0, 𝑆22(𝑥)− 𝑆T
12(𝑥)𝑆

−1
11 (𝑥)𝑆12(𝑥) < 0;

3) 𝑆22(𝑥) < 0, 𝑆11(𝑥)− 𝑆12(𝑥)𝑆
−1
22 (𝑥)𝑆T

12(𝑥) < 0.

1.2 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定

考虑如下离散广义系统:

𝐸𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐺𝑤(𝑘). (5)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛、𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 ⊂ 𝑅𝑃 分别为系统的状态

和扰动输入向量,𝒲为有界集; 𝐸 ∈ 𝑅𝑛×𝑛且 rank(𝐸)

= 𝑟(𝑟 ⩽ 𝑛).

定义 2[12] 给定非空集合𝒳 ⊂ 𝑅𝑛, 如果存在控
制序列𝑢(𝑥) ∈ 𝒰 ,使得被控系统对于任意的𝑥(𝑘) ∈ 𝒳
和容许扰动𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 ,满足𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝒳 ,则称𝒳 是
被控系统的鲁棒控制不变集.

定义 3[13] 若函数 𝑓1(⋅) : 𝑅+ → 𝑅+满足连续、

严格递增且 𝑓1(0) = 0, 则称其为𝒦类函数, 其中𝑅+

= {𝑥 ∈ 𝑅 ∣ 𝑥 ⩾ 0}.若函数 𝑓2(⋅) : 𝑅+ → 𝑅+是𝐾类

函数且满足 𝑠→∞时,有 𝑓2(𝑠)→ +∞,则称其为𝒦∞
类函数.若函数 𝑓3(𝑠, 𝑑) : 𝑅

+ ×𝑅+ → 𝑅+对于任意固

定的 𝑑 ⩾ 0,都有 𝑓3(⋅, 𝑑)为𝒦类函数,对于任意固定的
𝑠 ⩾ 0, 𝑓3(𝑠, ⋅)是严格递减的,且当 𝑑 → ∞时,有 𝑓3(𝑠,

𝑑)→ 0,则称其为𝒦ℒ类函数.

定义 4 如果对于任意的𝑥(𝑘) ∈ 𝒳 , 𝑤(𝑘) ∈ 𝒲
和初始条件𝑥(0) ∈ 𝑅𝑛,存在一个𝒦ℒ类函数 𝛽和𝒦∞
类函数 𝛾,对于任意的 𝑘 ⩾ 0,使得系统满足

∥𝑥(𝑘,𝐸𝑥(0), 𝑤(𝑘))∥ ⩽
𝛽(∥𝐸𝑥(0)∥, 𝑤(𝑘)) + 𝛾(∥𝑤(𝑘)∥), (6)
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则称离散广义系统 (5)在包含原点的集合𝒳 ⊂ 𝑅𝑛内

是输入状态稳定 (ISS)的.其中𝑥(𝑘,𝐸𝑥(0), 𝑤(𝑘))是在

扰动输入𝑤(𝑘)作用下以𝑥(0)为初始条件的状态响应

轨迹.

定理 1 若系统 (5)是正则、因果的,并且存在一
个连续函数𝑉 (⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅+,以及𝒦∞类函数𝛼1(⋅)、
𝛼2(⋅)、𝛼3(⋅)和𝒦类函数𝜎(⋅), 使得对于任意的𝑥(0) ∈
𝑅𝑛和𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 ,满足如下的条件:

1) 𝑉 (0) = 0,

2) 𝛼1(∥𝑥(𝑘)∥) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ 𝛼2(∥𝑥(𝑘)∥),
3) 𝑉 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽
− 𝛼3(∥𝑥(𝑘)∥) + 𝜎(∥𝑤(𝑘)∥),

则称离散广义系统 (5)是输入状态稳定 (ISS)的,系统

是输入状态稳定的, 并将𝑉 (⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅+称为 ISS-

Lyapunov函数.

证证证明明明 假设离散广义系统 (5)是正则且因果的,

则存在非奇异矩阵𝑀、𝑁 ∈ 𝑅𝑛×𝑛,且有

MEN =

[
𝐼𝑟 0

0 0

]
, MAN =

[
𝐴1 0

0 𝐼𝑛−𝑟

]
,

MG =

[
𝐺1

𝐺2

]
,

使得

𝑁−1𝑥 = 𝑥̄ =

[
𝑥̄1

𝑥̄2

]
,

离散广义系统 (5)受限等价于如下系统:

𝑥̄1(𝑘 + 1) = 𝐴1𝑥̄1(𝑘) +𝐺1𝑤(𝑘),

0 = 𝑥̄2(𝑘) +𝐺2𝑤(𝑘). (7)

该系统的初始状态为[
𝐼𝑟 0

0 0

]
𝑥̄0 =

[
𝑥̄10

0

]
.

定义函数𝑉 (𝑥(𝑘))满足定理 1的条件, 结合式

(7),存在关于 𝑥̄1(𝑘)的函数𝑉 (𝑥̄1(𝑘))满足如下条件:

1) 𝑉 (0) = 0,

2) 𝛼̄1(∥𝑥̄1(𝑘)∥) ⩽ 𝑉 (𝑥̄1(𝑘)) ⩽ 𝛼̄2(∥𝑥̄1(𝑘)∥),
3) 𝑉 (𝑥̄1(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥̄1(𝑘)) ⩽

− 𝛼̄3(∥𝑥̄1(𝑘)∥) + 𝜎̄(∥𝑤(𝑘)∥).
其中: 𝛼̄1(⋅), 𝛼̄2(⋅), 𝛼̄3(⋅)为𝒦∞函数, 𝜎̄(⋅)为𝒦类函数.

根据受限等价系统 (7)和正常系统的 ISS理论,

存在一个𝒦ℒ类函数 𝛽和𝒦类函数 𝑟,使得

∥𝑥̄1(𝑘)∥ ⩽ 𝛽(∥𝑥̄10(𝑘)∥, 𝑘) + 𝑟(∥𝑤(𝑘)∥), ∀𝑘 ⩾ 0

成立.

由受限等价系统 (7)可知 𝑥̄2(𝑘) = −𝐺2𝑤(𝑘), 由

此可得

∥𝑥̄2(𝑘)∥ ⩽ ∥𝐺2∥∥𝑤(𝑘)∥.
综上可知

∥𝑥̄(𝑘)∥ ⩽ ∥𝑥̄1(𝑘)∥+ ∥𝑥̄2(𝑘)∥ ⩽
𝛽(∥𝑥̄10(𝑘)∥, 𝑘) + 𝑟(∥𝑤(𝑘)∥) + ∥𝐺2∥∥𝑤(𝑘)∥, ∀𝑘 ⩾ 0.

由ME𝑥0 = MEN𝑥̄0 =

[
𝐼𝑟 0

0 0

]
𝑥̄0 =

[
𝑥̄10

0

]
可

得 ∥𝑥̄10∥ ⩽ ∥𝑀∥∥𝐸𝑥0∥.
由于𝑥(𝑘) = 𝑁𝑥̄(𝑘),可以得到

∥𝑥̄(𝑘)∥ ⩽ ∥𝑁∥∥𝑥̄(𝑘)∥ ⩽
∥𝑁∥(𝛽(∥𝑥̄10(𝑘)∥, 𝑘) + 𝑟(∥𝑤(𝑘)∥) + ∥𝐺2∥∥𝑤(𝑘)∥) ⩽
∥𝑁∥(𝛽(∥𝑀∥∥𝐸𝑥0∥, 𝑘) + 𝑟(∥𝑤(𝑘)∥) + ∥𝐺2∥∥𝑤(𝑘)∥) ⩽
𝛽(∥𝐸𝑥(0)∥, 𝑘) + 𝛾(∥𝑤(𝑘)∥).
其中

𝛽(∥𝐸𝑥(0)∥, 𝑘) = ∥𝑁∥𝛽(∥𝑀∥∥𝐸𝑥0∥, 𝑘),
𝛾(∥𝑤(𝑘)∥) = ∥𝑁∥(𝑟(∥𝑤(𝑘)∥) + ∥𝐺2∥∥𝑤(𝑘)∥),

且易证 𝛽(∥𝐸𝑥(0)∥, 𝑘)为𝒦ℒ类函数, 𝛾(∥𝑤(𝑘)∥)为𝒦类
函数.

综上可知, 若系统 (5)正则、因果且具有满足定

理 1条件的𝑉 (𝑥(𝑘)),则系统是输入状态稳定的. □

1.3 控控控制制制问问问题题题描描描述述述

对于离散广义系统 (1), 考虑如下 quasi-min-max

优化问题:

𝐽∗
𝑁 = min

𝑈𝑁
0 (𝑘)

max
𝑘=0,1,⋅⋅⋅ ,𝑁

𝐽𝑁 (𝑘).

s.t. 𝐸𝑥(𝑖+ 1/𝑘) =

𝐴𝑥(𝑖/𝑘) +𝐵𝑢(𝑖/𝑘) +𝐺𝑤(𝑖/𝑘), 𝑖 ⩾ 0;

𝑤(𝑖/𝑘) ∈ 𝒲, 𝑢(𝑖/𝑘) ∈ 𝒰 , 𝑖 ∈ 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝑥(𝑁/𝑘) ∈ 𝒳𝒯 . (8)

其中: 𝑘时刻的有限时域性能指标函数为

𝐽𝑁 (𝑘) =

𝑁−1∑
𝑖=0

𝐿(𝑥(𝑖/𝑘), 𝑢(𝑖/𝑘)) + 𝑉𝑓 (𝑥(𝑁/𝑘)) =

𝑁−1∑
𝑖=0

𝑥(𝑖/𝑘)T𝑄𝑥(𝑖/𝑘) + 𝑢(𝑖/𝑘)T𝑅𝑢(𝑖/𝑘)+

𝑉𝑓 (𝑥(𝑁/𝑘));

𝑄 > 0, 𝑅 > 0为加权矩阵; 𝐽∗
𝑁为最优值函数. 采用如

下双模预测控制律:

𝑈DM(𝑥) =⎧⎨⎩𝑢(𝑖/𝑘), 𝑥(𝑖/𝑘) ∕∈ 𝒳𝒯 , 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1;

𝐾𝑁𝑥(𝑖/𝑘), 𝑥(𝑖/𝑘) ∈ 𝒳𝒯 .
(9)
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其中: 𝒳𝒯 为包含原点的终端约束集, 𝑥(𝑖/𝑘)为在 𝑘时

刻基于模型 (1)的 𝑘+ 𝑖时刻的状态预测值, 𝑢(𝑖/𝑘)为 𝑘

时刻使性能指标优化的控制序列在 𝑘 + 𝑖时刻的值.

双模鲁棒预测控制的目的是: 在终端约束集𝒳𝒯
外,在每个采样时刻求解优化问题 (8),得到控制序列
𝑢(𝑖/𝑘),将系统状态驱动到终端约束集内.在终端约束
集𝒳𝒯 内,求解一个局部状态反馈增益𝐾𝑁 ,从而得到
双模预测控制器 (9), 进而使闭环离散广义系统在满
足输入约束的条件下输入状态稳定,且具有正则、因
果性.

2 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定鲁鲁鲁棒棒棒预预预测测测控控控制制制

考虑离散广义系统 (1),在预测控制优化问题 (8)
中添加适当的终端代价函数𝑉𝑓 (𝑥)和终端约束集𝒳𝒯 ,
求得双模鲁棒预测控制律 (9), 保证闭环系统的输入
状态稳定性 (ISS).

2.1 优优优化化化问问问题题题分分分析析析

在终端约束集𝒳𝒯 外,考虑预测控制序列

𝑈𝑁 (𝑘) = [𝑢(0/𝑘), 𝑢(1/𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑁 − 1/𝑘)],

其中: 𝑢(𝑖/𝑘) = 𝐾(𝑘)𝑥(𝑖/𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1; 𝑥(𝑘)
= 𝑥(0/𝑘), 𝑢(𝑘) = 𝑢(0/𝑘)为自由决策变量.

选择终端代价函数𝑉𝑓 (𝑥) = 𝑥T𝐸T𝑃𝐸𝑥.其中:
𝐸T𝑃𝐸 ⩾ 0, 𝑃 为正定矩阵.假设在每个采样时刻,对
于持续扰动𝑤(𝑖/𝑘) ∈ 𝒲 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁−1)存在 𝜌 >

0,使得𝑉 (𝑥)满足不等式

𝑉𝑓 (𝑥(𝑖+ 1/𝑘))− 𝑉𝑓 (𝑥(𝑖/𝑘)) ⩽
− ∥𝑥(𝑖/𝑘)∥2𝑄 − ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥2𝑅 + 𝜌∥𝑤(𝑖/𝑘)∥2. (10)

将不等式 (10)从 𝑖 = 1叠加到 𝑖 = 𝑁 − 1,得到

𝐽𝑁
1 ⩽ 𝑉𝑓 (𝑥(1/𝑘)) + (𝑁 − 1)𝜌𝑤̄2. (11)

设 𝑥̄(0/𝑘) = 𝐴𝑥(0/𝑘) + 𝐵𝑢(0/𝑘),由引理 2可知,
对于任意 𝜀 > 0,有

𝑉𝑓 (𝑥(1/𝑘)) =

[𝑥̄(0/𝑘) +𝐺𝑤(𝑘)]T𝑃 (𝑘)[𝑥̄(0/𝑘) +𝐺𝑤(𝑘)] ⩽
(1 + 𝜀)𝑥̄(0/𝑘)T𝑃 (𝑘)𝑥̄(0/𝑘)+

(1 + 𝜀−1)𝑤T(𝑘)𝐺T𝑃 (𝑘)𝐺𝑤(𝑘).

设𝜎(𝑘)为𝑃 (𝑘)的最大特征值, 𝜆(𝑘)为𝐺T𝐺的

最大特征值,则有

𝑉𝑓 (𝑥(1/𝑘)) ⩽
(1 + 𝜀)𝑥̄(0/𝑘)T𝑃 (𝑘)𝑥̄(0/𝑘) + (1 + 𝜀−1)𝜎(𝑘)𝜆(𝑘)𝑤̄2.

(12)

由式 (11)和 (12)可得

max
𝑤(𝑖/𝑘),𝑘=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑁−1

𝐽𝑁
1 ⩽

(1 + 𝜀)𝑥̄(0/𝑘)T𝑃 (𝑘)𝑥̄(0/𝑘)+

[(𝑁 − 1)𝜌+ (1 + 𝜀−1)𝜎(𝑘)𝜆(𝑘)]𝑤̄2.

设 𝜀1 = 1 + 𝜀, 𝜀2 = 1 + 𝜀−1,可得

Φ(𝑘) =

∥𝑥(0/𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(0/𝑘)∥2𝑅 + (1 + 𝜀)𝑥̄(0/𝑘)T×
𝑃 (𝑘)𝑥̄(0/𝑘) + [(𝑁 − 1)𝜌+ (1 + 𝜀−1)𝜎(𝑘)𝜆(𝑘)]𝑤̄2.

综上所述, max𝐽𝑁 (𝑘) ⩽ Φ(𝑘),即Φ(𝑘)为性能指

标 𝐽𝑁 (𝑘)的上确界,由此可将对性能指标的最小化问

题转化为上确界Φ(𝑘)的最小化问题.如果存在一个

合适的非负变量 𝛾(𝑘),满足Φ(𝑘) ⩽ 𝛾(𝑘),则优化问题

(8)可转化为一个半正定规划问题[14].

在终端约束集𝒳𝒯 内, 在满足一定假设的条件

下, 通过求解一组线性矩阵不等式 (LMI), 得到局部

状态反馈增益𝐾𝑁 ,进而可得状态反馈控制器𝑢∗(0/𝑘)

= 𝐾𝑁𝑥(𝑘).

2.2 优优优化化化问问问题题题求求求解解解

在终端约束集𝒳𝒯 外,求解控制序列

𝑈𝑁 (𝑘) = [𝑢(0/𝑘), 𝑢(1/𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑁 − 1/𝑘)],

将当前控制量𝑢(𝑘) = 𝑢(0/𝑘)作用于被控系统 (1),使

系统状态到达终端约束集内.

定理 2 考虑控制序列𝑈𝑁 (𝑘)和离散广义系统

(1),假设在每个采样时刻 𝑘,不等式 (10)成立,则优化

问题 (8)可转化为以下优化问题:

min
𝛾(𝑘),𝑢(𝑘),𝜃,𝑊,𝑆,𝑌

𝛾(𝑘);

s.t.⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝐸𝑍𝐸T 0 [𝐴𝑍 +𝐵𝑌 ]T 𝑌 T 𝑍T

0 −𝜌𝐼 𝐺T 0 0

∗ ∗ −𝑍T 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑅−1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0,

(13)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝛾1(𝑘) 𝑢(𝑘)T (𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘))T 𝑤̄

∗ −𝑅−1 0 0

∗ ∗ −𝜀−1
1 𝑍T 0

∗ ∗ ∗ −𝜀−1
2 𝜆−1

𝜎(𝐺T𝐺)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⩽ 0,

(14)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−Φ̄(𝑘 − 1) 𝑢(𝑘)T (𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘))T 𝑤̄

∗ −𝑅−1 0 0

∗ ∗ −𝜀−1
1 𝑍T 0

∗ ∗ ∗ −𝜀−1
2 𝜆−1

𝜎(𝐺T𝐺)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0, (15)[
−𝑢̄2 𝑢(𝑘)T

𝑢(𝑘) −𝐼

]
⩽ 0, (16)
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−𝑢̄2𝐸𝑍𝐸T 𝑌 T

𝑌 −𝜃

]
⩽ 0, (17)[

−𝛾(𝑘) 1

1 −𝜃

]
⩽ 0. (18)

其中

𝛾1(𝑘) = 𝛾(𝑘)− (𝑁 − 1)𝜌𝑤̄2 − 𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘),
Φ̄(𝑘 − 1) = Φ(𝑘 − 1)− (𝑁 − 1)𝜌𝑤̄2 − 𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘),
𝜀1 = 1 + 𝜀, 𝜀2 = 1 + 𝜀−1.

特别地,对于所有的𝑥(𝑖/𝑘) ∈ {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ∥𝑥(𝑖/𝑘)∥

⩾ 𝑟1}, 存在 𝑐 > 0,且 𝑟1 =

√
𝜌𝑤̄2 + 𝑐

𝜆min(𝑄)
, 有𝑉𝑓 (𝐸𝑥(𝑖 +

1/𝑘))− 𝑉𝑓 (𝐸𝑥(𝑖/𝑘)) ⩽ −𝑐.
证证证明明明 考虑终端代价函数

𝑉𝑓 (𝑥) = 𝑥T𝐸T𝑃𝐸𝑥,

其中𝑍 = 𝑃−T.定义Hamilton函数𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑤),即

𝐻(𝑥(𝑖/𝑘), 𝑢(𝑖/𝑘), 𝑤(𝑖/𝑘)) =

𝑉𝑓 (𝑥(𝑖+ 1/𝑘))− 𝑉𝑓 (𝑥(𝑖/𝑘))+
∥𝑥(𝑖/𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥2𝑅 − 𝜌(∥𝑤(𝑖/𝑘)∥)2, (19)

其中 𝜌 > 0.

由离散广义系统 (1)和𝑢(𝑖/𝑘) = 𝐾(𝑘)𝑥(𝑖/𝑘) (𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1)可知,式 (19)等价于

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑤) = [𝑥T(𝑖/𝑘) 𝑤T(𝑖/𝑘)]Ξ

[
𝑥(𝑖/𝑘)

𝑤(𝑖/𝑘)

]
.

其中

Ξ =

[
𝑀 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘))T𝑃𝐺

𝐺T𝑃 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘)) 𝐺T𝑃𝐺− 𝜌𝐼

]
,

𝑀 = (𝐴+𝐵𝐾(𝑘))T𝑃 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘))−
𝐸T𝑃𝐸 +𝑄+𝐾T(𝑘)𝑅𝐾(𝑘).

由式 (10)可得[
𝑀 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘))T𝑃𝐺

𝐺T𝑃 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘)) 𝐺T𝑃𝐺− 𝜌

]
⩽ 0.

(20)

对式 (20)分别左乘和右乘 diag{𝑃−1, 𝐼}, 由引理 1和

引理 4可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝐸T𝑃−1𝐸 0 𝑃−1(𝐴+𝐵𝐾(𝑘))T

0 −𝜌𝐼 𝐺T

∗ ∗ −𝑃−1

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

→

←

𝑃−1𝐾(𝑘)T 𝑃−1

0 0

0 0

−𝑅−1 0

∗ −𝑄−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0, (21)

令𝑍 = 𝑃−T, 𝑍 = 𝐸𝑉1𝑊𝑉 T
1 + 𝑆𝑉 T

2 , 𝑌 =

𝐾(𝑘)𝑃−1,则式 (13)成立.

对于任意的𝑥(𝑖/𝑘) ∈ {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ∥𝑥(𝑖/𝑘)∥ ⩾ 𝑟1},
存在 𝑐 ⩾ 0,有

𝜌∥𝑤(𝑖/𝑘)∥2 + 𝑐 ⩽ 𝜌𝑤̄2 + 𝑐 ⩽ 𝜆min(𝑄)∥𝑥(𝑖/𝑘)∥2 ⇒
− ∥𝑥(𝑖/𝑘)∥2𝑄 − ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥2𝑅 + 𝜌∥𝑤(𝑖/𝑘)∥2 ⩽ −𝑐. (22)

结合式 (13)和 (22),对于任意𝑥(𝑖/𝑘) ∈ {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 :

∥𝑥(𝑖/𝑘)∥ ⩾ 𝑟1},有
𝑉𝑓 (𝑥(𝑖+ 1/𝑘))− 𝑉𝑓 (𝑥(𝑖/𝑘)) ⩽
− ∥𝑥(𝑖/𝑘)∥2𝑄 − ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥2𝑅 + 𝜌∥𝑤(𝑖/𝑘)∥2 ⩽ −𝑐.
在每个采样时刻 𝑘, 令𝑥(0/𝑘) = 𝑥(𝑘), 𝑢(0/𝑘) =

𝑢(𝑘),且有

Φ(𝑘) ⩽ 𝛾(𝑘)⇒
𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)+

𝜀1[𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)]T𝑃 [𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)]+

𝜀2𝜆(𝑘)𝜎(𝐺
T𝐺)𝑤̄2 + (𝑁 − 1)𝜌(𝑤̄)2 − 𝛾(𝑘) ⩽ 0. (23)

给定 𝛾1(𝑘) = 𝛾(𝑘)−(𝑁−1)𝜌𝑤̄2−𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘),式
(23)等价于

− 𝛾1(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑅𝑢(𝑘) + 𝜀1[𝐴𝑥(𝑘)+

𝐵𝑢(𝑘)]T𝑃 [𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)] + 𝜀2𝜆(𝑘)𝜎(𝐺
T𝐺)𝑤̄2 ⩽ 0.

由引理 4可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝛾1(𝑘) 𝑢T(𝑘) (𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘))T 𝑤̄

∗ −𝑅−1 0 0

∗ ∗ −𝜀−1
1 𝑃−1 0

∗ ∗ ∗ −𝜀−1
2 𝜆−1

𝜎(𝐺T𝐺)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦⩽ 0.

(24)

其中: 𝑍 = 𝑃−T, 𝑍 = 𝐸𝑉1𝑊𝑉 T
1 +𝑆𝑉 T

2 ,即不等式 (14)

成立.

由于𝑢(𝑘) ∈ 𝒰 = {𝑢 ∈ 𝑅𝑚 : ∥𝑢(𝑘)∥ ⩽ 𝑢̄2}, 𝑘 = 0,

1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 1,当前控制作用𝑢(𝑘)等价于如下约束:[
−𝑢̄2 𝑢T(𝑘)

𝑢(𝑘) −𝐼

]
⩽ 0.

考虑𝑈𝑁
1 : 𝑢(𝑖/𝑘) = 𝐾(𝑘)𝑥(𝑖/𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑁 − 1,通过对式 (15)运用引理 4可得

𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝜀1[𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)]T𝑃 [𝐴𝑥(𝑘)+

𝐵𝑢(𝑘)] + (𝑁 − 1)𝜌𝑤̄2+

𝜀2𝜆(𝑘)𝜎(𝐺
T𝐺)− Φ(𝑘 − 1) ⩽ 0,

则函数Φ(𝑘)是单调递减的,且有

𝑥(𝑖/𝑘)T𝐸T𝑃 (𝑘)𝐸𝑥(𝑖/𝑘) ⩽
(1 + 𝜀)𝑥̄(𝑖− 1/𝑘)T𝑃 (𝑘)𝑥̄(𝑖− 1/𝑘)+

(1 + 𝜀−1)𝜆(𝑘)𝜎(𝐺T𝐺)𝑤̄2. (25)

由于 ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥ ⩽ 𝑢̄, Φ(𝑘 + 𝑖) ⩽ Φ(𝑘) ⩽ 𝛾(𝑘), 且
𝑥(𝑖/𝑘)T𝐸T𝑃 (𝑘)𝐸𝑥(𝑖/𝑘) ⩽ 𝜏(𝑘) ⩽ 𝛾(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
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𝑁 − 1.通过运用S-procedure[14]可得如下不等式成立:

𝑢̄2𝑥(𝑖+ 1/𝑘)T𝐸T𝑃 (𝑘)𝐸𝑥(𝑖+ 1/𝑘)−
𝛾(𝑘)𝑥(𝑖+ 1/𝑘)T𝐾(𝑘)T𝐾(𝑘)𝑥(𝑖+ 1/𝑘) ⩽ 0. (26)

给定𝜓(𝑘) = 𝜏(𝑘)−1, 由引理 4可知, 不等式 (26)
等价于 [

−𝑢̄2𝐸T𝑃 (𝑘)𝐸 𝐾(𝑘)T

𝐾(𝑘) −𝜓(𝑘)

]
⩽ 0. (27)

对式 (27)分别左乘和右乘 diag{𝑃−1, 𝐼}, 又由于𝜑(𝑘)

× 𝛾(𝑘) ⩾ 1,即可得到式 (17)和 (18). □

注注注 1 从定理 2的证明可知, Φ(𝑘) < Φ(𝑘−1)且

Φ(𝑘) > (𝑁 − 1)𝜌𝑤̄2 > 0,这表明闭环系统的状态将在
不多于𝑁步内到达终端约束集𝒳𝒯 .当闭环系统的状
态进入到终端约束集𝒳𝒯 时,将通过一个局部状态反
馈控制器保证闭环离散广义系统输入状态稳定.

为了求解终端约束集𝒳𝒯 内的局部状态反馈控

制器,给出如下假设.

假设 3 令𝜆min(∗)为矩阵 ∗的最小特征值.设存

在𝜆min(𝑄), 𝜆min(𝑃 ), 𝜆max(𝑃 ) > 0, 并且𝜆min(𝑄) ⩽
𝜆max(𝑃 ),函数ℎ(𝑥(𝑘)) = 𝐾𝑥(𝑘) : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑚, ℎ(0) = 0

和一个𝐾类函数𝜎满足如下条件: 1) 𝒳𝒯 ⊆ 𝒳𝒰 , 0 ∈
int𝒳𝒯 ; 2) 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝐾𝑥(𝑘) +𝐺𝑤(𝑘) ∈ 𝒳𝒯 , ∀𝑥 ∈ 𝒳𝒯 ;

3) 𝐿(𝑥, 𝑢) ⩾ ∥𝑥∥2𝑄 ⩾ 𝜆min(𝑄)∥𝑥∥22, ∀𝑥 ∈ 𝒳 , ∀𝑢 ∈ 𝒰 ;
4) 𝜆min(𝑃 )∥𝐸𝑥∥22 ⩽ 𝑥T𝐸T𝑃𝐸𝑥 ⩽ 𝜆max(𝑃 )∥𝐸𝑥∥22, ∀𝑥
∈ 𝒳𝒯 ; 5) 𝑉𝑓 (𝑥(𝑘+1))−𝑉𝑓 (𝑥(𝑘)) ⩽ −𝐿(𝑥(𝑘), ℎ(𝑥(𝑘)))
+ 𝜎(∥𝑤(𝑘)∥), ∀𝑥(𝑘) ∈ 𝒳𝒯 , ∀𝑤(𝑘) ∈ 𝒲 .

注注注 2 假设 3表明, 终端代价函数𝑉𝑓是离散广

义系统的局部 ISS-Lyapunov函数, 终端约束集𝒳𝒯 为

鲁棒控制不变集.在文献 [7-8,14]中,给出了与本文相

似的假设.

考虑局部控制器𝑢∗(0/𝑘) = 𝐾𝑁𝑥(𝑘), 其中终端

代价函数𝑉𝑓 (𝐸𝑥(𝑘)) = 𝑥T(𝑘)𝐸T𝑃𝑁𝐸𝑥(𝑘), ∀𝑥(𝑘) ∈
𝒳𝒯 , 𝑤(𝑘) ∈ 𝒲满足条件

𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉𝑓 (𝑥(𝑘)) ⩽
− ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄 − ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅 + 𝜌∥𝑤(𝑘)∥2.

定理 3 对于离散广义系统 (1)和任意的𝑥(𝑘) ∈
𝒳𝒯 , 𝒳𝒯 = {𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛 : ∥𝑥(𝑘)∥ < 𝑟1},如果对于给定
常数 𝜌 > 0,存在 𝛾 ⩾ 0, 𝜃 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑊1 ∈ 𝑅𝑟×𝑟, 𝑆1 ∈
𝑅𝑛×(𝑛−𝑟), 𝑌𝑁 ∈ 𝑅𝑚×𝑚满足如下约束条件:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝐸𝑍𝑁𝐸
T 0 [𝐴𝑍𝑁 +𝐵𝑌𝑁 ]T 𝑌 T

𝑁 𝑍T
𝑁

∗ −𝛾𝜌𝐼 𝐺T 0 0

∗ ∗ −𝑍T
𝑁 0 0

∗ ∗ ∗ −𝛾𝑅−1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝛾𝑄−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⩽ 0, (28)

[
−𝑢̄2𝐸𝑍𝑁𝐸

T 𝑌 T
𝑁

𝑌𝑁 −𝜃𝑁

]
⩽ 0, (29)[

−𝛾 1

1 −𝜃𝑁

]
⩽ 0, (30)

其中𝑍𝑁 = 𝐸𝑉1𝑊1𝑉
T
1 +𝑆1𝑉

T
2 = 𝛾𝑃−1

𝑁 , 𝑌𝑁 = 𝐾𝑁𝑍𝑁 ,

则存在局部状态反馈控制器𝑢∗(0/𝑘) = 𝐾𝑁𝑥(𝑘).

定理 3的证明过程类似于定理 2.根据定理 2和

定理 3给出双模鲁棒预测控制算法.

Step 1:选择参数𝑄,𝑅, 𝜌, 𝑐, 𝜀,𝑁 > 0,并计算 𝑟1 =√
𝜌𝑤̄2 + 𝑐

𝜆min𝑄
,得到终端约束集𝒳𝒯 ;

Step 2: 离线求解LMI (28)∼ (30), 得到局部状态

反馈增益𝐾𝑁 ;

Step 3: 在每个采样时刻 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 测量系统
的状态𝑥(𝑘);

Step 4: 如果𝑥(𝑘) ∕∈ 𝒳𝒯 , 则在线求解优化问题

(13)∼ (18),将当前控制量𝑢(𝑘) = 𝑢(0/𝑘)作用于系统

(1),否则,将局部控制器𝑢∗(0/𝑘) = 𝐾𝑁𝑥(𝑘)作用于系

统 (1);

Step 5:令 𝑘 = 𝑘 + 1,并从Step 2开始执行.

3 输输输入入入状状状态态态稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定理 4 对于约束离散广义系统 (1),若优化问题

(13)∼ (18)和 (28)∼ (30)有解,则最优值函数 𝐽∗
𝑁 (𝑘)是

闭环广义系统的一个 ISS-Lyapunov函数,即闭环广义

系统相对于持续扰动 (3)是输入状态稳定的, 且具有

正则、因果性.

证证证明明明 首先,证明闭环离散广义系统是正则、因

果的.

由于 rank𝐸 = 𝑟 < 𝑛,若𝑥(𝑘) ∕∈ 𝑋𝑇 ,则存在两个

正交矩阵𝑈和𝑉 ,使得

𝑈𝐸𝑉 =

[
Σ𝑟 0

0 0

]
. (31)

对𝑈−T𝑃𝑘𝑈
−1和𝑈𝐴𝑉 作如上分块,可得

𝑈−T𝑃𝑘𝑈
−1 =

[
𝑃1𝑘 𝑃2𝑘

𝑃T
2𝑘 𝑃3𝑘

]
, 𝑈𝐴𝑉 =

[
𝐴1 𝐴2

𝐴3 𝐴4

]
,

𝐾𝑘𝑉
−T = [𝐾1𝑘 𝐾2𝑘]. (32)

由定理 2可知, 𝐸T𝑃𝑘𝐸 ⩾ 0, 则对于每一个固定

的 𝑘, 有𝑃1𝑘 ⩾ 0.再由定理 2可知 (𝐴 + 𝐵𝐾(𝑘))T ×
𝑃 (𝐴+𝐵𝐾(𝑘))− 𝐸T𝑃𝐸 +𝑄+𝐾(𝑘)T𝑅𝐾(𝑘) ⩽ 0.

结合式 (31)与 (32)可得[
∗ ∗
∗ 𝐴T

2 𝑃1𝑘𝐴2 +𝐻 +𝐻T +𝑄3 +𝐾2𝑘𝑅𝐾2𝑘

]
⩽ 0.

(33)

其中: 𝐻 = 𝐴T
2 𝑃2𝑘𝐴4 +

1

2
𝐴T

4 𝑃3𝑘𝐴4, ∗与证明无关.
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由式 (33)和𝑃1𝑘 ⩾ 0,𝑄3 > 0,𝑅 > 0可知𝐻+𝐻T

< 0.由引理 3可得Re𝜆
((
𝐴T

2 𝑃2𝑘 +
1

2
𝐴T

4 𝑃3𝑘

)
𝐴4

)
=

Re𝜆(𝐻) ⩽ 𝜇(𝐻) =
1

2
𝜆max(𝐻 +𝐻T) < 0,即

(
𝐴T

2 𝑃2𝑘

+
1

2
𝐴T

4 𝑃3𝑘

)
𝐴4是可逆的, 进而𝐴4是可逆的, 因此闭

环离散广义系统是正则、因果的.

若𝑥(𝑘) ∈ 𝒳𝒯 ,则同理可知,闭环离散广义系统是

正则、因果的.

然后,分析闭环离散广义系统的输入状态的稳定

性.

由于约束集𝒰和𝒲是有界集, 闭环系统的状态

是有界的,故最优值函数 𝐽∗
𝑁 (𝑘)存在上界,即有 𝐽∗

𝑁 (𝑘)

⩽ 𝐽𝑁 (𝑘).假设存在 𝑑 ∈ (0, 𝑟1), 使𝐵𝑑 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 :

∥𝑥∥ ⩽ 𝑑} ⊆ 𝒳𝒯 .若𝑥(𝑘) ∈ 𝒳𝒯 ,则由最优化原理可得

𝐽∗
𝑁 (𝑘) ⩾ min𝐽𝑁 (𝑘) ⩾

∥𝑥(𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅 ⩾ 𝜆min(𝑄)∥𝑥(𝑘)∥2.
由定理 3可知

𝐽∗
𝑁 (𝑘) ⩽ max

𝑤(𝑘)
𝐽𝑁
1 (𝑘) =

max
𝑤(𝑘)

(𝑁−2∑
𝑖=0

(∥𝑥(𝑘 + 𝑖)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑖/𝑘)∥2𝑅)+

𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 +𝑁 − 1))
)
+ (𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 +𝑁))−

𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 +𝑁 − 1)) + ∥𝑥(𝑘 +𝑁 − 1)∥2𝑄+
∥𝑢(𝑘 +𝑁 − 1)∥2𝑅) ⩽ 𝐽∗

𝑁−1(𝑘) + 𝜌𝑤̄2. (34)

由式 (34)可知

𝐽∗
𝑁 (𝑘) ⩽ 𝐽∗

𝑁−1(𝑘) + 𝜌𝑤̄2 ⩽ 𝐽𝑁−2𝑘 + 2𝜌𝑤̄2 ⋅ ⋅ ⋅ ⩽
𝐽∗
0 (𝑘) +𝑁𝜌𝑤̄2 = 𝑥T(𝑘)𝐸T𝑃𝐸𝑥(𝑘) +𝑁𝜌𝑤̄2 ⩽(
𝜆max(𝐸

T𝑃𝐸) +
𝑁𝜌𝑤̄2

𝑟21

)
∥𝑥(𝑘)∥2. (35)

综上可得

𝜆min(𝑄)∥𝑥(𝑘)∥2 ⩽ 𝐽∗
𝑁 (𝑘) ⩽(

𝜆max(𝐸
T𝑃𝐸) +

𝑁𝜌𝑤̄2

𝑟21

)
∥𝑥(𝑘)∥2.

由式 (35)可知

𝐽𝑁+1∗
1 (𝑘)− 𝐽∗

𝑁 (𝑘) ⩽ 𝐽𝑁∗
1 (𝑘) + 𝜌𝑤̄2 − 𝐽∗

𝑁 (𝑘) ⩽

− (∥𝑥(𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅) + 𝜌𝑤̄2 ⩽

− 𝜆max(𝑄)∥𝑥(𝑘)∥2 + 𝜌𝑤̄2. (36)

若𝑥(𝑘) ∕∈ 𝑋𝑇 ,当𝑥(𝑘) ∕∈ 𝐵𝑑时,则有 ∥𝑥(𝑘)∥ ⩾ 𝑑.

通过

𝐽∗
𝑁 (𝑘) ⩽ 𝐽𝑁 (𝑘) ⩽

(𝐽𝑁 (𝑘)

∥𝑑∥2
)
∥𝑥(𝑘)∥2 (37)

可推得

𝜆min(𝑄)∥𝑥(𝑘)∥2 ⩽
(𝐽𝑁 (𝑘)

∥𝑑∥2
)
∥𝑥(𝑘)∥2.

由定理 2可知

𝐽𝑁+1∗
1 (𝑘) =

𝐽∗
𝑁 (𝑘) + 𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 +𝑁 + 1))− 𝑉𝑓 (𝑥(𝑘 +𝑁))+

∥𝑥(𝑘 +𝑁)∥2𝑄 − ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑘 +𝑁)∥2𝑅 − ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅 ⩽

𝐽∗
𝑁 (𝑘)− ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄 + 𝜌𝑤̄2,

即有

𝐽𝑁+1∗
1 (𝑘)− 𝐽∗

𝑁 (𝑘) ⩽ −𝜆max(𝑄)∥𝑥(𝑘)∥2 + 𝜌𝑤̄2.

综上所述, 由定理 1可知, 最优值函数 𝐽∗
𝑁 (𝑘)是

闭环离散广义系统的一个 ISS-Lyapunov函数,即闭环

系统相对于有界持续扰动是输入状态稳定的. □

4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑离散广义系统 (1),系统参数如下:

𝐸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0.1 0

0 1 0 0.1

−0.02 0.02 1 0

0.02 −0.02 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0.1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐺 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0.1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
持续扰动𝑤(𝑘) = 𝑤sin(𝑘).其中: 𝑤̄ = 0.5, 输入约束
∥𝑢(𝑘)∥ ⩽ 1.

给定参数𝑄 = 𝐼 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑅 = 1, 𝜀 = 0.1, 𝑐 =

0.02, 𝜌 = 0.5, 𝑁 = 3,通过计算得到 𝑟1 = 0.380 8,终端
约束集𝒳𝒯 = {𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛 : ∥𝑥(𝑘)∥ < 0.380 8}.选择初
始状态𝑥(0) = [1, 0.5,−0.7, 0]T, 采样间隔 0.1 s.根据
双模鲁棒预测控制算法,运用LMI工具箱求解优化问
题,进而得到满足条件的双模控制器.

终端约束区域三维图像和闭环系统状态运动轨

迹如图 1所示.

-1.0-1.0
-0.5

0
0.5

1.01.0
0.5

0
-0.5

-1

0

1

x1
x2

x
3

-1.0-1.0
-0.5

0
0.5

1.01.0
0.5

0
-0.5

-1

0

1

x2
x3

x
4
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(b) , ,x x x2 3 4!"#$

图 1 终端约束区域𝑋𝑇 和闭环系统状态运动轨迹
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由图 1可知,本文提出的方法可使闭环状态最终
进入终端约束集内.系统状态曲线和控制输入曲线如
图 2所示
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0
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(a) !"#$

(b) %&'(

t /s

t /s

1.0

-1.0

图 2 系统状态曲线和控制输入曲线

图 2表明闭环系统的状态是有界的,且控制输入

在每一个时刻都是满足约束条件的.

5 结结结 论论论

本文通过引入输入状态稳定的概念, 给出了离

散广义系统输入状态稳定的充分条件, 提出了一类

具有持续扰动和输入约束的离散广义系统 quasi-min-

max鲁棒预测控制算法.通过求解半正定规划问题得

到连续控制序列, 将系统状态驱动到终端约束集, 在

终端约束集内使用固定反馈控制器,给出了离散广义

系统双模预测控制器的设计方法,并证明了闭环离散

广义系统的正则性和因果性.最后通过仿真实验验证

了本文算法的可行性和有效性.
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