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摘 要: 传统模糊𝐶-均值 (FCM)算法要求一个样本对于各个聚类的隶属度之和满足归一化条件,从而导致算法对

噪声和孤立点敏感,对非均衡分布样本的聚类有效性降低. 针对该问题,提出一种改进模糊隶属函数约束的 FCM聚

类算法,通过放松归一化条件,推导出新的隶属度划分公式,并在聚类过程中不断进行隶属度修正,从而达到消除噪

声样本、提高聚类有效性的目的. 最后通过实验结果对比验证了改进算法的正确性.
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Abstract：：：Since the general fuzzy 𝐶-means (FCM) algorithm requires sum of membership satisfying the normalization

condition for a sample to each cluster, and thus results algorithm sensitive to noise or outliers and reducing the validity

of the clustering on non-equilibrium distribution samples. Therefore, an FCM clustering algorithm with the improved fuzzy

membership constraint function is proposed. By relaxing the normalization condition, a new formula of membership division

is deduced, and the membership is constantly corrected in the clustering process, so that it will eliminate the noise sample,

and improve the validity of clustering. Finally, the comparison of the experimental result verifies the correctness of the

improved algorithm.
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0 引引引 言言言

模糊𝐶-均值 (FCM)聚类算法是无监督模式识别

中的一种重要方法.该方法通过最小化其目标函数获

得样本集的模糊划分或聚类, 已在信息技术和控制

决策领域得到了广泛的应用,如图像处理[1]和模式识

别[2]等. 然而,传统的 FCM算法在最小化目标函数的

过程中,要求一个样本对于各个聚类的隶属度之和为

1,即满足归一化条件
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 = 1,∀𝑘. 这样一来,在样

本分布不均衡或存在噪声情况下,会导致不理想的聚

类结果.例如,当某个噪声样本远离各个聚类中心时,

本来它严格属于每个类的隶属度都很小,但由于归一

化条件的制约, 将使它对各类都具有较大的隶属度,

从而影响最终的迭代结果.为此,必须改进传统 FCM

算法的模糊隶属度函数,以增强聚类结果的有效性.

对于模糊隶属度函数的改进问题,目前主要集中

在如何对其施加某种约束或权重, 如Hoppner等[3]提

出了一种改进模糊划分的聚类算法 IFP-FCM,通过引

入新的隶属度约束函数, 得到了意义更趋明晰的隶

属度迭代公式, 但其模糊加权指数𝑚只能恒为 2; 朱

琳等[4]在Hoppner的基础上, 基于惩罚对手的竞争学

习 (RPCL)思想,引入隶属度约束函数的惩罚项,解决

了 IFP-FCM中模糊加权指数的一般化问题,提高了模

糊划分的鲁棒性; Li等[5]提出了一种特征加权算法约

束隶属度函数, 并在图像分割中取得了成功的应用.

此外,贺思艳[6]和魏延等[7]分别对模糊隶属度进行设

计改进,并通过实验对其正确性进行了验证. 但是,上

述方法都没有跳出隶属度归一化约束条件,因而对于

样本分布不均衡或含有大量噪声的样本集聚类效果

不理想,同时,如文献 [6-7]所提出的模糊隶属度函数
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的确定方法,其运算过于复杂,效率不高. 而对于样本

非均衡分布的数据集,肖满生等[8]提出了一种基于原

型初始化的样本隶属函数分配方案,通过设计一个高

斯形式的隶属度函数,采用指数距离测度方法表达样

本隶属度,从而打破了隶属度之和为 1的归一化约束,

有效地解决了非均衡分布样本的聚类问题,但该方法

仅适用于二维分布的样本集聚类.对于高维样本, 其

可行性和有效性尚有待验证.

针对上述问题,本文在国内外研究的基础上,受

文献 [9-11]的启发, 提出一种带有修正值的 FCM聚

类隶属度函数确定方法.该方法通过放松隶属度约束,

既能够解决样本分布非均衡以及含有大量噪声样本

的聚类问题,同时又可以避免孤立点自成一类的情况,

提高了聚类的有效性.

1 FCM算算算法法法隶隶隶属属属度度度函函函数数数的的的改改改进进进
1.1 放放放松松松归归归一一一化化化条条条件件件的的的模模模糊糊糊隶隶隶属属属度度度

设某一样本集𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛},类别数为 𝑐,

𝑚(𝑚 > 1)为模糊加权指数,又称为平滑因子,表示样

本在模糊类间的分享程度,当𝑚 = 1表示硬聚类, 𝑢𝑖𝑘

为第 𝑘 (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)个样本𝑥𝑘在第 𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑐)类中的模糊隶属度, 𝑑𝑖𝑘为样本𝑥𝑘与聚类中心 𝑣𝑖的

欧几里德距离, 𝑈为模糊隶属度集合, 𝑉 为聚类中心

集合时, FCM目标函数为

𝐽(𝑈, 𝑉 ) =

𝑐∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑢𝑖𝑘)
𝑚𝑑2𝑖𝑘. (1)

在最小化该目标函数的过程中,要求满足任一样

本对于各个聚类的隶属度之和为 1的归一化约束条

件,即
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 = 1, ∀𝑘. (2)

在此条件约束下,当某个噪声样本远离各类的聚类中

心时, 本来它严格属于各类的隶属度都很小, 但由于

归一化约束, 将使它对各类都具有较大的隶属度,从

而影响最终结果.为此, 人们提出放松归一化约束条

件,只要满足所有样本对于各类的隶属度之和为样本

数𝑛即可,即
𝑐∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑢𝑖𝑘 = 𝑛, ∀𝑖, 𝑘. (3)

根据式 (3), 采用拉格朗日乘数法最小化目标函

数 (1),可求得𝑢𝑖𝑘, 𝑣𝑖.

由式 (1)和 (3),可得

𝐽(𝑈, 𝑉 ) =

𝑐∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑢𝑖𝑘)
𝑚𝑑2𝑖𝑘 + 𝜆

( 𝑐∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑢𝑖𝑘 − 𝑛
)
,

(4)

其中𝜆为任意常数. 最小化 𝐽(𝑈, 𝑉 )时,必要条件为对

𝑢𝑙ℎ的一阶导数满足
∂𝐽(𝑈, 𝑉 )

∂𝑢𝑙ℎ
= 𝑚(𝑢𝑙ℎ)

𝑚−1 ⋅ 𝑑2𝑙ℎ − 𝜆 = 0. (5)

此处用 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐和ℎ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛代替 𝑖, 𝑘,目的

是不与 𝑖, 𝑘重复.按式 (5)求解𝑢𝑙ℎ,得

𝑢𝑙ℎ =
[ 𝜆

𝑚(𝑑2𝑙ℎ)

]1/(𝑚−1)

. (6)

将式 (6)代入 (3)并求解,即
𝑛∑

𝑘=1

𝑐∑
𝑖=1

( 𝜆

𝑚

)1/(𝑚−1)[ 1

(𝑑𝑖𝑘)2

]1/(𝑚−1)

= 𝑛,

因而得( 𝜆

𝑚

)1/(𝑚−1)

= 𝑛
/( 𝑐∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

[ 1

𝑑𝑖𝑘

]1/(𝑚−1))−1

. (7)

将式 (7)代入 (6),得

𝑢𝑙ℎ = 𝑛
/ 𝑐∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

[(𝑑𝑙ℎ
𝑑𝑖𝑘

)2/(𝑚−1)]
, (8)

通常写成

𝑢𝑖𝑘 = 𝑛
/ 𝑐∑

𝑙=1

𝑛∑
ℎ=1

[(𝑑𝑖𝑘
𝑑𝑙ℎ

)2/(𝑚−1)]
. (9)

同理,将式 (1)对 𝑣𝑖求导,可得FCM的聚类中心
∂𝐽(𝑈, 𝑉 )

∂𝑣𝑖
=

∂

∂𝑣𝑖

[ 𝑐∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑘=1

(𝑢𝑖𝑘)
𝑚𝑑2𝑖𝑘

]
= 0,

得

𝑣𝑖 =
( 𝑛∑

𝑘=1

(𝑢𝑖𝑘)
𝑚 ⋅ 𝑥𝑘

)/ 𝑛∑
𝑘=1

𝑢𝑚
𝑖𝑘. (10)

式 (9)和 (10)即为放松归一化约束后, FCM算法

的模糊隶属度及聚类中心的迭代公式. 显然,放松归

一化约束后,聚类中心 𝑣𝑖的迭代公式没有改变,但其

隶属度已不是通常意义上的隶属度迭代公式,所求得

的值可能会大于 1.

1.2 隶隶隶属属属度度度迭迭迭代代代公公公式式式的的的修修修正正正

由上述可知, 当放松隶属度约束归一化条件后,

得到样本的隶属度可能会大于 1,从而使各样本对类

的隶属度相差悬殊,即某些样本可能对各个类的隶属

度很大,另一些样本可能对类的隶属度很小.如果在

聚类过程中某个样本对某类的隶属度很大,则最后该

类可能只包含这一个样本,即孤立点 (噪声)单独成一

类,这显然不是所希望的结果;另外,如果某些样本的

隶属度很小,则在实际聚类过程中迭代终止阈值的选

取会非常困难.因此,在得到式 (9)所示的隶属度函数

后, 本文进一步对其进行非线性修正, 使所得到的隶

属度不宜太大或太小.

设 𝑙𝑖𝑘表示样本𝑥𝑘到聚类中心 𝑣𝑖的距离,则修正

后的样本隶属度可表示为

𝑢′
𝑖𝑘 = 𝑢𝑖𝑘 +

(
1−

𝑐∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑘

)
⋅
(
1− 𝑙𝑖𝑘

𝑐∑
𝑖=1

𝑙𝑖𝑘

)2

. (11)
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分析如下:

1)当
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘<1时,因其总和小于 1,样本𝑥𝑘相对

于各聚类的隶属度都很小,修正后的隶属度𝑢′
𝑖𝑘增加,

样本越远离类中心, 即 𝑙𝑖𝑘越大, 修正后的𝑢′
𝑖𝑘增加得

越少;反之,样本离类中心越近, 𝑢′
𝑖𝑘增加得越多. 另外,

因为
(
1−𝑙𝑖𝑘

/ 𝑐∑
𝑖=1

𝑙𝑖𝑘

)2

< 1,得
(
1−

𝑐∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑘

)
⋅
(
1−𝑙𝑖𝑘

/
𝑐∑

𝑖=1

𝑙𝑖𝑘

)2

< 1−
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 < 1−𝑢𝑖𝑘,故𝑢𝑖𝑘+
(
1−

𝑐∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑘

)
⋅

(
1− 𝑙𝑖𝑘

/ 𝑐∑
𝑖=1

𝑙𝑖𝑘

)2

< 1,即𝑢′
𝑖𝑘 < 1. 所以修正后的𝑢′

𝑖𝑘

大于 0而小于 1.

2) 当
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 > 1时, 𝑥𝑘相对于各聚类的隶属度

中,可能有个别隶属度过大,由于这时
(
1−

𝑐∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑘

)
为

负值,修正后的隶属度𝑢′
𝑖𝑘减小,样本离聚类中心的距

离 𝑙𝑖𝑘越近, 修正后的𝑢′
𝑖𝑘减少得越多; 反之, 𝑢′

𝑖𝑘减少

得越少.另外, 仿照分析式 (1), 同样可以推得修正后

的𝑢′
𝑖𝑘值在 0与 1之间.

3)当
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 = 1时,无需修正,式 (9)中的𝑢𝑖𝑘等

价于传统FCM算法中的隶属度公式.

经式 (11)修正后,使得在迭代过程中𝑢𝑖𝑘不至于

太大或太小,从而能够有效地避免孤立点独成一类的

情况出现.

2 改改改进进进隶隶隶属属属度度度函函函数数数的的的FCM算算算法法法在在在样样样本本本
聚聚聚类类类中中中的的的实实实现现现

一个噪声样本,由于它不属于任何类,它对各类

的隶属度都很小, 满足
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘 < 1, 其大小应在该样

本对各类隶属度均值的附近,即

𝑢𝑖𝑘 ≈
𝑐∑

𝑖=1

𝑢𝑖𝑘

/
𝑐, (12)

其中 𝑐为聚类数.

由式 (12)可以检测出样本集中的噪声点.

基于上述分析, 改进隶属度函数的 FCM算法在

聚类中的实现过程如下.

Step 1: 对于给定样本集𝑋={𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛},初

始化聚类数 𝑐 (2 ⩽ 𝑐 ⩽ 𝑛)、隶属度收敛阈值 𝜀、迭代

次数 𝑡 = 1、最大迭代次数𝑇 和初始聚类中心集𝑉𝑖.另

外, 根据Bezdek及Dunn所提出的模糊集理论, 在一

般情况下,模糊加权指数值𝑚 = 2.

Step 2: 根据式 (9)计算样本的隶属度值𝑢
(𝑡)
𝑖𝑘 .

Step 3: 根据式 (11)对样本隶属度值𝑢
(𝑡)
𝑖𝑘 进行修

正,得𝑢
′(𝑡)
𝑖𝑘 .

Step 4: 将修正后的𝑢
′(𝑡)
𝑖𝑘 代入式 (10),计算各类别

的聚类中心 𝑣
(𝑡+1)
𝑖 .

Step 5: 如果 𝑡 > 𝑇 或者 ∣𝑢′(𝑡+1)
𝑖𝑘 − 𝑢

′(𝑡)
𝑖𝑘 ∣ < 𝜀,则算

法停止,否则 𝑡 = 𝑡+ 1,跳转到Step 2.

Step 6: 根据式 (12), 除去样本集中的噪声点, 最

后得到各类别的聚类中心 𝑣𝑖和样本隶属度𝑢𝑖𝑘.

3 实实实验验验结结结果果果分分分析析析

为了验证本文所提出方法的正确性,分别采用含

有噪声点非均衡分布的人造样本数据集、UCI数据库

中的真实数据集以及由纹理库中的纹理合成图像数

据集进行实验.实验环境如下: PC Intel R⃝Pentium R⃝
CPU G3220@3.00 GHz 3.00 GHz, RAM 4 GB, OS:

Windows 7, Program: Matlab 7.0.同时,为便于分析,在

实验过程中采用传统FCM算法以及文献 [4]中提出

的GIFP-FCM方法进行对比实验. GIFP-FCM方法,即

改进模糊划分的 FCM聚类一般化方法, 其理论推导

完善成熟,且应用较为普遍,是目前最有说服力的方

法之一,为此将其作为对比算法. 为描述方便,本文提

出的改进隶属度函数的FCM算法简称为 IM-FCM,传

统 FCM算法简称为G-FCM.实验中主要评价指标包

括: 1)成功分类率 SCR,即正确分类的样本数占样本

集中样本总数的百分比; 2) 类内样本的互信息MIC,

有关样本的互信息请参阅文献 [12]等, 此处不再细

述; 3) 最小化目标函数值OFV. 在实验 1中还引入了

划分均匀性测度指标UM,即划分类内部均匀性测度,

用来评价聚类内部样本分布的均匀程度,其定义为

UM =
1

𝑛

𝑐∑
𝑖=1

{ ∑
𝑘∈𝑅𝑖

[
𝑥𝑘 − 1

𝐴𝑖

∑
𝑘∈𝑅𝑖

𝑥𝑘

]2}
. (13)

其中: 𝑅𝑖表示第 𝑖个聚类; 𝐴𝑖为该聚类中样本个数; 𝑛

为归一化系数, 在本文可设为样本总数. 由式 (13)可

以分析,聚类内部样本分布越均衡,即样本𝑥𝑘与类内

其他样本相差越小, UM值越小, 因此, UM反映了各

聚类内部样本分布均衡性程度.

实实实验验验 1 人造数据实验.

一个干净无噪声的人造样本数据集如图 1(a)所

示 (其中 3个黑粗点为 IM-FCM算法实验结果中的聚

类中心, 原始数据集中并不存在), 由 1大 2小 3类样

本子集构成, 其主要参数如表 1所示.以此为基础,

在其中不断增加噪声点来进行实验.每次增加 30个,

图 1(b)为增加 30个噪声点后的样本集, 最后一次噪

声点达 300个.包括原来干净样本集在内共进行 11次

针对UM值的测定实验, 分别采用 3种算法 (即传统

的G-FCM算法、改进的GIFP-FCM算法以及本文提

出的 IM-FCM算法)进行聚类测定UM值时, 每种算

法各进行 50次聚类取平均值,其中迭代终止阈值 (两
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次迭代隶属度差) 𝜀 = 0.01, GIFP-FCM算法中𝛼按常

规取 0.9, 实验结果中UM比较曲线如图 2所示 (其中

横轴为增加噪声实验次数序号, 纵轴为UM值). 同

时, 针对具有 30个噪声点的人造样本集分别采用上

述 3种算法对 SCR、MIC以及OFV共 3个指标进行

实验测定, 3种算法的实验参数同UM值测定实验,实

验结果如表 2所示.另外, 为了更直观地表达聚类结

果, 本文所提出的 IM-FCM算法对含有 30个噪声点

的样本集的实验结果,其直观图基本上接近图 1(a),限

于篇幅, 其效果直观图不再列出, 其中 3个黑粗点为

实验结果中 3个聚类中心.
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图 1 人造样本数据集
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图 2 3种算法的UM值比较曲线

表 1 无噪声人造样本集的主要参数

样本子集 均值坐标 协方差矩阵 样本数

18.7 1.5
第 1类 (4.5, 6.2)

1.5 19.6
200

2.3 0.3
第 2类 (10.9, 4.6) −0.3 1.8

50

2.3 − 0.5
第 3类 (10.8, 7.6) −0.5 2.5

50

表 2 3种算法对人造样本集的实验结果

GIFP-FCM G-FCM IM-FCM

SCR /% 77.31 76.42 94.31

MIC 0.832 5 0.783 1 0.914 2

OFV 1 364.51 1 324.83 1 049.53

从图 2中可以看出, 随着噪声的增加, 3种算法

的UM值也不断增加, 表明聚类效果变差, 但对于总

体情况,在噪声样本超过 20% (图 2第 3次实验起)后,

本文所提出的 IM-FCM算法的UM值比其他两种算

法所得到的UM值明显减小,表明本文所提出算法的

聚类效果好.另外,从表 2中所得到的实验结果看,本

文所提出的 IM-FCM算法的成功分类率 SCR以及类

内样本的互信息MIC值均比其他两种方法所测得的

值大,而且最小化目标函数比其他两种算法小, 表明

本文的 IM-FCM算法对于含有噪声点样本聚类,其有

效性高.

实实实验验验 2 真实的UCI库中 IRIS数据集实验.

本次实验采用来自UCI样本库[13]的 IRIS数据进

行实验. IRIS是一个著名的标准测试样本集,常用来

检测聚类效果,由 150个样本组成, 分为 3类 (setosa、

versicolor、virginica), 每类 50个样本, 其中一类完全

分离,另两类有交叉,因此,这也是一类非均衡分布的

样本, 每一样本包含 petal length、petal width、sepal

length、sepal width共 4个分量. 3种方法的实验条件

及要求同实验 1, 即每种方法各进行 50次聚类取平

均值,每次聚类终止条件为两次迭代间隶属度差 𝜀 =

0.01, GIFP-FCM算法中𝛼取通用值 0.9. 表 3为 3种算

法进行聚类实验的SCR、MIC、OFV值对比.

表 3 3种算法对 IRIS数据集的实验结果

GIFP-FCM G-FCM IM-FCM

SCR /% 82.31 78.10 86.70

MIC 0.936 0 0.723 8 0.948 0

OFV 158.72 165.61 204.69

从表 3中可以看出:对于成功分类率 SCR以及类

内互信息MIC, 本文提出的算法所获得的结果较好,

GIFP-FCM次之, G-FCM最差; 而对于最小化目标函

数OFV值, GIFP-FCM最优, G-FCM次之, 本文提出

的 IM-FCM最差.这是因为 IM-FCM放松了对隶属度

约束条件,使得𝑢𝑖𝑘可能大于 1,在没有噪声样本干扰

的情况下,其目标函数值会随隶属度𝑢𝑖𝑘的增大而增

大,因而出现了上述情况.但综合评价 3种算法,本文

提出的 IM-FCM在聚类的有效性、正确性方面取得了

较优的结果.

实实实验验验 3 纹理合成图像实验.

实验图像见图 3,由 5维纹理合成,这些纹理来自

Brodatz纹理库[14]中的D10、D27、D68、D3和D56. 该

图像大小为 512× 512,灰度为 256级. 该实验中,组成

纹理图像样本的分布密度大,样本间的差异较小, 在

利用Gabor滤波器对该图像进行特征提取后, 3种算

法对图像分割实验所得的指标数据对比如表 4所示.

图 3 纹理合成图像
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表 4 3种算法对纹理合成图像的实验结果

GIFP-FCM G-FCM IM-FCM

SCR / % 91.6 91.1 91.7

MIC 0.933 4 0.924 0 0.923 0

OFV 1.36 × 105 1.89 × 105 1.34 × 1015

从表 4可看出, 3种算法所测得的 SCR、MIC两

指标值差别不大,都具有较好的聚类效果,仅在OFV

指标值上, G-FCM值略大于 IM-FCM及GIFP-FCM算

法. 因此, 针对纹理图像这种样本分布密度大、样本

间差异较小的数据集的模糊聚类,本文所提出的 IM-

FCM算法只是稍优于其他两种算法, 并没有明显的

优势.

综合上述所有实验对比结果,可以表明: 在含有

大量噪声样本或样本分布不均衡情况下,本文所提出

的算法获得了较好的聚类效果;当样本集所含噪声超

过一定比例 (例如超过 20%)时,本文所提出的方法的

聚类效果好;而在样本分布相对均衡或不含噪声点的

情况下,本文所提出方法的聚类优势并不明显.

4 结结结 论论论

本文通过放松 FCM聚类算法中模糊隶属度约束

条件,推导出一种改进的 FCM聚类隶属度函数,引用

一个基于距离运算的非线性处理对隶属度函数进行

修正, 以得到很好的解决传统FCM算法中样本分布

不均衡, 特别是含有大量噪声样本的模糊聚类问题,

并通过多次实验验证了所提出方法的有效性. 本文的

主要创新点在于: 一是对放松隶属度约束后的隶属度

函数、聚类中心进行了推导,使得求解隶属度函数等

有了理论依据;二是分析了基于该隶属度函数的孤立

点或噪声点可能会单独成一类的情况,给出了隶属度

函数的非线性修正方法,使得迭代后的隶属度值不会

因过大或过小而影响聚类结果.需要指出的是, 与传

统的 FCM算法一样, 本文所提出的改进隶属度函数

的FCM算法仍然对聚类中心十分敏感, 尤其是当选

取噪声点作为初始聚类中心时, 聚类可能会失败, 因

此, 如何在本文研究的基础上, 克服初始聚类中心敏

感的问题将是下一步的研究目标.
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