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摘 要: 针对具有时滞因果关系的小样本系统建模问题,提出一种灰色多变量时滞GM(1,𝑁 )模型及其求解方法;考

虑到相关变量累加序列变化量较大的情形下,驱动项不能被视为灰常量的问题,给出了时滞GM(1,𝑁 )模型的一种派

生模型. 在此基础上,通过数值仿真和实例分析验证了新模型的有效性. 数值结果表明: 时滞GM(1,𝑁 )模型能够较好

地描述和预测含时滞特征的小样本数据系统的运行规律,不考虑相关因素的时滞作用时,时滞GM(1,𝑁 )模型退化为

经典的GM(1,𝑁 )模型.
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Multivariable time-delayed GM(1, 𝑁 ) model and its application
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Abstract: As to the modeling problems in small sample systems with time-delay causality, the multivariable grey time-delay

GM(1,𝑁 ) model and its solving method are proposed. Considering that driving items in the model can not be seen as grey

constants when the accumulative sequences of relevant variables change significantly, a derived GM(1,𝑁 ) model with time-

delay is further deduced. On this basis, the effectiveness of the new model is verified by the numerical simulation and actual

examples. Results show that the time-delay GM(1,𝑁 ) model can better describe and predict delay characteristics of systems

with small sample data. The time-delay GM(1,𝑁 ) model degenerates to the traditional one without considering the factor of

time-delay.
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0 引引引 言言言

变量之间因果作用的时滞现象广泛存在于现实

经济社会系统中,例如:从投资到产出、从发现需求到

生产、从生产到消费的过程均具有系统延迟特征. 在

具有大样本数据的条件下,应用统计建模方法可以对

时滞现象进行描述,相关理论和方法体系较为成熟并

得到了广泛的应用; 在小样本数据条件下, 相关研究

工作难以在概率统计理论框架体系下展开. 我国著名

学者邓聚龙教授提出的灰色系统理论[1]为解决“小样

本,贫信息”系统的建模、预测和控制问题提供了一种

有效的途径.

GM(1,𝑁 )模型[1-3]是多变量灰色系统建模方法的

基本模型,该模型中包含一个系统行为变量和𝑁 − 1

个影响因子变量,常用于分析多个影响因子变量对系

统行为变量的作用; 在已知影响因子变量的变化趋

势的情形下, 还可以对系统行为变量作预测.邓聚龙

教授[1]首先提出了多变量灰色GM(1,𝑁 )模型,并将其

用于湖北省某城市的经济、科技、社会协调发展规划.

Kung等[4]比较了GARCH模型和GM(1,𝑁 )模型在金

融市场预测中的表现, 发现GM(1,𝑁 )预测方法具有

较高的鲁棒性,但其预测能力明显弱于GARCH模型.

事实上,邓聚龙教授已在文献 [1]中指出,尽管GM(1,

𝑁 )模型自身具有动态特性, 但由于它不具有全信息

而一般不适合预测; Tien等[5]的研究发现, GM(1,𝑁 )

模型在预测中容易出现大误差的现象, 并用实验数

据验证了邓聚龙教授的观点. 所以, 目前直接应用

GM(1,𝑁 )模型的研究大都主要集中在经济社会系统

的静态分析上[6-8].
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尽管经典GM(1,𝑁 )模型存在动态预测上的缺陷,

但由于其在小样本数据建模方面的优势, 很多学者

提出了有价值的改进模型. Hsu等[9]采用遗传算法优

化GM(1,𝑁 )模型的背景值插值系数, 将优化模型应

用于预测台湾地区集成电路行业的产值; Hao等[10]利

用灰色关联分析确定变量间的滞后期, 以此为基础

建立GM(1,𝑁 )模型进行预测; 仇伟杰等[11]基于采样

定理和状态转移矩阵研究了GM(1,𝑁 )模型离散化

结构解问题, 在GM(1,𝑁 )模型差分方程和微分方程

之间架起一座桥梁; 谢乃明等[12]将单变量离散灰色

模型拓展为多变量离散灰色模型; 黄继[13]针对现实

系统输入与输出的时滞关系, 提出多变量G(1,𝑁 ∣𝜏 ,

𝑟)模型, 并应用粒子群算法求解模型参数; Guo等[14]

对GM(1,𝑁 )模型序列生成和背景值进行了改进;

Tien[15]在传统GM(1,𝑁 )模型灰色微分方程中增加了

一个控制参数, 同时采用卷积积分技术求解白化微

分方程,改进后的模型被命名为GMC(1,𝑛)模型,在其

后的研究中相继提出了改进的GMC(1,𝑛)模型[16-18].

此外, 用一组GM(1,𝑁 )模型描述系统动态行为的建

模方法 (如系统灰预测[1,2]、MGM(1,𝑁 )[19-21])也得到

了广泛关注. 这些改进方法在一定程度上提高了

GM(1,𝑁 )模型动态预测的预测能力.

现有的多变量灰色GM(1,𝑁 )模型及其改进形式

一般只适用于同步变化的变量建模预测,而不能适应

现实经济社会系统中广泛存在的时滞因果作用关系.

直接应用GM(1,𝑁 )模型预测具有时滞特征的行为序

列, 极有可能导致较大预测误差的问题.本文试图建

立适用于时滞系统行为序列预测的GM(1,𝑁 )模型,以

期在一定程度上弥补传统GM(1,𝑁 )模型的缺陷.

1 时时时滞滞滞GM(1, 𝑁 )模模模型型型及及及其其其求求求解解解
1.1 时时时滞滞滞GM(1, 𝑁 )模模模型型型的的的定定定义义义及及及其其其参参参数数数估估估计计计

定定定义义义 1 设系统特征数据序列为

𝑋
(0)
1 = (𝑥

(0)
1 (1), 𝑥

(0)
1 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

1 (𝑛)),

相关因素序列为

𝑋
(0)
2 = (𝑥

(0)
2 (1), 𝑥

(0)
2 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

2 (𝑛)),

𝑋
(0)
3 = (𝑥

(0)
3 (1), 𝑥

(0)
3 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

3 (𝑛)),

...

𝑋
(0)
𝑁 = (𝑥

(0)
𝑁 (1), 𝑥

(0)
𝑁 (2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑁 (𝑛)).

𝑋
(1)
𝑖 为𝑋

(0)
𝑖 的一阶累加生成 (1-AGO)序列, 𝑖 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑍(1)
1 为𝑋

(1)
1 的紧邻均值生成序列,则称

𝑥
(0)
1 (𝑘) + 𝑎𝑧

(1)
1 (𝑘) =

𝑏2

𝑘∑
𝑗=1

𝜆𝑘−𝑗
2 𝑥

(1)
2 (𝑗) + 𝑏3

𝑘∑
𝑗=1

𝜆𝑘−𝑗
3 𝑥

(1)
3 (𝑗)+

⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑁

𝑘∑
𝑗=1

𝜆𝑘−𝑗
𝑁 𝑥

(1)
𝑁 (𝑗) =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗) (1)

为时滞GM(1,𝑁 )模型.

上述模型中, 离散时间变量 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, −𝑎

为系统发展系数,
𝑘∑

𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 (𝑗)为驱动项, 驱动系数

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 随时间的推移呈递减规律, 𝜆𝑖为第 𝑖个变量对

系统行为特征变量影响的递减程度, 0 < 𝜆𝑖 < 1, 𝑖 =

2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 𝜆𝑖越大, 递减速度越慢; 反之, 递减速度

越快.如果不考虑相关因素的时滞作用而只考虑 𝑗 =

𝑘, 则驱动项为 𝑏𝑖𝑥
(1)
𝑖 (𝑘), 此时, 时滞GM(1,𝑁 )模型退

化为经典的GM(1,𝑁 )模型.

与单变量灰色模型相比,多变量灰色模型在参数

辨识过程中更容易出现数据矩阵的漂移现象.在建立

时滞GM(1,𝑁 )模型之前最好对数量级较大的原始数

据序列做预处理,具体方法可采用初值化或均值化等

数据变换.

定定定理理理 1 设𝑋
(0)
1 为系统特征数据序列, 𝑋(0)

𝑖 (𝑖 =

2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 )为相关因素数据序列, 𝑋(1)
𝑖 为诸𝑋

(0)
𝑖 的

1-AGO序列, 𝑍(1)
1 为𝑋

(1)
1 的紧邻均值生成序列, 𝜆𝑖为

(0, 1)区间内的给定值,而

𝐵 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑧
(1)
1 (2)

2∑
𝑗=1

𝜆2−𝑗
2 𝑥

(1)
2 (𝑗) ⋅ ⋅ ⋅

2∑
𝑗=1

𝜆2−𝑗
𝑁 𝑥

(1)
𝑁 (𝑗)

−𝑧
(1)
1 (3)

3∑
𝑗=1

𝜆3−𝑗
2 𝑥

(1)
2 (𝑗) ⋅ ⋅ ⋅

3∑
𝑗=1

𝜆3−𝑗
𝑁 𝑥

(1)
𝑁 (𝑗)

...
...

. . .
...

−𝑧
(1)
1 (𝑛)

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑛−𝑗
2 𝑥

(1)
2 (𝑗) ⋅ ⋅ ⋅

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑛−𝑗
𝑁 𝑥

(1)
𝑁 (𝑗)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥
(0)
1 (2)

𝑥
(0)
1 (3)

...

𝑥
(0)
1 (𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则参数列 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑁 ]T的最小二乘估计满

足:

1)当𝑛 = 𝑁 + 1时, 𝑎̂ = 𝐵−1𝑌 , ∣𝐵∣ ∕= 0;

2)当𝑛 > 𝑁 +1时, 𝑎̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 , ∣𝐵T𝐵∣ ∕=
0;

3)当𝑛 < 𝑁 +1时, 𝑎̂ = 𝐵T(𝐵T𝐵)−1𝑌 , ∣𝐵T𝐵∣ ∕=
0.

定定定义义义 2 设 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑁 ]T,称
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d𝑥
(1)
1 (𝑡)

d
𝑡+ 𝑎𝑥

(1)
1 (𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

w T

0
𝑏𝑖𝜆

𝑡−𝑠
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑠) d𝑠 (2)

为时滞GM(1,𝑁 )模型的白化方程.

设𝑋
(0)
𝑖 , 𝑋(1)

𝑖 , 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑍(1)
1 , 𝐵, 𝑌 如定

理 1所述,则时滞GM(1,𝑁 )模型白化方程的解为

𝑥
(1)
1 (𝑡) = e−𝑎𝑡

{ 𝑁∑
𝑖=2

x
𝑏𝑖𝜆

𝑡−𝑠
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 e𝑎𝑡 d𝑠d𝑡+ 𝑐

}
, (3)

其中 𝑐为待定常数.

将初始条件𝑥
(1)
𝑖 (0)代入式 (3),可得

𝑐 = 𝑥
(1)
1 (0)−

𝑁∑
𝑖=2

w
𝑏𝑖𝑥

(1)
𝑖 (0)e𝑎𝑡 d𝑡, (4)

所以𝑥
(1)
1 (𝑡)可进一步表示为

𝑥
(1)
1 (𝑡) =

e−𝑎𝑡
{ 𝑁∑

𝑖=2

x
𝑏𝑖𝜆

𝑡−𝑠
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑠)e𝑎𝑡 d𝑠d𝑡+

𝑥
(1)
1 (0)−

𝑁∑
𝑖=2

w
𝑏𝑖𝑥

(1)
𝑖 (0)e𝑎𝑡 d𝑡

}
=

e−𝑎𝑡
{
𝑥
(1)
1 (0)− 𝑡

𝑁∑
𝑖=2

𝑏𝑖𝑥
(1)
𝑖 (0)+

𝑁∑
𝑖=2

x
𝑏𝑖𝜆

𝑡−𝑠
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑠)e𝑎𝑡 d𝑠d𝑡

}
. (5)

当𝑋
(1)
𝑖 (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)变化幅度很小时, 可视

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)为灰常量,时滞GM(1,𝑁 )模型的

近似时间响应式为

𝑥̂
(1)
1 (𝑘) =[
𝑥
(1)
1 (1)− 1

𝑎

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)

]
e−𝑎(𝑘−1)+

1

𝑎

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗). (6)

一阶累减还原式为

𝑥̂
(0)
1 (𝑘 + 1) = 𝑥̂

(1)
1 (𝑘 + 1)− 𝑥̂

(1)
1 (𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

(7)

1.2 时时时滞滞滞GM(1, 𝑁 )模模模型型型的的的派派派生生生模模模型型型

上述时滞GM(1,𝑁 )模型的白化时间响应函数

是近似解, 在实际应用中, 很可能出现𝑋
(1)
𝑖 (𝑖 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 )变化幅度很大的情况, 此时驱动项不能被视

为灰常量, 因而, 式 (6)不能用于实际预测, 否则会

出现较大误差.为了解决这一问题, 下面给出时滞

GM(1,𝑁 )模型的一种派生模型, 该模型可以替代式

(6)直接用于模拟和预测.

定定定理理理 2 从时滞GM(1,𝑁 )模型的定义型可以推

导其派生模型时滞GM(1,𝑁, 𝑥(1))模型

𝑥
(0)
1 (𝑘) =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝛽𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)− 𝛼𝑥

(1)
1 (𝑘 − 1). (8)

其中: 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝛽𝑖 =
𝑏𝑖

1 + 0.5𝑎
, 𝛼 =

𝑎

1 + 0.5𝑎
.

证证证明明明 任给 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,因𝑥
(0)
1 (𝑘)的背景值

𝑧
(1)
1 (𝑘) =

0.5𝑥
(1)
1 (𝑘 − 1) + 0.5𝑥

(1)
1 (𝑘 − 1) + 0.5𝑥

(0)
1 (𝑘) =

𝑥
(1)
1 (𝑘 − 1) + 0.5𝑥

(0)
1 (𝑘), (9)

将式 (9)代入时滞GM(1,𝑁 )模型的定义型,得

𝑥
(0)
1 (𝑘) + 𝑎[𝑥

(1)
1 (𝑘 − 1) + 0.5𝑥

(0)
1 (𝑘)] =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗), (10)

即

(1 + 0.5𝑎)𝑥
(0)
1 (𝑘) =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 − 𝑎𝑥

(1)
1 (𝑘 − 1). (11)

解之得

𝑥
(0)
1 (𝑘) =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖
1 + 0.5𝑎

𝜆𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)−

𝑎

1 + 0.5𝑎
𝑥
(1)
1 (𝑘 − 1). (12)

由此定理 2得证. 2
1.3 时时时滞滞滞GM(1, 𝑁 )模模模型型型的的的参参参数数数优优优化化化

在实际建模过程中,反映第 𝑖个变量对系统行为

特征变量影响的递减程度的参数𝜆𝑖是未知的, 可根

据经验事先给出𝜆𝑖的值, 然后按照建立时滞GM(1,

𝑁 )模型的步骤估计出结构参数列, 进而求解模型的

时间响应函数.本文从提高建模精度的角度考虑,以

建模的平均误差最小化为目标,以模型参数之间的关

系为约束条件,构建以下非线性优化模型.

1) 若𝑋
(1)
𝑖 (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 )变化幅度较小, 则采

用式 (6)作为时间响应函数, 可以通过以下非线性规

划模型求解𝜆𝑖:

min
𝜆𝑖

avg(𝑒(𝑘)) =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣𝑥̂(0)
1 (𝑘)− 𝑥

(0)
1 (𝑘)∣

𝑥
(0)
1 (𝑘)

,

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

s.t.

⎧⎨⎩

𝑥̂
(0)
1 (𝑘)− 𝑥̂

(1)
1 (𝑘)− 𝑥̂

(1)
1 (𝑘 − 1), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥̂
(1)
1 (𝑘) =[
𝑥
(1)
1 (1)− 1

𝑎

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)

]
e−𝑎(𝑘−1)+

1

𝑎

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖𝜆
𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑎̂ = [𝑎, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑁 ]T;

0 < 𝜆𝑖 < 1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.
(13)
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2) 若𝑋
(1)
𝑖 (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 )变化幅度较大, 则采

用式 (12)作为时间响应函数,可通过以下非线性规划

模型求解𝜆𝑖:

min
𝜆𝑖

avg(𝑒(𝑘)) =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣𝑥̂(0)
1 (𝑘)− 𝑥

(0)
1 (𝑘)∣

𝑥
(0)
1 (𝑘)

,

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

s.t.

⎧⎨⎩

𝑥̂
(0)
1 (𝑘) =

𝑁∑
𝑖=2

𝑘∑
𝑗=1

𝑏𝑖
1 + 0.5𝑎

𝜆𝑘−𝑗
𝑖 𝑥

(1)
𝑖 (𝑗)−

𝑎

1 + 0.5𝑎
𝑥
(1)
1 (𝑘 − 1), 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑎̂ = [𝑎, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑁 ]T;

0 < 𝜆𝑖 < 1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

(14)

上述两个优化问题可通过优化软件LINGO或一

些智能优化算法 (遗传算法或粒子群算法等)进行求

解,一旦确定了𝜆𝑖 (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)的最优值,模型的

结构参数 𝑎, 𝑏2, 𝑏3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑁也相应确定,然后将求解结

果代入时间响应函数即可得到模拟和预测结果.

2 数数数值值值仿仿仿真真真

设有一个双变量离散时滞系统⎧⎨⎩
𝑥
(0)
1 (𝑘) =

𝑘∑
𝑗=1

0.5𝑘−𝑗𝑥
(1)
2 (𝑗),

𝑥
(1)
2 (𝑘) = e−𝑎(𝑘−1) + 𝜀(𝑘).

其中: 𝜀(𝑘)为随机偏差,取 𝜖(𝑘) = (−1)𝑘−1𝜀, 𝜀 = 0.01,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

在该系统中,发展系数−𝑎决定着由其生成序列

的变化特征, 为了测试多变量时滞模型对不同特征

系统数据的建模效果, 本文将发展系数取为−𝑎 =

0.1, 0.2, 0.3, ⋅ ⋅ ⋅ , 1.0十个不同数值, 由此生成 10组具

有不同特征的仿真数据. 取每组数据中的前 7个数

据构成小样本序列, 即取 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7, 分别建立

GM(1,1)[1]、GM(1,𝑁 )[2]和本文提出的时滞GM(1,𝑁 )

三种 (共 30个)模型, 比较它们对 10组不同特征数据

序列的模拟精度.本文取平均模拟相对误差作为评价

模型优越性的统计指标,其计算公式为

avg(𝑒(𝑘)) =

1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣𝑥̂(0)
1 (𝑘)− 𝑥

(0)
1 (𝑘)∣

𝑥
(0)
1 (𝑘)

× 100%.

本例中𝑋
(1)
2 变化幅度较大, 此时驱动项不能被

视为灰常量, 为了避免由此导致的误差, 适合建立时

滞GM(1,𝑁 )派生模型. 经计算, 3种模型的平均模拟

相对误差见表 1,时滞GM(1,𝑁 )模型与GM(1,𝑁 )模型

和GM(1,1)模型的误差比较曲线分别如图 1和图 2所

示.由表 1可以看出, GM(1,𝑁 )模型的平均模拟误差

明显大于时滞GM(1,𝑁 )模型和GM(1,1)模型,参照灰

色模型的精度检验标准[2], GM(1,𝑁 )模型显然不能通

过 10%的误差检验;单变量GM(1,1)模型在发展系数

较小的区间误差检验合格,但当发展系数达到 0.6以

上时,误差较大;而本文提出的时滞GM(1,𝑁 )模型模

拟误差始终在 5%以下,其模拟精度比较理想.

表 1 3种模型的平均模拟相对误差 %

−𝑎 GM(1,1) GM(1,𝑁 ) 时滞GM(1, 𝑁)

0.1 0.11 45.89 4.75

0.2 0.53 62.31 0.91

0.3 1.41 76.73 1.68

0.4 2.87 89.52 2.68

0.5 5.00 100.95 2.29

0.6 7.87 111.19 1.75

0.7 11.48 120.39 1.36

0.8 15.8 128.65 1.07

0.9 20.75 136.08 0.86

1.0 26.19 142.74 0.69
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图 1 时滞GM(1, 𝑁 )模型和传统GM(1, 𝑁 )
模型模拟误差曲线
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图 2 时滞GM(1, 𝑁 )模型和GM(1, 1)模型模拟误差曲线

图 1显示, 无论发展系数取何值, GM(1,𝑁 )模型

的误差曲线始终在时滞GM(1,𝑁 )模型的上方,且随着

发展系数的增大,其平均模拟误差有明显增大的趋势.

本文提出的时滞GM(1,𝑁 )模型则相对稳定,原因在于

传统GM(1,𝑁 )模型只适用于同步变化的多变量系统

建模,而时滞GM(1,𝑁 )模型能够较好地描述变量间作

用关系在时间上的延迟.
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由图 2可见, 当发展系数低于 0.4时, GM(1,1)模

型的误差小于时滞GM(1,𝑁 )模型, 而当发展系数大

于等于 0.4时, GM(1,1)模型的误差快速增大,这是由

单变量灰色模型的基本特性[2]所决定的. 本文提出的

时滞GM(1,𝑁 )模型与之相反,当发展系数大于 0.4时,

平均模拟误差随着发展系数的增大而明显地递减,这

是时滞GM(1,𝑁 )模型优于传统模型的重要特性.单变

量模型GM(1,1)虽然具有 “全信息[1]”建模的优点,但

它与传统GM(1,𝑁 )模型一样,无法适应发展系数较高

的数据序列,也无法描述变量之间的时滞关系.

3 应应应用用用实实实例例例

固定资产投资作为资本积累的重要途径, 它对

经济增长的作用是最为活跃的一个部分,它直接关系

着国民经济增长的规模、速度、结构和效益, 也一直

是政府为实现经济增长目标和进行宏观调控的重要

手段.固定资产投资对经济增长的作用过程通常具有

时滞,也就是说固定资产投资需要经过一定的时间后

才能完全作用于经济增长.由于统计口径的变化,《浙

江省统计年鉴》只公布了自 2003年以来的固定资产

投资额数据,分析浙江省固定资产投资对经济增长的

作用,具有小样本数据集的特征. 2003∼ 2011年浙江

省经济总产值与固定资产投资额的统计数据如表 2

所示. 为了验证时滞GM(1,𝑁 )模型对不同特征的小

样本实际序列的预测效果,本文将表 2中的数据按时

间分成 3组建模并作一步预测,分组时间段为 2003∼
2008、2004∼ 2009和 2005∼ 2010,这 3组序列体现了

浙江省经济增长和固定资产投资数据的时变特征. 下

面以浙江全省经济总产值序列𝑋
(0)
1 为系统特征序列,

以固定资产投资额序列𝑋
(0)
2 为影响因素序列, 针对

上述 3组数据分别建立GM(1,1)模型、GM(1,𝑁 )模型

和时滞GM(1,𝑁 )模型, 并对 2009、2010和 2011年的

经济总产值作一步预测,分析比较不同建模方法的特

点.

表 2中的原始数据序列数量级较大,为了避免模

型在参数辨识过程中出现数据矩阵的漂移现象,本文

采用初值化方法[1]对 3组不同特征的数据分别进行处

理后再建模,初值化之后的 3组数据分别为⎧⎨⎩

𝑋
(0)
1 =

(1.000 0, 1.200 3, 1.382 6, 1.619 6, 1.932 4, 2.211 5),

𝑋
(0)
2 =

(1.000 0, 1.288 0, 1.468 4, 1.665 9, 1.843 1, 2.045 4);⎧⎨⎩

𝑋
(0)
1 =

(1.000 0, 1.151 9, 1.349 4, 1.609 9, 1.842 5, 1.973 6),

𝑋
(0)
2 =

(1.000 0, 1.140 0, 1.293 4, 1.431 0, 1.588 1, 1.839 9);⎧⎨⎩

𝑋
(0)
1 =

(1.000 0, 1.171 5, 1.397 7, 1.599 6, 1.713 4, 2.066 1),

𝑋
(0)
2 =

(1.000 0, 1.134 5, 1.255 2, 1.393 0, 1.613 9, 1.865 6).

对应于以上 3组数据, GM(1,1)模型、GM(1,𝑁 )

模型和时滞GM(1,𝑁 )模型的模拟预测结果如表 3

∼表 5所示. 由于上述 3组数据中的𝑋
(1)
2 变化幅度较

大, 驱动项不能被视为灰常量, 本例采用时滞GM(1,

𝑁 )模型的派生形式建模预测. 表 3∼表 5中所列模拟

预测值为初值化逆变换值.

表 2 2003-2011年浙江省经济总产值与固定资产投资额 亿元

年份 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

总产值 9 705.02 11 648.7 13 417.7 15 718.47 18 753.73 21 462.69 22 990.35 27 722.31 32 318.85

投资额 4 180.38 5 384.38 6 138.39 6 964.28 7 704.90 8 550.71 9 906.46 11 451.98 14 077.25

表 3 第 1组数据的模拟和预测结果

GM(1,1)模型 GM(1,𝑁 )模型 时滞GM(1,𝑁 )模型
年份 原始数据/亿元

模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/%

2003 9 705.02 9 705.02 — 9 705.02 — 9 705.02 —

2004 11 648.7 11 562.08 0.74 9 991.74 14.22 9 554.96 17.97

2005 13 417.7 13 503.88 0.64 16 856.45 25.63 12 461.41 7.13

2006 15 718.47 15 771.79 0.34 18 698.06 18.96 15 718.47 0.00

2007 18 753.73 18 420.58 1.78 19 884.38 6.03 20 665.31 10.19

2008 21 462.69 21 514.23 0.24 21 595.31 0.62 20 773.85 3.21

平均模拟误差/% 0.75 13.09 7.70

2009 22 990.35 25 127.44 9.30 24 788.82 7.82 23 556.9 2.46
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表 4 第 2组数据的模拟和预测结果

GM(1,1)模型 GM(1,𝑁 )模型 时滞GM(1,𝑁 )模型
年份 原始数据/亿元

模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/%

2004 11 648.7 11 648.7 — 11 648.7 — 11 648.7 —

2005 13 417.7 13 911.74 3.68 10 675.97 20.43 12 261.55 8.62

2006 15 718.47 15 882.74 1.05 20 942.25 33.23 15 513.00 1.31

2007 18 753.73 18 133.00 3.31 20 804.99 10.94 18 550.28 1.08

2008 21 462.69 20 702.07 3.54 22 105.07 2.99 22 858.01 6.50

2009 22 990.35 23 635.12 2.80 25 039.50 8.91 22 343.25 2.81

平均模拟误差/% 2.88 15.30 4.06

2010 27 722.31 26 983.73 2.66 28 701.50 3.53 27 872.86 0.54

表 5 第 3组数据的模拟和预测结果

GM(1,1)模型 GM(1,𝑁 )模型 时滞GM(1,𝑁 )模型
年份 原始数据/亿元

模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/% 模拟预测值 相对误差/%

2005 13 417.7 13 417.7 — 13 417.7 — 13417.7 —

2006 15 718.47 16 027.35 1.97 12 240.96 22.12 14 486.48 7.84

2007 18 753.73 18 308.89 2.37 23 702.65 26.39 17 393.46 7.25

2008 21 462.69 20 915.21 2.55 22 472.15 4.70 19 478.10 9.25

2009 22 990.35 23 892.54 3.92 25 006.36 8.77 25 883.56 12.58

2010 27 722.31 27 293.70 1.55 28 491.67 2.78 27 355.39 1.32

平均模拟误差/% 2.47 12.95 7.65

2011 32 318.85 31 179.03 3.53 34 864.80 7.88 32 490.11 0.53

由表 3∼表 5可以看出, 尽管数据的特征不同,

但应用GM(1,1)模型、GM(1,𝑁 )模型和时滞GM(1,𝑁 )

模型的模拟和预测误差的特征十分相似. GM(1,1)模

型对 3组数据的平均模拟误差均小于 5%, 小于

GM(1,𝑁 )模型和时滞GM(1,𝑁 )模型, 但其预测精度

均大于时滞GM(1,𝑁 )模型. 这主要是由于本例的数

据序列发展系数较小,此时应用单变量GM(1,1)模型

建模预测是恰当的, 但对于发展系数较大的数据序

列GM(1,1)模型难以适应,这一点在数值仿真中已得

到验证.

传统GM(1,𝑁 )模型的模拟平均误差均大于 10%,

说明该模型对具有时滞因果关系的系统建模精度不

高,原因在于该模型只能反映同步变化的多变量序列

之间的动态关系.时滞GM(1,𝑁 )模型模拟和预测精度

均高于传统GM(1,𝑁 )模型, 这说明时滞GM(1,𝑁 )模

型能够有效改善传统模型对时滞因果关系的描述能

力.本例中时滞GM(1,𝑁 )模型对浙江省经济总产值的

预测误差均小于其他两种模型,对 3组数据序列的一

步预测误差也都小于 5%,实现了高精度预测.

4 结结结 论论论

含时滞特征的小样本数据系统建模工作难以在

统计建模的理论框架体系下开展, 本文基于多变量

灰色系统建模方法提出了时滞GM(1,𝑁 )模型及其派

生模型, 并给出了参数优化方法, 为解决具有时滞因

果关系小样本系统建模问题提供了有效工具. 在相

关因素序列的一阶累加值随时间变化幅度较小时,

时滞GM(1,𝑁 )模型白化微分方程的近似解可用于预

测, 反之, 驱动项不能被视为灰常量, 需采用派生模

型对系统行为特征序列进行预测.实例分析表明, 时

滞GM(1,𝑁 )模型能够有效地描述浙江省固定资产投

资与经济增长作用的时滞关系,并能显著地提高对经

济增长序列的模拟和预测精度.
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