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摘 要: 采用机理与数据相结合的建模方法对永磁同步电动机进行分数阶时域和频域建模. 在分数阶时域建模方

法中,设计伪随机激励信号,获取实时实验数据并采用输出误差辨识算法来获取分数阶阶次;在分数阶频域建模方法

中,由实时实验数据绘制出电动机的对数频率特性曲线.采用分数阶频域建模中经典Levy辨识算法,利用加权函数

加以改进,得到永磁同步电动机分数阶模型辨识结果.最后通过对两种方法得到的结果进行对比表明了所提出模型

的可靠性.
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Abstract: Fractional-order modeling for permanent magnet synchronous motor is presented by adopting the combination of

mechanism and data in time and frequency domain. The pseudo-random signals is designed to obtain real-time experiment

data and numerical fitting to get the fractional order. Then data modeling is realized by using the output-error identification

algorithm of the fractional-order system. An enhancement of the classic Levy identification method with weights is applied

in the frequency domain. In a real-time permanent magnet synchronous motor plant, the fractional order model is identified

according to the experimental tests by using the presented algorithm. The results are compared with two methods of

fractional-order modeling, which show the reliability of the results.
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0 引引引 言言言

近些年,分数阶微积分在科学、工程和工业领域

的研究和应用不断增加,其中分数阶系统建模是研究

和发展最活跃的分支之一[1]. 在控制理论学科中使用

分数阶微积分的优势在于,它能够更加准确地对包含

记忆和遗传效应的系统建模. 因此,分数阶微积分被

用于不同领域建模,尤其时域与频域建模在应用中受

到了广泛关注[2-4], 例如电容和电感中的记忆效应可

用分数阶微积分来建模. 仿真实验和测试都验证了电

感中的分数阶特性[5-6].

与传统的电励磁电动机相比, 永磁同步电动机

具有结构简单、体积小、重量轻、响应快、高效率、高

转矩惯量比、高功率因数、维修简单、运行可靠等优

点[7]. 随着永磁材料的飞速发展以及控制技术在同步

电机中的应用,永磁同步电动机在数控机床、机器人

机电一体化、自动化办公、汽车电子等高性能的伺服

领域中获得了广泛的应用. 同步电机从原理上包含了

交直流电机,是电机的普适模型. 因此,对永磁同步电

动机进行更准确的建模,对于运动控制具有普遍意义,

也有很强的应用背景.

在电机控制领域,已有大量采用分数阶控制器获

得更好控制性能的文献[8-10]. 众多的研究成果表明,

实际电容和实际电感具有分数阶特性. 既然电容和电

感这些储能元件是分数阶的,则包含电感和机械储能
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的电动机模型实际上也是分数阶的,因而用分数阶模

型更能接近电动机的本质. 目前大部分的分数阶建模

都是通过仿真建立分数阶模型[11],还未见有从实验角

度对电动机分数阶建模的文献. 本文致力于通过实验

数据,利用分数阶微积分对永磁同步电动机进行建模

研究并通过对所得模型的辨识结果表明了所提出方

法的有效性.

1 永永永磁磁磁同同同步步步电电电动动动机机机分分分数数数阶阶阶模模模型型型结结结构构构

根据电机统一理论,多相电动机可以等效为两相

电动机. 三相永磁同步电动机经过变换以后, 在 𝑑轴

电流为零的控制策略下,可以等效为一台直流电动机.

在电流连续的条件下,直流电动机的电枢回路满足如

下微分方程:

𝑈𝑑 = 𝑅𝐼𝑑 + 𝐿
d𝐼𝑑
d𝑡

+ 𝐸. (1)

其中: 𝑈𝑑是电枢电压, 𝑅是定子电阻, 𝐼𝑑是电枢电流,

𝐸是反电动势.

忽略粘性摩擦和弹性扭矩,电机轴的动态方程为

𝑇𝑒 − 𝑇𝐿 =
GD2

375

d𝑛

d𝑡
. (2)

其中: 𝑇𝑒是电磁转矩, 𝑇𝐿是电机的负载转矩, GD2是

电力拖动系统整个运动部分折算到电动机轴上的飞

轮惯量.

反电动势𝐸和电磁转矩𝑇𝑒可表示为

𝐸 = 𝐶𝑒𝑛, (3)

𝑇𝑒 = 𝐶𝑚𝐼𝑑. (4)

其中: 𝐶𝑒是电动机的电动势系数, 𝐶𝑚是电动机的转

矩常数且𝐶𝑚 =
30

π
𝐶𝑒.

将式 (3)和 (4)代入 (1)和 (2),可得

𝑈𝑑 − 𝐸 = 𝑅
(
𝐼𝑑 + 𝑇𝑙

d𝐼𝑑
d𝑡

)
, (5)

𝐼𝑑 − 𝐼𝑑𝐿 =
𝑇𝑚

𝑅

d𝐸

d𝑡
. (6)

其中: 𝑇𝑙 = 𝐿/𝑅是电枢回路的电磁时间常数, 𝑇𝑚 =
GD2𝑅

375𝐶𝑒𝐶𝑚
是电力拖动系统的机电时间常数, 𝐼𝑑𝐿 =

𝑇𝐿/𝐶𝑚是负载电流. 在零初始条件下,可得直流电动

机在电流连续时电压与转速间的传递函数

𝐺(𝑠) =
1/𝐶𝑒

𝑇𝑚𝑇𝑙𝑠2 + 𝑇𝑚𝑠+ 1
. (7)

考虑到电动机具有电磁和机械两个储能环节,且储能

环节都是分数阶的,永磁同步电机的分数阶方程表达

式为

𝑈𝑑 − 𝐸 = 𝑅
(
𝐼𝑑 + 𝑇𝑙

d𝐼𝜁𝑑
d𝑡𝜁

)
, (8)

𝐼𝑑 − 𝐼𝑑𝐿 =
𝑇𝑚

𝑅

d𝐸𝜗

d𝑡𝜗
, (9)

其中 𝜁和𝜗分别为电机电磁环节的微分阶次和机械

环节的微分阶次. 通过拉氏变换,可以得到永磁同步

电机分数阶传递函数的表达式为

𝐺𝜁,𝜗(𝑠) =
1/𝐶𝑒

𝑇𝑚𝑇𝑙𝑠𝜁+𝜗 + 𝑇𝑚𝑠𝜁 + 1
. (10)

由于分数阶微积分的物理意义尚不明确,无法进行机

理建模,只能通过实验和数据拟合的方法获得.

2 永永永磁磁磁同同同步步步电电电动动动机机机的的的分分分数数数阶阶阶时时时域域域建建建模模模

2.1 实实实验验验方方方案案案

图 1是永磁同步电动机时域辨识实验框图,在辨

识实验开始之前,永磁同步电动机首先运行在一个稳

定速度状态下,采用电压空间矢量脉冲宽度调制技术

(SVPWM).这种方法是从电动机的角度出发,其目标

是使交流电动机产生圆形磁场. 逆变器把直流电变成

幅值和频率可调的正弦交流电装置,是实现控制策略

的执行装置.
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图 1 永磁同步电动机时域辨识实验框图

将伪随机信号加入到永磁同步电动机的输入端,

记录其输出响应,并用适当的数学模型去逼近.从提

取出的分数阶模型结构可以看出,它由稳态增益和两

个分数阶微积分算子,共 3个参数来描述分数阶模型.

这 3个模型参数中,稳态增益𝐾和分数阶微积分阶次

𝜁 、𝜗可采用分数阶模型时域辨识算法得到.

2.2 分分分数数数阶阶阶时时时域域域输输输出出出误误误差差差辨辨辨识识识算算算法法法

永磁同步电动机的分数阶模型用两个分数阶积

分器来表示,传递函数𝐺𝜁,𝜗(𝑠)可写成

𝐺𝜁,𝜗(𝑠) =
𝐾

𝐼𝜁𝐼𝜗 +
1

𝑇𝑙
𝐼𝜁 +

1

𝑇𝑚 ⋅ 𝑇𝑙

. (11)

其中: 𝐼𝜁(𝑠)和 𝐼𝜗(𝑠)是两个分数阶积分算子, 其阶次

分别为

𝜁 = 1− (log𝛼1/ log𝛼1𝜂1),

𝜗 = 1− (log𝛼2/ log𝛼2𝜂2).

𝛼1和 𝜂1满足以下关系: 𝜔𝑖 = 𝛼1𝜔
′
𝑖, 𝜔

′
𝑖+1 = 𝜂1𝜔𝑖;同理

𝛼2和 𝜂2也一样.此处𝜔′
𝑖和𝜔𝑖是本文所关注的频率宽

度. 假设在时间 𝑡 = 𝑀𝑇𝑒上得到𝑀个时刻输入数据

𝑢𝑚和输出数据 𝑦∗𝑚, 𝑇𝑒是采样时间, 𝑦∗𝑚是对象在噪声

环境下测到的实际输出值.定义 𝜃 = [𝐾, 𝛼1, 𝜂1, 𝛼2,

𝜂2], 𝜃是实际参数向量的估计值. 采用输出误差辨识

算法,得到残差[13]

𝜀𝑚 = 𝑦∗𝑚 − 𝑦𝑚(𝑢(𝑡), 𝜃). (12)

𝜃的迭代算法公式为

𝜃𝑖+1 = 𝜃𝑖 − {[𝐽 ′′
𝜃𝜃 + 𝜆𝐼]−1𝐽 ′

𝜃}𝜃=𝜃𝑖
. (13)
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其中: 𝐽 ′
𝜃 = −2

𝑀∑
𝑚=1

𝜀𝑚𝜎𝑚,𝜃𝑖是梯度, 𝜎𝑚,𝜃𝑖 =
∂𝑦𝑚
∂𝜃𝑖
是

输出灵敏度函数; 𝐽 ′′
𝜃𝜃 ≈ 2

𝑀∑
𝑚=1

𝜎𝑚,𝜃𝑖𝜎
T
𝑚,𝜃𝑖是海赛函数;

𝜆是监督函数.

这种算法保证了结果的收敛鲁棒性,无论 𝜃的初

始值如何,都能收敛到总体最优值附近.简单说,该算

法就是基于梯度和海赛函数的计算,其收敛性取决于

灵敏度函数𝜎𝑚,𝜃𝑖的计算.

2.3 分分分数数数阶阶阶模模模型型型时时时域域域辨辨辨识识识结结结果果果

电动机本质上是一个低通滤波器,设计伪随机信

号,其输入的时钟周期为 0.003 s,序列长度为 127. 使

用此伪随机信号,可以完全激励永磁同步电动机的所

有频谱,得到建立模型的数据. 按照图 1所示的永磁

同步电动机时域辨识实验框图,实验装置如图 2所示,

伺服装置的驱动板是基于TMS320F2812的DSP控制

单元.用带有 JTAG调试接口的伺服驱动装置控制永

磁同步电动机, 同时连接电脑进行信号检测.在线

调试工具采用TI公司提供的Code Composer Studio

(CCS)软件.图 3是分数阶时域辨识曲线.其中: 设计

的伪随机信号如图 3(a)所示,得到的电机输出响应如

图 3(b)所示.
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图 2 实验装置
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图 3 分数阶时域辨识曲线

辨识的分数阶阶次灵敏度函数如下:⎧⎨⎩
∂�̇�

∂𝜃𝐾
= �̇�𝑥,𝜃𝐾 = 𝐴(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝐾 ,

∂𝑦𝑘
∂𝜃𝐾

= 𝐶T(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝐾 +
[∂𝐶(𝜃)

∂𝜃𝐾

]T
𝑥;

(14)

⎧⎨⎩
∂�̇�

∂𝜃𝛼1

= �̇�𝑥,𝜃𝛼1
= 𝐴(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝛼1

+
∂𝐴(𝜃)

∂𝜃𝛼1

𝑥,

𝜎𝑦,𝜃𝛼1
= 𝐶T(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝛼1

;
(15)

⎧⎨⎩
∂�̇�

∂𝜃𝜂1

= �̇�𝑥,𝜃𝜂1
= 𝐴(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝜂1

+
∂𝐴(𝜃)

∂𝜃𝜂1

𝑥,

𝜎𝑦,𝜃𝜂1
= 𝐶T(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝜂1

;

(16)

⎧⎨⎩
∂�̇�

∂𝜃𝛼2

= �̇�𝑥,𝜃𝛼2
=

𝐴(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝛼2
+

∂𝐴(𝜃)

∂𝜃𝛼2

𝑥+
∂𝐵(𝜃)

∂𝜃𝛼2

𝑢,

𝜎𝑦,𝜃𝛼2
= 𝐶T(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝛼2

;

(17)

⎧⎨⎩
∂�̇�

∂𝜃𝜂2

= �̇�𝑥,𝜃𝜂2
= 𝐴(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝜂2

+
∂𝐴(𝜃)

∂𝜃𝜂2

𝑥,

𝜎𝑦,𝜃𝜂2
= 𝐶T(𝜃)𝜎𝑥,𝜃𝜂2

.

(18)

灵敏度函数计算利用Matlab仿真中的 lsim指令,给定

频率范围 [10−4 rad/s, 104 rad/s], 由式 (14)∼ (18)得到

(10)中的参数,从而得到永磁同步电动机分数阶模型

𝐺𝜁,𝜗(𝑠)=
6.82

0.000 026 55𝑠1.745 2+ 0.005 9𝑠0.92 +1
. (19)

3 永永永磁磁磁同同同步步步电电电动动动机机机的的的分分分数数数阶阶阶频频频域域域建建建模模模

3.1 实实实验验验方方方案案案

频域辨识实验框图如图 1所示,在永磁同步电动

机的输入端只施加正弦波电压激励信号,用CCS软件

同时记录对象的输入和输出,每次用一个不同频率的

正弦波测试,重复多次.由于电动机本质上是一个低

通滤波器, 在 [0.01 Hz, 100 Hz]这个区间选取 10个频

率点 (Hz),如 0.1, 0.5, 1, 2, 5, 10, 20, 50, 80, 100,绘出

永磁同步电动机的对数频率特性曲线.

3.2 分分分数数数阶阶阶频频频域域域Levy辨辨辨识识识算算算法法法

要对一般的分数阶系统进行辨识是很困难的,目

前还存在如何确定阶数以及其阶数的物理意义解析

的问题,因而对分数阶系统辨识的研究还很少, 不过

借用Hartley等[14]提出的连续分布阶的概念, 可将一

般的分数阶系统转化为公因子阶分数系统.因此, 永

磁同步电机分数阶传递函数的表达式 (10)可写成

𝐺𝜁,𝜗(𝑠) =
𝑏0

𝑎2𝑠2𝑞 + 𝑎1𝑠𝑞 + 1
. (20)

假设用线性系统描述一个对象并用传递函数 �̂�表示,

对应的频率响应为 �̂�(j𝜔),则本文的模型可用如下传

递函数表示:

�̂�(𝑠) =
𝑏0 + 𝑏1𝑠

𝑞 + 𝑏2𝑠
2𝑞 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑚𝑠𝑚𝑞

𝑎0 + 𝑎1𝑠𝑞 + 𝑎2𝑠2𝑞 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑠𝑛𝑞
=( 𝑚∑

𝑢=0

𝑏𝑢𝑠
𝑢𝑞
)/( 𝑛∑

𝑝=0

𝑎𝑝𝑠
𝑝𝑞
)
. (21)

其中: 𝑚和𝑛是分子和分母预先指定的阶次, 𝑞是分数
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阶微分阶次. 不失一般性,设定 𝑎0 = 1,则式 (21)的频

率响应可表示为

�̂�(j𝜔) =( 𝑚∑
𝑢=0

𝑏𝑢(j𝜔)
𝑢𝑞
)/(

1 +

𝑛∑
𝑝=1

𝑎𝑝(j𝜔)
𝑝𝑞
)
=

𝑁(j𝜔)

𝐷(j𝜔)
, (22)

其中𝑁和𝐷是复数. 在某个频率𝜔上,模型和对象的

误差表示为

𝜖(j𝜔) = 𝐺(j𝜔)−𝑁(j𝜔)/𝐷(j𝜔). (23)

采用Levy算法来最小化均方差的平方,即

𝐸(j𝜔)
def
= 𝜖(j𝜔)𝐷(j𝜔) = 𝐺(j𝜔)𝐷(j𝜔)−𝑁(j𝜔). (24)

因 ∣𝐸∣2 = 𝐸𝐸∗,故𝐸∗(j𝜔) = 𝐺∗(j𝜔)𝐷∗(j𝜔)−𝑁∗(j𝜔).

对式 (22)中的系数 𝑎𝑝 (𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)和 𝑏𝑢 (𝑢 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)分别求微分,令等式为零,可得
∂𝐸

∂𝑎𝑝
𝐸∗ + 𝐸

∂𝐸∗

∂𝑎𝑝
= 0, 𝑎𝑝 = 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛; (25)

∂𝐸

∂𝑏𝑢
𝐸∗ + 𝐸

∂𝐸∗

∂𝑏𝑢
= 0, 𝑏𝑢 = 𝑏0, 𝑏1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚. (26)

为了简便, 定义𝐴(𝜔)
def
= ∣𝐺(𝜔)∣, 𝜑(𝜔) def

= arg[𝐺(𝜔)],

则有𝐺(𝜔) = 𝐴(𝜔)ej𝜑(𝜔), 𝐺∗(𝜔) = 𝐴(𝜔)e−j𝜑(𝜔). 由此

可得

𝐴

𝑛∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

[
𝑞(𝑝− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞

}
−

𝑚∑
𝑖=0

{
𝑏𝑖 cos

[
𝜑+ 𝑞(𝑝− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞

}
= 0,

𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝐴

𝑛∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

[
𝜑+ 𝑞(𝑖− 𝑢)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞

}
−

𝑚∑
𝑖=0

{
𝑏𝑖 cos

[
𝑞(𝑢− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞

}
= 0,

𝑢 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (27)

由于噪声和不确定性,对象的频率特性需要用多

个点描述, 以避免辨识得到的模型不准确.本文选择

𝑓个频率数据, 并将得到的每个频率数据相加.另外,

为了减小模型在高频数据拟合好但在低频段拟合差

的问题,在每个频率点采用独立的加权数.定义𝑤(𝜔𝑝)

= 𝑤𝑝,对于每个频率点𝜔𝑝,式 (27)改写为
𝑓∑

𝑔=1

(
𝐴𝑔

𝑛∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

[
𝑞(𝑝− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

}
−

𝑚∑
𝑖=0

{
𝑏𝑖 cos

[
𝜑𝑔 + 𝑞(𝑝− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

})
= 0,

𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑓∑

𝑔=1

(
𝐴𝑔

𝑛∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

[
𝜑𝑔 + 𝑞(𝑖− 𝑢)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

}
−

𝑚∑
𝑖=0

{
𝑏𝑖 cos

[
𝑞(𝑢− 𝑖)

π

2

]
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

})
= 0,

𝑢 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (28)

采用的加权函数表达式为[15]

𝑤𝑔 =

⎧⎨⎩
(𝜔2 − 𝜔1)/(2𝜔

2
1), 𝑔 = 1;

(𝜔𝑔+1 − 𝜔𝑔−1)/(2𝜔
2
𝑔), 1 < 𝑔 < 𝑓 ;

(𝜔𝑔 − 𝜔𝑔−1)/(2𝜔
2
𝑔), 𝑔 = 𝑓.

(29)

均方差指标为

𝐽 =
1

𝑓

𝑓∑
𝑖=1

[𝐺(j𝜔)− �̂�(j𝜔)]
2
. (30)

3.3 分分分数数数阶阶阶模模模型型型频频频域域域辨辨辨识识识结结结果果果

如图 4所示, 图的上半部分是输入正弦电压, 其

频率为 10 Hz,幅值的标幺值为 0.1,实际值为 12 V;下

半部分是电动机的输出转速,实际值为 78 rad/min. 为

了减小随机误差,对每个频率点重复做 10次实验,去

掉最大值和最小值,其余数值取平均值.由Bode图的

幅频特性计算公式得𝐴6 = 20 log 10(78/12) = 16.26,

相频特性𝜑6=−16.3∘.表 1是频率在 [0.01 Hz, 100 Hz]

范围内 10个频率点的辨识数据.
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图 4 输入频率 10 Hz,幅值 12 V的电压,电机输出响应

表 1 辨识所用的 10个频率点

频率/Hz 0.1 0.5 1 2 5

增益/dB 16.62 16.63 16.63 16.55 16.47

相位/deg −0.23 −0.95 −1.83 −3.4 −7.95

频率/Hz 10 20 50 80 100

增益/dB 16.26 15.96 13.48 9.5 6.91

相位/deg −16.3 −29.2 −68.9 −95.6 −107

本文选择 𝑓 = 10并定义分数阶阶次 𝑞在区间

(0, 1]内间隔 0.01取值, 因此 𝑞 = 0.01, 0.02, 0.03, ⋅ ⋅ ⋅ ,
1. 根据方程 (28), 𝑎1、𝑎2、𝑏0可由以下方程式计算:

10∑
𝑔=1

(
𝐴𝑔

2∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

(
(1− 𝑖)

𝑞π

2

)
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

}
−

𝑏0 cos
[
𝜑𝑔 +

𝑞π

2

]
𝑤𝑔

)
= 0,

10∑
𝑔=1

(
𝐴𝑔

2∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

(
(2− 𝑖)

𝑞π

2

)
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

}
−

𝑏0 cos[𝜑𝑔 + 𝑞π]𝑤𝑔

)
= 0,
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10∑
𝑔=1

(
𝐴𝑔

2∑
𝑖=0

{
𝑎𝑖 cos

(
𝜑𝑔 +

𝑖𝑞π

2

)
𝜔𝑖𝑞
𝑔 𝑤𝑔

}
−

𝑏0𝑤𝑔

)
= 0. (31)

当 𝑞 = 0.89时,最小均方差的值 𝐽 = 9.4× 10−4. 由方

程组 (31)可以得到参数 𝑎1 = 0.006 4, 𝑎2 = 0.000 028,

𝑏0 = 6.77,从而得到永磁同步电动机分数阶模型辨识

结果为

𝐺𝜁,𝜗(𝑠) =
6.77

0.000 028𝑠1.78 + 0.006 4𝑠0.89 + 1
. (32)

为了表明本文方法的有效性,将两种方法得到的

结果进行对比. 图 5是两个模型的Bode图对比. 可以

看出,模型的误差是在频率大于 50 Hz时出现的,而这

段频率对于电机而言基本上是用不到的. 因此,对永

磁同步电动机进行分数阶时域和频域建模是有效的.
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图 5 对比时域和频域建模的分数阶模型Bode图

4 结结结 论论论

本文对永磁同步电动机进行了分数阶时域和频

域建模, 得到了两个分数阶模型, 它们的系数误差均

在 3%的范围内. 通过对比两个模型的Bode图, 验证

了本文所得结果的可靠性.
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