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摘 要: 针对非均匀多采样率非线性系统辨识问题,提出一种基于模糊模型的辨识方法. 首先,分析了非线性系统在

输入信号非均匀周期刷新,输出信号周期采样的情况下,非线性系统可以通过提升技术,利用多个局部的线性模型加

权组合来描述;然后,提出一个基于GK模糊聚类和递推最小二乘的模糊辨识算法;最后,针对化工 pH中和过程非线

性系统,采用非均匀采样数据建立其模糊模型,以验证所提出方法的有效性.
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Abstract: For the identification of non-uniformly multi-rate sampled nonlinear systems, an identification method based

on the fuzzy model is proposed. First of all, nonlinear systems are described as a weighted combination representation of

the multiple local linear models by using lift technology when the non-uniformly updating scheme for input signals and

uniformly sampling scheme for output signals are taken in the data sampling process. On this basis, a fuzzy identification

algorithm based on the GK fuzzy clustering and recursive least squared method is proposed. Finally, the fuzzy model of

pH neutralization reaction process is built to demonstrate the effectiveness of the proposed method by using non-uniformly

sampled data.
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0 引引引 言言言

非均匀多采样率系统是化工系统、网络控制、工

业控制中很重要的一类系统,受各种复杂条件的限制,

例如时基抖动、传输延迟、数据丢失或人工采样等,

系统的输入信号和输出信号分别采用了不同非均匀

采样频率.目前, 针对非均匀多采样率系统的建模与

控制的研究大都集中于线性系统.

针对离散线性系统, 文献 [1-5]分别采用提升技

术和辅助模型等方法,解决了实际对象中含有白噪声

和有色噪声的非均匀采样线性系统建模问题,并讨论

了算法的性能. 在此基础上, 丁峰等[6]采用分步递阶

辨识方法, 利用非均匀周期采样系统的测量数据, 解

决了输入信号为多变量的非均匀采样线性系统建模

问题.因此,对于非均匀多采样率线性系统,很多学者

给出了较好的辨识建模方法. 此外,对于非均匀周期

采样系统,一些学者还在线性系统滤波[7]、线性系统

状态估计[8]、线性系统预测控制[9]等领域给出了新的

研究成果.

从大量文献来看, 对非均匀采样非线性系统的

研究还缺乏有效方法. 对于非均匀采样系统,由于实

际系统往往是非线性的,只有当被研究系统具有弱非

线性时, 才可以将实际系统视为线性模型来研究和

处理; 而当实际对象具有非常强的非线性时, 用一般

的、常规的线性模型进行辨识建模研究,往往会产生

很大的建模误差.

非线性系统通常可以在某些工作点附近展开为

局部线性系统,当在平衡点附近线性化且该线性化系

统是可测时,非线性系统可以看作是在多个平衡点附
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近局部的线性模型经非线性加权的组合.神经网络模

型、模糊模型和支持向量机模型等都可以展开成类似

的形式.

本文从模糊模型的角度研究非均匀多采样率非

线性系统的辨识问题.首先, 通过线性系统的连续模

型-离散状态空间模型-传递函数模型之间的转化,确

定一个非均匀采样周期系统的离散模型,由此建立非

线性系统与线性系统之间的联系;然后, 在非线性系

统与线性系统之间关系的基础上,将提升向量作为模

糊模型的输入量,建立非均匀多采样率非线性系统的

模糊模型;利用模糊聚类和递推最小二乘算法进行结

构辨识和参数辨识;通过定理证明了系统在持续激励

下,模型参数能够一致收敛. 最后,利用非均匀采样数

据对化工非线性 pH中和过程进行仿真建模研究,仿

真结果表明了所提出方法的有效性.

1 模模模糊糊糊模模模型型型的的的建建建立立立

1.1 问问问题题题的的的描描描述述述

假设𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅1, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅1.考虑向量

函数连续的非线性系统

𝑆𝑐 :

⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝛤 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑡).
(1)

式 (1)中的控制量满足如下关系:

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩

𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑘𝑇 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡1;

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1), 𝑘𝑇 + 𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑘𝑇 + 𝑡2;

...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1), 𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 ⩽ 𝑡 < (𝑘 + 1)𝑇.

(2)

其中: 非均匀刷新时间间隔为 𝜏𝑖 (𝜏𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1), 𝑡𝑖 =

𝜏1 + 𝜏2 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝜏𝑖 (设 𝑡0 = 0, 𝑡𝑝 = 𝑇 ), 𝑇 = 𝜏1 + 𝜏2 +

⋅ ⋅ ⋅ + 𝜏𝑝 = 𝑡𝑝称为更新周期 (帧周期).控制量𝑢在第 𝑘

个更新周期 [𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 𝑇 ) (𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ )以 𝑡 = 𝑘𝑇 + 𝑡𝑖

(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1)非均匀刷新 𝑝次. 输出量 𝑦以𝑇 为

周期均匀采样,即在 [𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 𝑇 )内, 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑘𝑇 ). 此

时, 𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 )是以𝑥(𝑘𝑇 )为初值的微分方程 𝑥̇(𝑡) =

𝛤 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))的解,即⎧⎨⎩
𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) = 𝑓 [𝑥(𝑘𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖)],

𝑦(𝑘𝑇 ) = ℎ[𝑥(𝑘𝑇 )].
(3)

为了避免系统 (3)是时变的,构造提升向量

𝑢̃(𝑘𝑇 ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢1(𝑘𝑇 )

𝑢2(𝑘𝑇 )
...

𝑢𝑝(𝑘𝑇 )

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘𝑇 )

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1)
...

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ 𝑅𝑝×1.

可将系统 (3)转换为时不变系统,即

⎧⎨⎩𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) = 𝑓 [𝑥(𝑘𝑇 ), 𝑢̃(𝑘𝑇 )],

𝑦(𝑘𝑇 ) = ℎ[𝑥(𝑘𝑇 )].
(4)

1.2 线线线性性性模模模型型型与与与非非非线线线性性性模模模型型型的的的关关关系系系

首先考虑𝑆𝑐是线性系统的情况,即

𝑆𝑐 :

⎧⎨⎩𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑐𝑥(𝑡) +𝐵𝑐𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(5)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛是状态向量, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅1是控制输入变

量, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅1是输出变量, 𝐴𝑐、𝐵𝑐和𝐶为适当维数的

矩阵. 由 1.1节可知,采样数据为𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) (𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝 − 1)和 𝑦(𝑘𝑇 ). 在一个帧周期𝑇 内对式 (5)进行

离散化,有⎧⎨⎩𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ) = 𝐴𝑥(𝑘𝑇 ) +𝐵𝑢̃(𝑘𝑇 ),

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝐶𝑥(𝑘𝑇 ).
(6)

其中: 𝐴 = e𝐴𝑐𝑇 ∈ 𝑅𝑛×𝑛; 𝐵𝜏𝑖 =
w 𝜏𝑖

0
e𝐴𝑐𝑡d𝑡𝐵𝑐 ∈

𝑅𝑛×1, 𝐵𝑖 = e𝐴𝑐(𝑇−𝑡𝑖)𝐵𝜏𝑖 ∈ 𝑅𝑛×1, 𝐵 = [𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐵𝑝] ∈ 𝑅𝑛×𝑝; 𝑢̃(𝑘𝑇 ) = [𝑢(𝑘𝑇 ), 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 +

𝑡𝑝−1)]
T ∈ 𝑅𝑝×1.如果𝑆𝑐可测, 则 [(𝐶)T, (𝐶𝐴)T, ⋅ ⋅ ⋅ ,

(𝐶𝐴𝑛−1)T]T的秩为𝑛.

引入后移算子 𝑧−1,满足 𝑧−1𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖) = 𝑢(𝑘𝑇 +

𝑡𝑖 − 𝑇 );或前移算子 𝑧,满足 𝑧𝑥(𝑘𝑇 ) = 𝑥(𝑘𝑇 + 𝑇 ). 由

式 (6)可得

𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑝−1∑
𝑖=0

𝑧−𝑛𝐶adj[𝑧𝐼𝑛 −𝐴]𝐵𝑖+1

𝑧−𝑛 det[𝑧𝐼𝑛 −𝐴]
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖). (7)

其中: 𝐼𝑛为𝑛阶单位矩阵, adj[𝑧𝐼𝑛 − 𝐴]为矩阵 [𝑧𝐼𝑛 −
𝐴]的代数余子式. 式 (7)可以表示为如下有理分式的

形式:

𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑝−1∑
𝑖=0

𝑏𝑖(𝑧)

𝑎(𝑧)
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖).

其中

𝑎(𝑧) = 𝑧−𝑛 det[𝑧𝐼𝑛 −𝐴] =

1 + 𝑎1𝑧
−1 + 𝑎2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑧
−𝑛, 𝑎𝑗 ∈ 𝑅1;

𝑏0(𝑧) = 𝑏00𝑧
0 + 𝑏01𝑧

−1 + 𝑏02𝑧
−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏0𝑛𝑧

−𝑛,

𝑏0𝑗 ∈ 𝑅1, 𝑏00 = 0;

𝑏𝑖(𝑧) = 𝑏𝑖1𝑧
−1 + 𝑏𝑖2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑖𝑛𝑧
−𝑛,

𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝑅1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
对于非线性系统 (4),它与线性系统 (6)的关系是:

非线性系统 (4)可以在某些平衡点附近线性化且该线

性化系统是可测的,这时非线性系统可以看作是在多

个平衡点附近局部线性模型 (6)经过非线性加权的组

合,有

𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑐∑
𝑙=1

𝑓𝑙[𝜑(𝐾𝑇 )]𝑔𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]. (8)

其中
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𝜑(𝑘𝑇 ) =

[𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ),

𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ),

𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1 − 𝑛𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 − 𝑛𝑇 )]T, (9)

𝑓𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]是第 𝑙个非线性加权函数, 𝑔𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]是非线

性系统在第 𝑙个平衡点处局部线性模型.

1.3 模模模糊糊糊模模模型型型

对于非线性系统,在进行非均匀采样后,通过式

(8)可以得到其模糊模型描述的形式,即

𝑅𝑙 : if 𝜑(𝑘𝑇 )属于𝐹𝑙 (𝐹𝑙的隶属函数为𝜇𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]),

then 𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑝−1∑
𝑖=0

𝑏𝑙𝑖(𝑧)

𝑎𝑙(𝑧)
𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖),

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐. (10)

其中: 𝐹𝑙为第 𝑙条规则下的模糊集合; 𝜇𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]为𝐹𝑙

模糊集合的隶属度函数; 𝑐为模糊规则的总数; 𝜑(𝑘𝑇 )

为第 𝑘𝑇 时刻采样样本且与式 (9)相同; 𝑎𝑙(𝑧)和 𝑏𝑙𝑖(𝑧)

满足

𝑎𝑙(𝑧) = 1 + 𝑎𝑙1𝑧
−1 + 𝑎𝑙2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑙𝑛𝑧
−𝑛,

𝑏𝑙𝑖(𝑧) = 𝑏𝑙𝑖1𝑧
−1 + 𝑏𝑙𝑖2𝑧

−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑏𝑙𝑖𝑛𝑧
−𝑛,

𝑏𝑙𝑖𝑗 ∈ 𝑅1, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐.
对于式 (10),模糊模型后件可表示为如下模型:

𝑅𝑙 : if 𝜑(𝑘𝑇 )属于𝐹𝑙,

then 𝑦(𝑘𝑇 ) = −𝑎𝑙1𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 )− ⋅ ⋅ ⋅−
𝑎𝑙𝑛𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 )+

𝑝−1∑
𝑖=0

𝑏𝑙𝑖(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖). (11)

因此,模糊模型总输出为

𝑦(𝑘𝑇 ) =

𝑐∑
𝑙=1

𝜇𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]
[
− 𝑎𝑙1𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 )− ⋅ ⋅ ⋅−

𝑎𝑙𝑛𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ) +

𝑝−1∑
𝑖=0

𝑏𝑙𝑖(𝑧)𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑖)
]
. (12)

注注注 1 从局部来看, 式 (12)中的每一个多项式

表达式中都含有每一条模糊规则后件离散模型,它刻

画了非线性系统的局部区域动态过程,相当于非线性

系统在第 𝑙个规则的某个平衡点附近展开的线性的离

散模型.

注注注 2 从整体来看, 通过模糊隶属函数加权连

接后, 把各个局部线性的离散模型连接起来, 得到整

体的非线性模型,它描述了整个系统的全部区域动态

演化过程. 因此, 式 (12)刻画了整个非线性系统的动

态变化过程.

2 模模模糊糊糊模模模型型型的的的结结结构构构辨辨辨识识识和和和参参参数数数辨辨辨识识识

2.1 基基基于于于GK模模模糊糊糊聚聚聚类类类的的的结结结构构构辨辨辨识识识

GK模糊聚类算法是通过优化如下目标函数获

得隶属度矩阵𝑈 = [𝜇𝑙(𝑘𝑇 )]𝑁×𝑐和聚类中心𝜑 = [𝜑1,

𝜑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑𝑐]:

min 𝐽(𝜑,𝜑, 𝑈) =

𝑐∑
𝑙=1

𝑁∑
𝑘=1

𝜇2
𝑙 (𝑘𝑇 )𝑑

2(𝜑(𝑘𝑇 ), 𝜑𝑙).

(13)

其中: 𝜇𝑙(𝑘𝑇 )为𝜇𝑙[𝜑(𝑘𝑇 )]的简写形式, 表示在第 𝑘𝑇

时刻𝜑(𝑘𝑇 )在第 𝑙类的隶属度; 𝑑(𝜑(𝑘𝑇 ), 𝜑𝑙)为采样样

本𝜑(𝑘𝑇 )与聚类中心𝜑𝑙之间的距离.文献 [10]给出

了详细算法.

2.2 模模模糊糊糊模模模型型型的的的参参参数数数辨辨辨识识识

首先,定义参数向量为

𝜃1 = [𝑎11, 𝑎12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎1𝑛, 𝑏101, 𝑏102, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏10𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏1𝑝−11, 𝑏1𝑝−12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏1𝑝−1𝑛]

T ∈ 𝑅𝑛0 ;

𝜃2 = [𝑎21, 𝑎22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎2𝑛, 𝑏201, 𝑏202, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏20𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏2𝑝−11, 𝑏2𝑝−12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏2𝑝−1𝑛]

T ∈ 𝑅𝑛0 ;

...

𝜃𝑐 = [𝑎𝑐1, 𝑎𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑐𝑛, 𝑏𝑐01, 𝑏𝑐02, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑐0𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏𝑐𝑝−11, 𝑏𝑐𝑝−12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑐𝑝−1𝑛]

T ∈ 𝑅𝑛0 ;

𝑛0 = (𝑝+ 1)× 𝑛.

模糊模型的输入向量为

𝜓(𝑘𝑇 ) = [𝜓T
1 (𝑘𝑇 ), 𝜓

T
2 (𝑘𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜓T

𝑐 (𝑘𝑇 )]
T,

𝜓1(𝑘𝑇 ) =

[−𝜇1(𝑘𝑇 )𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝜇1(𝑘𝑇 )×
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), 𝜇1(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜇1(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇1(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇+

𝑡𝑝−1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇1(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 − 𝑛𝑇 )]T,

𝜓2(𝑘𝑇 ) =

[−𝜇2(𝑘𝑇 )𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝜇2(𝑘𝑇 )×
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), 𝜇2(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜇2(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇2(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇+

𝑡𝑝−1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇2(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 − 𝑛𝑇 )]T,

...

𝜓𝑐(𝑘𝑇 ) =

[−𝜇𝑐(𝑘𝑇 )𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,−𝜇𝑐(𝑘𝑇 )×
𝑦(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), 𝜇𝑐(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ ,
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𝜇𝑐(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 − 𝑛𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑐(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇+

𝑡𝑝−1 − 𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑐(𝑘𝑇 )𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡𝑝−1 − 𝑛𝑇 )]T.

式 (12)可以写成线性回归形式. 由于系统总是含有噪

声,模糊模型最后输出可以表示为

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝜓T(𝑘𝑇 )𝜃 + 𝑣(𝑘𝑇 ). (14)

其中: 𝜃 = [𝜃T1 , 𝜃
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃T𝑐 ]T ∈ 𝑅𝑐𝑛0×1, 𝑣(𝑘𝑇 )是均值

为零、方差为𝜎2的白噪声.

通过GK模糊聚类得到聚类中心和隶属度函数.

模糊模型的后件参数可以采用递推最小二乘方法来

确定,算法如下:

𝜃(𝑘𝑇 ) = 𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝐿(𝑘𝑇 )×
[𝑦(𝑘𝑇 )− 𝜓T(𝑘𝑇 )𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 )], (15)

𝐿(𝑘𝑇 ) = 𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 ) =

𝑃 (𝑘𝑇 − 𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )

1 + 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 − 𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )
, (16)

𝑃−1(𝑘𝑇 ) = 𝑃−1(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝜓(𝑘𝑇 )𝜓T(𝑘𝑇 ). (17)

其中: 𝜃(𝑘𝑇 )为第 𝑘𝑇 时刻的估计值; 𝑃 (𝑘𝑇 )为输入协

方差对称方阵,维数为 𝑐𝑛0×𝑐𝑛0;初始值𝑃 (0) = 𝜌𝐼𝑐𝑛0 ,

𝜌取很大的数, 𝐼𝑐𝑛0为 𝑐𝑛0 × 𝑐𝑛0维单位矩阵.

本文提出的模糊辨识算法步骤如下.

Step 1: 初始设置规则数 𝑐, 聚类中心𝜑𝑙 (𝑙 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐), 后件参数向量初始值 𝜃(0), 确定采样样本

𝜑(𝑘𝑇 ) (𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁);

Step 2: 通过GK聚类算法对采样样本𝜑(𝑘𝑇 ) (𝑘

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)进行模糊聚类,得到 𝑐个聚类中心向量

𝜑1, 𝜑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜑𝑐,以及每个输入样本𝜑(𝑘𝑇 )在各类里的

隶属度值𝜇𝑙(𝑘𝑇 ) (𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁);

Step 3: 形成模糊模型的输入向量𝜓(𝑘𝑇 ), 由算

法 (15)∼ (17)确定参数向量 𝜃(𝑘𝑇 );

Step 4: 令 𝑘 = 𝑘 + 1,如果 𝑘 ⩽ 𝑁 ,则返回 Step 3,

否则转Step 5;

Step 5:返回Step 2,重复计算,直到获得满意的结

果.

2.3 性性性能能能分分分析析析

为了说明算法的性能, 对一些记号进行说明:

𝜆max[𝑋]和𝜆min[𝑋]分别表示矩阵𝑋的最大和最小特

征值; ∣𝑋∣表示矩阵𝑋的行列式; ∥𝑋∥2 = tr[𝑋𝑋T]

表示矩阵𝑋的迹; 𝑓(𝑡) = 𝑜(𝑔(𝑡))表示 lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡)/𝑔(𝑡)

= 0; 𝑓(𝑡) = 𝑂(𝑔(𝑡))表示当 𝑡足够大时, 𝑓(𝑡) ⩽
𝛿1𝑔(𝑡)

[11-12].

为了说明所提出算法的性能,给出如下变量的定

义:

𝑟(𝑘𝑇 ) = tr[𝑃−1(𝑘𝑇 )].

由于 𝑟(𝑘𝑇 ) ⩽ 𝑐𝑛0𝜆max[𝑃
−1(𝑘𝑇 )], ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣ ⩽

𝑐𝑛0 ln 𝑟(𝑘𝑇 ),可知

𝑟(𝑘𝑇 ) = 𝑂(𝜆max[𝑃
−1(𝑘𝑇 )]),

ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣ = 𝑂(ln 𝑟(𝑘𝑇 )). (18)

为了说明算法 (15)∼ (17)的收敛性,给出如下引

理.

引引引理理理 1 [12] 设函数 𝑓(𝑡) ⩾ 0, lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = 𝑓 , 𝑔(𝑡)

⩾ 0, 级数
∞∑
𝑡=1

𝑔(𝑡)发散, 级数
∞∑
𝑡=1

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)收敛, 即

∞∑
𝑡=1

𝑔(𝑡) = ∞,
∞∑
𝑡=1

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) <∞,则有 𝑓 = 0.

引引引理理理 2 设𝐷 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝐸 ∈ 𝑅𝑛×𝑚,则等式 ∣𝐼𝑚
+ 𝐸𝐹 ∣ = ∣𝐼𝑛 + 𝐹𝐸∣成立.

引引引理理理 3 下列不等式成立:
∞∑
𝑖=1

𝜓T(𝑖𝑇 )𝑃 (𝑖𝑇 )𝜓(𝑖𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑖𝑇 )∣] 𝑠 <∞, a.s. , 𝑠 > 1. (19)

定定定理理理 1 (鞅收敛定理) [12] 设 {𝑇 (𝑡)}, {𝛼(𝑡)},

{𝛽(𝑡)}均为非负的、随机的、时间变量序列, 它们是

递增的𝜎代数序列𝐹𝑡 (𝐹𝑡是可测的),且满足下式:

E[𝑇 (𝑡+ 1∣𝐹𝑡)] ⩽ 𝑇 (𝑡)− 𝛼(𝑡) + 𝛽(𝑡). (20)

若
∞∑
𝑡=1

𝛽(𝑡) < ∞, a.s,则𝑇 (𝑡)几乎必然 (a.s.)地收敛于

一有限的随机变量𝑇0, 即𝑇 (𝑡) → 𝑇0,
∞∑
𝑡=1

𝛼(𝑡) < ∞,

a.s. .

引理 1和定理 1的证明见文献 [12],此处略.引理

2和引理 3的证明限于篇幅此处略.

定定定理理理 2 对于式 (14),假设 𝑣(𝑘𝑇 )是定义在概率

空间 (𝛺,𝐹, 𝑃 )上的鞅差序列,并且适用于递增𝜎代数

序列 {𝐹𝑘𝑇 , 𝑘 ∈ 𝑁}, 𝐹𝑘𝑇 是由 𝑘𝑇 时刻观测生成的,且

有

(A1) E[𝑣(𝑘𝑇 )∣𝐹𝑘𝑇−𝑇 ] = 0, a.s. ;

(A2) E[𝑣2(𝑘𝑇 )∣𝐹𝑘𝑇−𝑇 ] = 𝜎2
𝑣(𝑘𝑇 ) ⩽ 𝜎̄2

𝑣 ⩽ ∞, a.s. .

对于隶属度函数𝜇𝑙(𝑘𝑇 )满足 0 ⩽ 𝜇2
𝑙 (𝑘𝑇 ) ⩽ 1 (𝑙 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ), 𝜑(𝑘𝑇 )和𝜓(𝑘𝑇 )满足如下持续

激励条件 (条件数有界):

(A3) 𝑐1𝐼𝑛0 ⩽ 1

𝑘

𝑘∑
𝑖=1

𝜑(𝑖𝑇 )𝜑T(𝑖𝑇 ) ⩽ 𝑐2𝑘
𝑐0𝐼𝑛0 ,

𝑐0 > 0, 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0;

(A4) 𝑐3𝐼𝑐𝑛0 ⩽ 1

𝑘

𝑘∑
𝑖=1

𝜓(𝑖𝑇 )𝜓T(𝑖𝑇 ) ⩽ 𝑐2𝑘
𝑐0𝐼𝑐𝑛0 ,

𝑐3 > 0.

其中: 𝐼𝑛0是维数为𝑛0 × 𝑛0的单位矩阵, 𝐼𝑐𝑛0是维数

为 𝑐𝑛0 × 𝑐𝑛0的单位矩阵, 𝑐是规则数.则算法 (15)∼
(17)给出的参数估计误差满足
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∥𝜃(𝑘𝑇 )− 𝜃∥2 = 𝑂
( [ln 𝑘]𝑠

𝑘

)
→ 0, a.s. , 𝑠 > 1. (21)

其中: 𝜃(𝑘𝑇 )为 𝑘𝑇 时刻参数估计值, 𝜃为参数真值.

证证证明明明 定义参数估计误差为 𝜃(𝑘𝑇 ) = 𝜃(𝑘𝑇 )− 𝜃,

利用式 (14)和 (15),可得

𝜃(𝑘𝑇 ) = 𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )[𝑣(𝑘𝑇 )− 𝑦(𝑘𝑇 )],

(22)

其中

𝑦(𝑘𝑇 ) = 𝜓T(𝑘𝑇 )𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 ) =

𝜓T(𝑘𝑇 )𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 )− 𝜓T(𝑘𝑇 )𝜃.

定义非负定函数

𝑆(𝑘𝑇 ) = 𝜃T(𝑘𝑇 )𝑃−1(𝑘𝑇 )𝜃(𝑘𝑇 ). (23)

利用式 (17)和 (23), tr[𝐴𝐵] = tr[𝐵𝐴], tr[𝐴T] = tr[𝐴],

可以得到下式:

𝑆(𝑘𝑇 ) ={
𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )[𝑣(𝑘𝑇 )−
𝑦(𝑘𝑇 )]

}T
𝑃−1(𝑘𝑇 )

{
𝜃(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝑃 (𝑘𝑇 )×

𝜓(𝑘𝑇 )[𝑣(𝑘𝑇 )− 𝑦(𝑘𝑇 )]
}
=

𝑆(𝑘𝑇 − 𝑇 )− [1− 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )]×
𝑦2(𝑘𝑇 ) + 2[1− 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )]×
𝑦(𝑘𝑇 )𝑣(𝑘𝑇 ) + 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )𝑣2(𝑘𝑇 ). (24)

因为

𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 ) =

𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 − 𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )

1 + 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 − 𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )
⩽ 1, (25)

所以

𝑆(𝑘𝑇 ) ⩽

𝑆(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 2[1− 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )]×
𝑦(𝑘𝑇 )𝑣(𝑘𝑇 ) + 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )𝑣2(𝑘𝑇 ). (26)

又因 𝑦(𝑘𝑇 )、𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )与 𝑣(𝑘𝑇 )均不相关,

故𝐹𝑘𝑇−𝑇 是可测的.对式 (26)两边都取关于𝐹𝑘𝑇−𝑇

的条件数学期望,利用 (A1)和 (A2)两个条件得到

E[𝑆(𝑘𝑇 )∣𝐹𝑘𝑇−𝑇 ] ⩽

𝑆(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )𝜎̄2
𝑣 . (27)

式 (27)右边第 2项从 𝑘 = 1到 𝑘 = ∞的和无界,所以

不能使用定理 1,为此进行如下处理. 令

𝑉 (𝑘𝑇 ) =
𝑆(𝑘𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠 , 𝑠 > 1. (28)

因 ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣是非降的,故有

E[𝑉 (𝑘𝑇 )∣𝐹𝑘𝑇−𝑇 ] ⩽
𝑆(𝑘𝑇 − 𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠 +
𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠 𝜎̄2
𝑣 ⩽

𝑉 (𝑘𝑇 − 𝑇 ) +
𝜓T(𝑘𝑇 )𝑃 (𝑘𝑇 )𝜓(𝑘𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠 𝜎̄2
𝑣 . (29)

采用引理 3, 式 (29)右边第 2项从 𝑘 = 1到 𝑘 = ∞的
和有界, 并由定理 1可知, 𝑉 (𝑘𝑇 )几乎肯定 (a.s.)收敛

于一有界随机变量𝑉0,即

𝑉 (𝑘𝑇 ) =
𝑆(𝑘𝑇 )

[ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠 → 𝑉0, a.s. , (30)

或者

𝑆(𝑘𝑇 ) = 𝑂([ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠), a.s. . (31)

由𝑆(𝑘𝑇 )的定义有

∥𝜃(𝑘𝑇 )∥2 ⩽ tr[𝜃T(𝑘𝑇 )𝑃−1(𝑘𝑇 )𝜃(𝑘𝑇 )]

𝜆min[𝑃−1(𝑘𝑇 )]
=

𝑆(𝑘𝑇 )/𝜆min[𝑃
−1(𝑘𝑇 )], (32)

由式 (31), (32)和 (18),可得

∥𝜃(𝑘𝑇 )∥2 = 𝑂
( [ln ∣𝑃−1(𝑘𝑇 )∣]𝑠
𝜆min[𝑃−1(𝑘𝑇 )]

)
=

𝑂
( [ln 𝑟(𝑘𝑇 )]

𝑠

𝜆min[𝑃−1(𝑘𝑇 )]

)
, a.s., 𝑠 > 1. (33)

对 (A3)取迹,可得

𝑐1𝑛0𝑘 ⩽
𝑘∑

𝑖=1

∥𝜑(𝑖𝑇 )∥2 ⩽ 𝑐2𝑛0𝑘
𝑐0+1.

对于𝜓(𝑘𝑇 ),有
𝑘∑

𝑖=1

∥𝜓(𝑖𝑇 )∥2 =

𝑘∑
𝑖=1

[𝜇2
1(𝑖𝑇 ) + 𝜇2

2(𝑖𝑇 ) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜇2
𝑐(𝑖𝑇 )]× ∥𝜑(𝑖𝑇 )∥2.

(34)

由于 0 ⩽ 𝜇2
𝑙 (𝑖𝑇 ) ⩽ 1, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,利用

(A3),式(34)满足下面不等式:
𝑘∑

𝑖=1

∥𝜓(𝑖𝑇 )∥2 ⩽
𝑘∑

𝑖=1

𝑐∥𝜑(𝑖𝑇 )∥2 ⩽ 𝑐2𝑐𝑛0𝑘
𝑐0+1. (35)

另取𝜇2
min(𝑖𝑇 ) = min{𝜇2

1(𝑖𝑇 ), 𝜇
2
2(𝑖𝑇 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇2

𝑐(𝑖𝑇 )},则

有𝜇2
𝑙 (𝑖𝑇 ) ⩾ 𝜇2

min(𝑖𝑇 ), 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐. 对于式 (34),有
𝑘∑

𝑖=1

𝑐𝜇2
min(𝑖𝑇 )∥𝜑(𝑖𝑇 )∥2 ⩽

𝑘∑
𝑖=1

∥𝜓(𝑖𝑇 )∥2. (36)

对于任一个样本𝜑(𝑘𝑇 ), 如果其隶属函数的值都取

𝜇2
min(𝑘𝑇 ) ⩾ 𝛼,则有

𝑐𝛼𝑐1𝑛0𝑘 ⩽ 𝑐𝛼

𝑘∑
𝑖=1

∥𝜑(𝑖𝑇 )∥2 ⩽
𝑘∑

𝑖=1

∥𝜓(𝑖𝑇 )∥2, (37)

其中𝛼𝑐1 = 𝑐3. 从而有

𝑐3𝑐𝑛0𝑘 ⩽
𝑘∑

𝑖=1

∥𝜓(𝑖𝑇 )∥2 ⩽ 𝑐2𝑐𝑛0𝑘
𝑐0+1. (38)

不等式 (38)等价于 (A4).

由 (A4)和𝑃−1(𝑘𝑇 )的定义可知

𝑐3𝑘𝐼𝑐𝑛0 ⩽ 𝑃−1(𝑘𝑇 ) ⩽ 𝑐𝑐2𝑘
𝑐0+1𝐼𝑐𝑛0 , a.s. ,

易得𝜆min[𝑃
−1(𝑘𝑇 )] ⩾ 𝑐3𝑘, 𝑟(𝑘𝑇 ) = tr[𝑃−1(𝑘𝑇 )] ⩽

𝑐2𝑛0𝑐2𝑘
𝑐0+1,从而有
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ln 𝑟(𝑘𝑇 ) ⩽ ln 𝑐2𝑛0𝑐2 + (𝑐0 + 1) ln 𝑘,

因此 ln 𝑟(𝑘𝑇 ) = 𝑂(ln 𝑘).

由于 (ln 𝑘)𝑠 = 𝑜(𝑘),由式 (33)可知

∥𝜃(𝑘𝑇 )− 𝜃∥2 = 𝑂
( [ln 𝑟(𝑘𝑇 )]

𝑠

𝜆min[𝑃−1(𝑘𝑇 )]

)
=

𝑂
( [ln 𝑘]𝑠

𝑘

)
→ 0, a.s. . □

3 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文方法的有效性,对化工非线性对象

pH的中和过程进行研究. pH控制系统的中和反应过

程如图 1所示[13].
q W W2 2 2, ,a b

q W W3 3 3, ,a b

q W W1 1 1, ,a b

q W W4 4 4, ,a b

pH4

pH

图 1 pH中和反应过程

图 1中, 酸液、缓冲液、碱液在反应池内发生中

和反应, 其用量分别为: 酸流 0.03mol/LHNO3; 缓冲

流 0.03mol/LNaHCO3; 碱流 0.03mol/LNaOH; 碱液

化学液 0.05 × 10−3 mol/LNaHCO3. 𝑞1、𝑞2、𝑞3分别是

酸液、缓冲液、碱液化学液剂的流量; 𝑞4是输出液的

流量; pH4是输出液 pH的测量值; 𝑊𝑎1、𝑊𝑎2、𝑊𝑎3和

𝑊𝑎4分别是这些化学液剂的电荷平衡因子; 𝑊𝑏1、

𝑊𝑏2、𝑊𝑏3和𝑊𝑏4分别是化学液剂的物料平衡因子.

定义反应平衡因子如下[13]:

𝑊𝑎 = [H+]− [OH−]− [HCO−
3 ]− 2[CO2−

3 ],

𝑊𝑏 = [H2CO3] + [HCO−
3 ] + [CO2−

3 ].

系统的正常操作参数如表 1所示.

表 1 系统的正常操作参数

参 数 设置值

𝐴/cm2 207

𝐻/cm 14.0

𝐶0/(ml ⋅ cm−1 ⋅ s) 8.75

𝑞1/(ml ⋅ s−1) 16.6

𝑞2/(ml ⋅ s−1) 0.55

𝑞3/(ml ⋅ s−1) 16.2

𝑊𝑎1/(mol ⋅ l−1) 3 × 10−3

𝑊𝑎2/(mol ⋅ l−1) −3 × 10−2

𝑊𝑎3/(mol ⋅ l−1) −3.06 × 10−3

𝑊𝑏1 0

𝑊𝑏2/(mol ⋅ l−1) 3 × 10−2

𝑊𝑏3/(mol ⋅ l−1) 5 × 10−5

pK1 6.35

pK2 10.25

𝜏 0.5

pH4 7

用碱流 𝑞3作为控制量𝑢, 𝑝 = 2, 𝑡1 = 𝜏1 = 1min,

𝜏2 = 1.5min, 𝑇 = 𝜏1 + 𝜏2 = 2.5min. 输出液 pH测量

值作为输出量 𝑦. 选 𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 )、𝑦(𝑘𝑇 − 2𝑇 )、𝑢(𝑘𝑇 −
𝑇 )、𝑢(𝑘𝑇 − 2𝑇 )、𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1−𝑇 )和𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1− 2𝑇 )构

成向量𝜑(𝑘𝑇 ). 取模糊模型的规则数 𝑐 = 6. 模糊模型

具体形式如下:

𝑅𝑙 : if 𝜑(𝑘𝑇 )属于𝐹𝑙, then

𝑦(𝑘𝑇 ) =

− 𝑎𝑙1𝑦(𝑘𝑇 − 𝑇 )− 𝑎𝑙2𝑦(𝑘𝑇 − 2𝑇 )+

𝑏𝑙01𝑢(𝑘𝑇 − 𝑇 ) + 𝑏𝑙02𝑢(𝑘𝑇 − 2𝑇 )+

𝑏𝑙11𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1 − 𝑇 ) + 𝑏𝑙12𝑢(𝑘𝑇 + 𝑡1 − 2𝑇 ),

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6.
对采集到的 60个数据样本进行模糊聚类, 采用

本文方法建立 pH控制系统的中和反应过程的模糊模

型. 仿真结果如下: 表 2给出了后件参数的估计辨识

结果;图 2给出了模糊模型的输出和实际输出结果的

比较;图 3为误差比较曲线,均方差为 0.125. 显然,模

糊模型能够很好地反映 pH控制系统的中和反应非线

性非均匀采样过程,具有计算简便,建模方便、高效的

特点.

表 2 后件参数的辨识结果

规则 𝑎𝑙1 𝑎𝑙2 𝑎𝑙01 𝑎𝑙02 𝑎𝑙11 𝑎𝑙12

1 −1.297 9 0.255 1 −0.034 9 0.050 3 −0.106 2 0.052 5

2 0.005 4 −0.548 3 −0.038 8 0.586 3 0.063 2 −0.383 7

3 −1.569 9 0.375 0 −0.902 9 −0.710 1 2.691 7 −0.983 7

4 2.129 1 −3.092 2 0.302 1 0.001 2 −0.180 9 −0.122 0

5 0.759 5 −1.241 8 −0.098 5 −0.246 8 −0.092 0 0.700 9

6 −0.966 6 0.028 5 0.198 8 −0.039 1 −0.634 0 0.512 3
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图 2 模糊模型的输出与实际输出结果的比较
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图 3 误差比较曲线
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4 结结结 论论论

针对非均匀多采样率非线性系统难以建模的问

题,本文提出了基于模糊模型的建模辨识方法.其基

本思想是,将非线性系统在某些工作点附近展开为局

部线性系统,当在平衡点附近线性化且该线性化系统

是可测时,非线性系统可以看作是在多个平衡点附近

局部的线性模型经过非线性加权的组合.根据这一思

想,将模糊模型看作是将每条规则的后件线性离散模

型,经过隶属度函数加权后对非均匀多采样率非线性

系统的描述.本文中, 通过定理和引理证明了建模算

法的收敛性、有效性. 本文所提出的方法不仅适用于

单输入单输出系统,也适用于多输入多输出系统.当

把多输入变量和多输出变量作为模糊聚类的输入量

时, 将模型扩展为多输入输出模型, 就能实现多变量

的非线性系统的建模. 在后续研究中,将对多变量非

均匀多采样率非线性系统进行研究.
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