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摘 要: 针对非线性系统模型参数未知情况下的状态估计问题,提出一种融合极大后验估计的交互式容积卡尔曼滤

波算法 (InCKF).该算法利用二阶斯特林插值公式和无迹变换对非线性函数的近似思想,实现对模型未知参数的确

定,从而使滤波算法摆脱对模型参数精确已知的依赖,并通过容积卡尔曼滤波算法完成状态估计和量测更新. 仿真结

果表明,相比于经典的参数扩维方法, InCKF算法具有更高的精度和更强的数值稳定性.
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Abstract: For the problem of states estimation of nonlinear systems with respect to unknown parameters, a filter named

interaction cubature Kalman filter(InCKF) is proposed. The novel filter is consisted of multiple concurrent CKFs interlacing

with a maximum posteriori(MAP) estimator. By taking advantage of special properties of second order of Stirling’s

interpolation and unscented transformation to approximate nonlinear functions, the unknown parameters are estimated and

the performance of InCKF does not depend on the precision of model parameters. Furthermore, the states of system are

estimated by using the cubature Kalman filter(CKF). The simulation results show that the InCKF is more accurate and

stabilized than the classical method of state augmentation in the situation that model parameters are unknown.
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0 引引引 言言言

卡尔曼滤波可以得到最小方差意义下的最优

解, 但仅适用于线性系统. 然而, 社会生产生活中所

涉及的问题往往是非线性的. 例如,空间卫星交会对

接[1]、无人机导航[2]和计量经济分析[3]等问题. 因此,

对非线性系统状态估计问题的研究具有重要的理论

意义和实际应用价值.

扩展卡尔曼滤波 (EKF)[4]由于其简洁的形式和

高效的计算性能, 已成为在实际系统中应用最为广

泛的一种非线性滤波.然而, 由于一阶泰勒展开对非

线性函数的近似精度偏低, 在处理强非线性函数时,

EKF滤波精度较差, 且数值稳定性较差.此外, 在估

计高维系统的状态时, 线性化过程中所需的雅克比

矩阵的计算十分困难, 且某些系统的雅克比矩阵并

不存在[5].针对EKF无法很好地解决强非线性系统的

状态估计问题, 研究人员相继提出了一系列非线性

滤波算法, 其中最具代表性的算法是无迹卡尔曼滤

波算法 (UKF)和粒子滤波算法 (PF). Julier等[5]从“对

非线性函数的概率密度分布的近似比对非线性函数

本身的近似更容易”的角度出发, 提出了利用无迹

变换 (UT)后的采样点逼近非线性函数概率密度分布

的UKF滤波算法,采用的UT变换能够匹配任意非线

性函数的三阶泰勒展开,即达到对非线性函数的三阶

逼近精度. 张勇刚等[6]在五阶容积变换的基础上, 给

出了高阶无迹变换的解析解,并提出了一种高阶无迹

卡尔曼滤波算法.与UKF等确定采样型滤波器不同

的是, PF基于蒙特卡罗仿真对先验分布进行随机采

样[7]. 由于不受限于噪声统计特性为高斯白噪声的假

设,对非高斯动态系统的状态估计问题具有较高的精

度[8], 且只要粒子数目足够多, 便可达到对非线性系
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统的任意阶估计精度.然而, PF滤波算法存在的样本

贫化问题和算法实时性等问题,限制了滤波算法的应

用,难以满足实际工程的需要.在贝叶斯滤波框架下,

对状态后验概率分布的估计本质上是对高维积分的

计算,然而直接计算非线性函数的高维积分是十分困

难的. Arasaratnam等[9]提出以三阶容积法则来近似加

权高斯积分的容积卡尔曼滤波 (CKF),该算法采用等

权值 (系统状态维数)的容积点进行非线性变换,逼近

后验概率密度分布, 解决了UKF在处理高维系统非

线性估计时,数值稳定性较差甚至发散的问题.

当系统存在未建模动态、模型参数未知或噪声

统计特性不准确时, CKF和其他贝叶斯估计算法无法

解决上述问题. Moradkhani等[10]针对水文模型参数

不确定性的问题, 提出了双状态-参数估计的集合卡

尔曼滤波器, 使系统状态和模型参数能够同时估计.

Aghili等[11]将空间自由漂浮卫星的转动惯量这一未

知参数与位置、姿态等信息一并作为系统状态估计.

系统状态维数的增加会导致滤波器数值稳定性

下降, 甚至造成滤波发散的严重后果.针对模型参数

未知的问题,本文提出一种融合极大后验估计 (MAP)

的交互式容积卡尔曼滤波算法 (InCKF),采用MAP对

模型未知参数进行动态识别, 从而解决模型参数未

知情况下, 滤波算法性能下降的问题.同时提出基于

二阶斯特林插值公式 (SI2)和UT变换两种形式的条

件概率密度估计算法, 以实现关于模型未知参数的

MAP估计.仿真结果表明,相比于经典的参数扩维方

法, InCKF算法具有更高的精度和更强的数值稳定性.

1 CKF
考虑具有加性噪声的非线性离散系统

𝒙𝑘 = 𝒇(𝒙𝑘−1,𝒖𝑘−1) + 𝒗𝑘−1, (1)

𝒚𝑘 = 𝒉(𝒙𝑘,𝒖𝑘) + 𝒏𝑘. (2)

其中: 𝒙𝑘 ∈ 𝑹𝑛为系统在 𝑘时刻的状态; 𝒚𝑘 ∈ 𝑹𝑚为

系统在 𝑘时刻的量测值; 𝒖𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑢为系统输入; 𝒗𝑘−1

和𝒏𝑘为不相关零均值高斯白噪声, 其协方差矩阵分

别为𝑸𝑘−1和𝑹𝑘−1. CKF滤波算法由时间预测和量测

更新两部分组成,具体流程如下[9]:

1)时间预测为

𝒙̂−
𝑘 =

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑿∗
𝑖,𝑘, (3)

𝑷−
𝑘 =

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑿∗
𝑖,𝑘𝑿

∗T
𝑖,𝑘 − 𝒙̂−

𝑘 𝒙̂
−T
𝑘 +𝑸𝑘−1. (4)

其中

𝑿∗
𝑖,𝑘 = 𝒇(𝑿𝑖,𝑘−1,𝒖𝑘−1), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (5)

𝑿𝑖,𝑘−1 = 𝑺𝑘−1𝝃𝑖 + 𝒙̂𝑘−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (6)

𝑷𝑘−1 = 𝑺𝑘−1𝑺
T
𝑘−1, (7)

𝑷𝑘−1为 𝑘 − 1时刻的协方差阵, 𝝃𝑖为第 𝑖个容积点.

2)量测更新为

𝒙̂𝑘 = 𝒙̂−
𝑘 +𝑲𝑘(𝒛𝑘 − 𝒛−

𝑘 ), (8)

𝑷𝑘 = 𝑷−
𝑘 −𝑲𝑘𝑷𝒛𝒛,𝑘𝑲

T
𝑘 . (9)

其中

𝑲𝑘 = 𝑷𝒙𝒛,𝑘𝑷
−1
𝒛𝒛,𝑘; (10)

𝑷𝑧𝑧,𝑘 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝒁𝑖,𝑘𝒁
T
𝑖,𝑘 − 𝒛−

𝑘 𝒛−T
𝑘 +𝑹𝑘; (11)

𝑷𝑥𝑧,𝑘 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑿𝑖,𝑘𝒁
T
𝑖,𝑘 − 𝒙̂−

𝑘 𝒛
−T
𝑘 ; (12)

𝒛−
𝑘 =

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝒁𝑖,𝑘; (13)

𝒁𝑖,𝑘 = 𝒉(𝑿𝑖,𝑘,𝒖𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (14)

𝑿𝑖,𝑘 = 𝑺−
𝑘 𝝃𝑖 + 𝒙̂−

𝑘 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (15)

𝑷−
𝑘 = 𝑺−

𝑘 𝑺−T
𝑘 . (16)

2 InCKF
引入 InCKF算法以解决系统模型中含有未知参

数的状态估计问题.考虑含有未知参数的非线性离散

系统

𝒙𝑘 = 𝒇(𝒙𝑘−1,𝒖𝑘−1,𝜽) + 𝒗𝑘−1, (17)

𝒚𝑘 = 𝒉(𝒙𝑘,𝒖𝑘,𝜽) + 𝒏𝑘. (18)

其中: 𝜽 ∈ 𝑹𝑛𝜃为离散系统的未知参数, 其他参数与

式 (1)和 (2)定义相同. InCKF算法由多个CKF滤波器

和一个极大后验估计器构成.其中: CKF滤波器的状

态估计结果提供给极大后验估计器, 以确定当前时

刻未知参数 𝜽的估计值;极大后验估计器得到关于参

数 𝜽的估计值后, 再传递给CKF滤波器, 以便完成下

一时刻的状态估计.在所设计的 InCKF算法中, 采用

多个CKF滤波器并行工作的方式, 每个滤波器获得

系统状态的条件期望近似值,即

𝒙̂𝑘(𝜽𝑗) ≈ E{𝒙𝑘∣𝒚1:𝑘,.𝜽𝑗}. (19)

其中: 𝒚1:𝑘 = [𝒚T
1 𝒚T

2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝒚T
𝑘 ]

T为 𝑘时刻的观测值,

𝜽𝑗为当前时刻下对参数 𝜽的第 𝑗个假设. 采用极大后

验估计器, 获得对当前时刻参数 𝜽的估计. 由贝叶斯

估计可得到关于参数 𝜽的后验概率密度估计为

𝑝(𝜽𝑗 ∣𝒚1:𝑘) ∝ 𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗)𝑝(𝜽 = 𝜽𝑗). (20)

其中: 𝑝(𝜽)为未知参数 𝜽的先验概率密度; 𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗)
为观测值关于假设 𝜽𝑗的条件概率密度, 其根据乘法

公式分解为

𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) = 𝑝(𝒚1∣𝜽𝑗)
𝑘∏

𝑖=2

𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1). (21)
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式 (21)等号右边的因子 𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1)展开为

𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1) =w w
𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)𝑝(𝒙𝑖∣𝒙𝑖−1,𝜽𝑗)𝑝(𝒙𝑖−1∣𝒚1:𝑖−1)d𝒙𝑖d𝒙𝑖−1 =w

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)𝑝(𝒙𝑖∣𝒚1:𝑖−1,𝜽𝑗)d𝒙𝑖 =

E{𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)∣𝒚1:𝑖−1,𝜽𝑗}. (22)

由上述分析可知, 只要获得了 𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗)的估计
值,便可以采用极大后验估计的方式, 得到关于未知

参数 𝜽的估计值.本文提出两种方法估计条件概率密

度 𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗).
2.1 基基基于于于二二二阶阶阶斯斯斯特特特林林林插插插值值值的的的概概概率率率密密密度度度估估估计计计

二阶斯特林插值公式[12]如下: 考虑非线性函数

𝒚 = 𝒇(𝒙),根据 SI2,在点 𝒙̂处,有

𝒚 ≈

𝒇(𝒙̂) +

𝑛∑
𝑑=1

Δ𝑥𝑑
𝒇(𝒙̂+ ℎ𝑺𝑑)− 𝒇(𝒙̂− ℎ𝑺𝑑)

2ℎ
+

𝑛∑
𝑑=1

(Δ𝑥𝑑)
2𝒇(𝒙̂+ ℎ𝑺𝑑) + 𝒇(𝒙̂− ℎ𝑺𝑑)− 2𝒇(𝒙̂)

2ℎ2
.

(23)

其中: Δ𝑥𝑑为向量Δ𝒙 = 𝒙− 𝒙̂的第 𝑑个元素; 𝑺𝑑为协

方差矩阵平方根分解后的第 𝑑列向量; ℎ等于插值区

间的一半.根据 SI2, 式 (22)的概率密度 𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)可以

近似为

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖) =

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)) +

𝑛∑
𝑑=1

(Δ𝑥𝑖)𝑑

(𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗) + ℎ𝑺𝑑)

2ℎ
−

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)− ℎ𝑺𝑑)

2ℎ

)
+

𝑛∑
𝑑=1

(Δ𝑥𝑖)
2
𝑑

(𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗) + ℎ𝑺𝑑)

2ℎ2
+

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)− ℎ𝑺𝑑)− 2𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−

𝑖 (𝜽𝑗))

2ℎ2

)
. (24)

其中: 𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)为在当前时刻 𝑖未知参数等于 𝜽𝑗条件

下的状态预测值, Δ𝒙𝑖 = 𝒙𝑖 − 𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗). 假设 𝒙̂−

𝑖 (𝜽𝑗) ≈
E{𝒙𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1},将式 (24)代入 (22),得到

𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1) ≈ E{𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1} =

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗))+E

{ 𝑛∑
𝑑=1

(Δ𝒙𝑖)𝑑

(𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)+ℎ𝑺𝑑)

2ℎ
−

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)− ℎ𝑺𝑑)

2ℎ

)
∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1

}
+

E
{ 𝑛∑

𝑑=1

(Δ𝒙𝑖)
2
𝑑

(𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗) + ℎ𝑺𝑑)

2ℎ2
+

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)− ℎ𝑺𝑑)

2ℎ2

)∣∣∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1

}
+

E
{
Tr

[−𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗))

ℎ2
(Δ𝒙𝑖)(Δ𝒙𝑖)

T
]∣∣∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1

}
=

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗))−

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗))

ℎ2
Tr[cov(𝒙𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1)].

(25)

如果Tr[cov(𝒙𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1)]足够小,则有

𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1) ≈ 𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)). (26)

因此,式 (21)近似为

𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) ≈
𝑘∏

𝑖=1

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)). (27)

令

𝑝SI2(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) :=
𝑘∏

𝑖=1

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)), (28)

对式 (28)两边取对数,并代入式 (18),得到

log 𝑝SI2(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) =
𝑘∑

𝑖=1

log 𝑝(𝒚𝑖∣𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)) =

𝑘∑
𝑖=1

log 𝑝(𝒚𝑖 − 𝒉(𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗))) =

− 𝑘

2
log ∣2𝜋𝑹∣−

1

2

𝑘∑
𝑖=1

(𝒚𝑖 − 𝒉(𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)))

T
𝑹−1(𝒚𝑖 − 𝒉(𝒙̂−

𝑖 (𝜽𝑗))). (29)

2.2 基基基于于于无无无迹迹迹变变变换换换的的的概概概率率率密密密度度度估估估计计计

无迹变换[5]如下: 考虑非线性函数𝒚 = 𝒇(𝒙),

𝒙 ∈ 𝑹𝑛. 设存在如下集合 {𝒳𝑑}满足
𝒳0 = 𝒙̂;

𝒳𝑑 = 𝒙̂+ (
√

(𝑛+ 𝜆)𝑷 )𝑑, 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝒳𝑑 = 𝒙̂− (

√
(𝑛+ 𝜆)𝑷 )𝑑−𝑛,

𝑑 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (30)

其中: 𝒙̂为𝒙的均值; (
√

(𝑛+ 𝜆)𝑷 )𝑑为矩阵第 𝑑列向

量; 𝑷 为协方差阵; 尺度算子𝜆取𝜆 = 𝛼2(𝑛+ 𝑘) − 𝑛,

𝛼一般取较小的整数 (如 1 ⩽ 𝛼 ⩽ 10−4), 𝑘一般取

3− 𝑛. 因此,对非线性函数𝒚 = 𝒇(𝒙)的近似值为

𝒚 ≈
2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑𝒇(𝒳𝑑). (31)

其中𝑊0 =
𝜆

𝑛+ 𝜆
, 𝑊𝑑 =

1

2(𝑛+ 𝜆)
.

根据UT变换, 式 (21)中的因子 𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1)

可近似为

𝑝(𝒚𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1) =w w
𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)𝑝(𝒙𝑖∣𝒙𝑖−1,𝜽𝑗)𝑝(𝒙𝑖−1∣𝒚1:𝑖−1)d𝒙𝑖d𝒙𝑖−1 =w

𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)𝑝(𝒙𝑖∣𝜽𝑗 ,𝒚1:𝑖−1)d𝒙𝑖 =w
𝑝(𝒚𝑖∣𝒙𝑖)𝒩 (𝒙𝑖; 𝒙̂

−
𝑖 (𝜽𝑗),𝑷

−
𝑖 )d𝒙𝑖 ≈

2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑𝑝(𝒚𝑖∣𝒳𝑑). (32)

其中
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𝒳0 = 𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗);

𝒳𝑑 = 𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗) + (

√
(𝑛+ 𝜆)𝑷−

𝑘 )𝑑, 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝒳𝑑 = 𝒙̂−
𝑖 (𝜽𝑗)− (

√
(𝑛+ 𝜆)𝑷−

𝑘 )𝑑−𝑛,

𝑑 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛; (33)

𝒩 (., .)为高斯概率密度.式 (21)近似为

𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) ≈
𝑘∏

𝑖=1

( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑𝑝(𝒚𝑖∣𝒳𝑑)
)
=

𝑘∏
𝑖=1

( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑𝑝(𝒚𝑖 − 𝒉(𝒳𝑑))
)
=

𝑘∏
𝑖=1

( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑
1√∣2π𝑹∣𝑒

− (𝒚𝑖−𝒉(𝒳𝑑))T𝑹−1(𝒚𝑖−𝒉(𝒳𝑑))

2

)
=

𝑘∏
𝑖=1

1√∣2π𝑹∣
( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑𝑒
− (𝒚𝑖−𝒉(𝒳𝑑))T𝑹−1(𝒚𝑖−𝒉(𝒳𝑑))

2

)
. (34)

令𝑀UT := − (𝒚𝑖 − 𝒉(𝒳𝑑))
T
𝑹−1(𝒚𝑖 − 𝒉(𝒳𝑑))

2
, 对 𝑒(⋅)

取二阶泰勒近似,有

𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) ≈
𝑘∏

𝑖=1

1√∣2π𝑹∣
( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑

(
1 +𝑀UT +

𝑀2
UT

2

))
. (35)

令

𝑝UT(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) :=
𝑘∏

𝑖=1

1√∣2π𝑹∣
( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑

(
1 +𝑀UT +

𝑀2
UT

2

))
, (36)

对式 (36)两边取对数,得到

log 𝑝UT(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) =

log
( 𝑘∏
𝑖=1

1√∣2π𝑹∣
( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑

(
1 +𝑀UT +

𝑀2
UT

2

)))
=

𝑘∑
𝑖=1

1√∣2π𝑹∣
( 2𝑛∑
𝑑=0

𝑊𝑑(1 +𝑀UT +
𝑀2

UT

2
)
)
. (37)

2.3 InCKF

采用上述提出的概率密度估计方法,得到未知参

数 𝜽的极大后验概率密度估计为

𝜽MAP =

argmax
𝜽𝑗∈𝜽

log 𝑝(⋅)(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) + log 𝑝(𝜽 = 𝜽𝑗), (38)

其中 log 𝑝(⋅)(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗)表示式 (29)和 (37). 此外,如果参

数 𝜽的先验概率密度 𝑝(𝜽)精度较低,则极大后验概率

密度估计修正为

𝜽MAP =

argmax
𝜽𝑗∈𝜽

log 𝑝(⋅)(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗) + log 𝑝(⋅)(𝜽MAP∣𝒚1:𝑘). (39)

其中

𝑝(⋅)(𝜽MAP∣𝒚1:𝑘)=𝑝(⋅)(𝒚1:𝑘∣𝜽MAP)𝑝(𝜽=𝜽MAP), (40)

𝑝(⋅)(𝒚1:𝑘∣𝜽MAP)为式 (28)和 (36). 综上所述, InCKF算

法流程如下.

Step 1:参数初始化. 取状态估计值 𝒙̂0 = 0, 𝜽MAP

= 𝐼 , 𝐼为单位阵, 算法运行次数设定为𝑀 , 计数值 𝑘

记为 1.

Step 2: 从未知参数 𝜽的先验概率密度 𝑝(𝜽)中采

样𝑁𝜃次,获取关于参数 𝜽的𝑁𝜃个假设值 𝜽𝑗 .

Step 3: 令 𝜽0 := 𝜽MAP,计数值 𝑗记为 𝑗 = 0.

Step 4: 将假设值 𝜽𝑗代入CKF滤波器中, 获取 𝑘

时刻的状态预测值 𝒙̂−
𝑘 (𝜽𝑗)和估计值 𝒙̂𝑘(𝜽𝑗), 根据式

(29) (或 (37))计算 log 𝑝(𝒚1:𝑘∣𝜽𝑗), 𝑗 = 𝑗 + 1.

Step 5: 判断 𝑗 < 𝑁𝜃 + 1是否成立,若成立,则返

回 Step 4,否则执行Step 6.

Step 6: 根据式 (39)计算参数 𝜽的估计值,根据式

(40)修正先验概率密度 𝑝(𝜽),即

𝑝(𝜽) = 𝑝(⋅)(𝜽MAP∣𝒚1:𝑘),

取滤波算法输出为 𝒙̂𝑘(𝜽MAP), 𝑘 = 𝑘 + 1.

Step 7: 判断 𝑘 < 𝑀是否成立, 若成立, 则转至

Step 2,否则算法结束.

根据上述步骤,整理算法流程如图 1所示.
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图 1 InCKF算法流程

3 仿仿仿真真真分分分析析析

为了验证本文提出的 InCKF算法的有效性和可

行性,选用在非线性滤波领域中的典型测试模型—–

单变量非静态增长模型 (UNGM)[13-15]进行仿真实验.

仿真中,对模型参数精确已知时采用的CKF算法、模

型参数未知时采用EKF算法框架下的参数扩维方法

和 InCKF算法下的滤波结果进行比较. 对模型未知参



1664 控 制 与 决 策 第 30 卷

数的辨识分定常和时变两种情况进行仿真分析.

情况 1 模型未知参数定常情况下仿真.

仿真中采用的UNGM动态过程为

𝑥𝑘 =

𝑎𝑥𝑘−1 + 𝑏
𝑥𝑘−1

1 + 𝑥2
𝑘−1

+ 𝑐 cos(1.2(𝑘 − 1)) + 𝑤𝑘−1, (41)

𝑦𝑘 = 𝑑𝑥2
𝑘 + 𝑣𝑘. (42)

其中: 𝑤𝑘−1和 𝑣𝑘为零均值高斯白噪声,其方差分别为

0.1和 1; 未知参数 𝜽 = [𝑎 𝑏 𝑐 𝑑]T, 其真实值 𝜽∗ =

[𝑎∗ 𝑏∗ 𝑐∗ 𝑑∗] = [0.5 25 8 0.05]T,先验概率密度 𝑝(𝜽)

满足均值为 [0.4 24 9 0.07]T, 方差为 diag(0.1, 10, 1,

0.001)的高斯分布.定义模型参数估计误差为

Δ𝜃 =√
(𝑎∗ − 𝑎̂)

2
+ (𝑏∗ − 𝑏̂)

2
+ (𝑐∗ − 𝑐)

2
+ (𝑑∗ − 𝑑)

2
. (43)

初始状态真值𝑥 = 0.1,滤波器初始值 𝑥̂ = 0.1,协方差

阵初始值𝑷0 = 𝑰1×1, InCKF算法参数𝑁𝜃 = 5.

图 2∼图 5分别为参数 𝜃定常情况下, 状态真实

值和滤波估计结果比较、状态估计误差、状态估计

误差范数、模型参数估计误差. 由图 2和图 3可见,在

𝑡 = 30和 𝑡 = 82附近,系统非线性特性较为严重, 4种

滤波算法对状态的估计均出现较大误差. 对比估计结

果可知,扩维EKF算法性能较差,在整个滤波周期中
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图 2 参数𝜽定常情况下的状态真实值和滤波估计结果比较
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图 5 参数𝜽定常情况下的模型参数估计误差及局部放大

均出现较大的估计误差, 尤其在 𝑡 = 90∼ 100的区间

内,性能最差,因此,扩维EKF算法不适合解决强非线
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性模型中存在参数未知情况下的状态估计问题.

由图 2、图 3和图 5可见,在状态估计前段,即 𝑡=

30之前,由于 InCKF算法对模型参数的估计还未处于

稳定, 基于SI2的 InCKF(SI2-InCKF)和基于UT变换

的 InCKF(UT-InCKF)的状态估计误差较大.当 InCKF

对模型参数的估计稳定后, 二者状态估计误差相应

地收敛到较小的范围内.其中, UT-InCKF状态估计误

差大于SI2-InCKF算法, 且由图 4可知, UT-InCKF的

状态估计误差范数曲线波动较大,即稳定性差于SI2-

InCKF算法. 由理论分析可知, UT变换可以达到三阶

矩的逼近精度,对非线性函数的逼近精度应高于 SI2.

在 InCKF算法中, 状态估计由CKF算法实现, UT变

换和 SI2仅使MAP从采样假设值中完成对模型参数

的选取,因此可能出现 SI2-InCKF算法的状态估计结

果优于UT-InCKF的情况.此外,图 3(b)显示, SI2的状

态估计精度与模型参数已知情况下CKF算法的状态

估计精度十分接近,表明 SI2-InCKF算法能够有效估

计模型的未知参数.

情况 2 模型未知参数时变情况下仿真.

设定时变未知参数 𝜽(𝑡)的真值为

𝜽(𝑡) =

⎧⎨⎩ [0.5 25 8 0.05]T, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 50;

[0.6 30 9.6 0.06]T, 50 < 𝑡 ⩽ 100.
(44)
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图 6 参数𝜽时变情况下的状态真实值和滤波估计结果比较

由式 (44)可知, 当时间 𝑡 > 50时, 未知参数真值

变为原来的 1.2倍, 仿真中其他参数的设定同参数定

常情况.

图 6∼图 9分别为参数 𝜃时变情况下, 状态真实

值和滤波估计结果比较、状态估计误差、状态估计误

差范数、模型参数估计误差. 由图 6、图 7和图 9可见,

当 𝑡>50,即模型未知参数真值变为初始设定值的 1.2

倍以后,扩维EKF算法、SI2-InCKF算法和UT-InCKF

等算法均出现了不同程度的估计误差.其中, 扩维

EKF算法的估计偏差最大,性能表现最差. 当 𝑡 = 70

以后, SI2-InCKF算法和UT-InCKF算法对系统状态

的估计进入较为平稳的阶段,其中SI2-InCKF算法的

估计精度最高, 由图 8可见其数值稳定性也好于UT-

InCKF算法. 此外, 由图 7可见, SI2-InCKF算法最后

阶段的收敛精度与参数已知情况下CKF算法的状态

估计精度十分接近.由上述分析可知, SI2-InCKF算法

能够处理未知参数时变情况下的状态估计问题.
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图 9 参数𝜽时变情况下的模型参数估计误差及局部放大

综上所述,当非线性系统模型存在定常未知参数

或时变未知参数时,扩维EKF算法无法实现对系统状

态的准确估计,所提出的 InCKF算法能够解决参数未

知情况下的状态估计问题,其估计精度和数值稳定性

均优于扩维EKF算法.其中, SI2-InCKF算法的精度

和数值稳定性高于UT-InCKF, 当状态估计过程稳定

后,其精度接近于参数已知条件下的CKF算法.

4 结结结 论论论

本文将极大后验估计与容积卡尔曼滤波算法相

结合, 提出了一种适用于系统模型参数未知条件下

的 InCKF算法, 并分别基于 SI2和UT变换给出概率

密度估计两种近似方法. 对模型参数样本集进行采

样, 经过极大后验估计完成对模型参数的识别,从而

保证当系统模型参数未知时, InCKF算法对系统的状

态估计仍能保持较高的精度, 满足应用要求.采用非

线性滤波领域的经典测试模型—– UNGM进行验证,

仿真结果表明,所提出的 InCKF算法降低了滤波算法

对模型参数精确已知的要求,且具有较高的估计精度,

有效地解决了模型参数未知情况下的状态估计问题.
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