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摘 要: 研究存在输入饱和受限下的飞行器姿态控制问题, 提出一种有限时间姿态镇定方案. 针对基于修改的

Rodriguez参数模型的飞行器姿态控制系统,基于齐次性理论和饱和控制器设计方法,并充分利用系统的模型结构特

征,设计一类饱和的有限时间姿态控制器,使得姿态可以在有限时间内被镇定到平衡点. 仿真结果验证了所设计姿态

控制器的有效性.
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Abstract: The problem of finite-time attitude stabilization of a rigid spacecraft under input saturation is investigated. For

the attitude control model described by modified rodriguez parameters, based on homogeneous system theory and saturated

controller design method, a saturated finite-time attitude control law is proposed, which sufficiently uses the model structural

features, so that the attitude can be stabilized to the equilibrium in a finite time. Simulation results show the effectiveness of

the proposed method.
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0 引引引 言言言

在控制界,刚体飞行器姿态控制问题一直受到广

泛的重视.对该问题的研究既具有理论意义又具有应

用前景. 一方面,在很多领域 (如卫星监测、飞行器编

队飞行)都涉及到姿态控制问题;另一方面,飞行器是

一类本质非线性系统,如何设计高性能的控制器颇具

挑战性. 通常,姿态控制问题分为姿态镇定问题和姿

态跟踪问题,本文主要考虑姿态镇定问题.

近年来已有不少学者利用各种非线性控制理

论设计了不同的非线性姿态控制律.如文献 [1]基于

最优控制理论设计了一类最优的姿态控制律; 文献

[2]基于无源性设计理论, 通过构造一个角速度的观

测器, 设计了一类无角速度的姿态反馈控制律.在实

际中, 外部扰动总是不可避免的, 如环境因素经常会

产生扰动力矩.如何提高闭环系统抗扰动性能已引起

了很多学者的关注. 最近,多种非线性控制方法都被

用来解决姿态鲁棒控制问题,如滑模控制方法[3]、自

适应控制方法[4-5]、模糊控制方法[6]等.

前述的这些姿态控制算法都只能保证闭环系统

是渐近收敛的, 很明显, 如果能设计控制律使得姿态

在有限时间内收敛到平衡点是十分有意义的,即有限

时间姿态镇定[7]. 此外, 闭环系统在有限时间控制律

作用下不仅在平衡点附近具有更快的收敛速度,同时

还具有更好的抗扰动性能、更高的精度[8-13]. 但是针

对姿态控制系统,如何设计有限时间控制律却并不容

易. 目前,已有不少学者尝试解决此问题,如文献 [14]

基于终端滑模控制技术[15]和加幂积分技术[16], 利用

部分反馈线性化技术设计了一类有限时间姿态控制

律; 文献 [17]利用滑模控制技术和自适应控制方法,

设计了一类有限时间姿态跟踪控制律.但是, 在这两
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篇文献中, 其有限时间控制器都利用了符号函数, 这

在实际应用中会带来抖动等不利影响.文献 [18]通过

构造一个全局的Lyapunov函数, 设计了一类连续的

全局有限时间姿态控制律. 然而, 值得指出的是, 这

3篇文献中有限时间控制器的设计过程中都没有考虑

控制输入饱和问题.而实际控制系统中, 常常要考虑

控制输入受限的问题[19],在这种情况下,若直接应用

非饱和有限时间控制器, 可能会影响到系统的性能,

甚至导致系统的不稳定.

本文主要考虑从控制输入饱和的角度来设计一

类饱和的有限时间控制器,使得刚体飞行器姿态系统

的姿态在任何有界输入的条件下可以被有限时间镇

定到平衡点. 与文献 [14,17-18]中所设计的有限时间

控制器方法不同的是,本文的有限时间控制器设计是

基于齐次性理论, 即使得闭环系统具有负的齐次度.

对于具有强耦合的非线性姿态控制系统,使得闭环系

统具有负的齐次度并不容易, 为此, 本文的控制器设

计充分利用了系统的模型结构特征. 首先,通过合理

构造Lyapunov函数,使得闭环系统是渐近稳定的,从

而使得系统姿态可以在有限时间内被镇定到平衡点

的一个附近邻域内;然后,在此区域内,通过证明系统

的标称系统是有限时间稳定的且是齐次的,同时利用

齐次压制方法可以证明整个系统是局部有限时间稳

定的. 由于本文在设计控制器时,充分考虑了系统的

模型对称性,其控制器具有以下特点: 1)可以保证闭

环系统是有限时间收敛的; 2) 考虑了输入饱和问题,

其控制输入的界可以任意小; 3)结构简单,不依赖于

模型的惯性矩阵参数信息.

1 预预预备备备知知知识识识

1.1 飞飞飞行行行器器器姿姿姿态态态模模模型型型

飞行器的姿态模型主要由运动学和动力学方程

组成. 本文将采用修改的Rodriguez参数 (MRPs)来描

述[20]. 令MPRs姿态为

𝜎 = 𝜂 tan
𝜙

4
∈ 𝑅3, − 2π < 𝜙 < 2π. (1)

其中: 𝜂为欧拉轴, 𝜙为欧拉角.

基于修改的Rodrigues参数MRPs,由文献 [20]可

得飞行器的姿态运动学和动力学方程如下:

�̇� = 𝐺(𝜎)𝜔, 𝐽�̇� = −𝜔×𝐽𝜔 + 𝜏. (2)

其中: 𝜎 ∈ ℛ3为飞行器的姿态, 𝜔 ∈ ℛ3为飞行器的角

速度, 𝐽 ∈ ℛ3×3为飞行器的惯性矩阵, 𝜏 ∈ ℛ3为飞行

器的控制力矩.此外,矩阵

𝐺(𝜎) =
1

2

[(1− 𝜎T𝜎

2

)
𝐼3 + 𝜎× + 𝜎𝜎T

]
,

其中: 𝐼3为 3 × 3的单位矩阵, 符号 (⋅)×表示 3 × 3的

斜对称矩阵,即对于一个向量 𝑣 = [𝑣1, 𝑣2, 𝑣3]
T,有

𝑣× =

⎡⎢⎣ 0 −𝑣3 𝑣2

𝑣3 0 −𝑣1

−𝑣2 𝑣1 0

⎤⎥⎦ .

关于矩阵𝐺(𝜎),有如下性质[1]:

𝜎T𝐺(𝜎)𝜔 =
(1 + 𝜎T𝜎

4

)
𝜎T𝜔,

𝐺(𝜎)𝐺T(𝜎) =
(1 + 𝜎T𝜎

4

)2

𝐼3. (3)

注注注 1 在系统 (2)中并没有考虑任何干扰项.实

际上, 控制输入通道一般都存在干扰项,但在设计连

续有限时间控制器时, 一般都不考虑.当系统存在外

部干扰时, 由于控制器是连续的, 系统的状态在平衡

点附近将会存在稳态误差,此时一般需要作相关的抗

扰动性能分析[21]. 在文献 [8, 22]中,分别对有限时间

控制器作用下的一般性系统和飞行器姿态系统作了

抗扰动性能分析,并从理论上解释了为什么有限时间

控制可以提供更好的抗扰动性能.限于篇幅,本文只

在仿真中增加了干扰项,并分析了在有限时间控制作

用下系统的抗干扰性能.

1.2 相相相关关关定定定义义义和和和引引引理理理

定定定义义义 1 为简便起见,记 sig𝛼(𝑥) = sign(𝑥)∣𝑥∣𝛼,

其中𝛼 ⩾ 0, 𝑥 ∈ ℛ, sign(⋅)为符号函数.

定定定义义义 2 定义一类新的饱和函数

sat𝛼(𝑥) =

{
sign(𝑥), ∣𝑥∣ > 1;

sig𝛼(𝑥), ∣𝑥∣ ⩽ 1.

其中: 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1, 𝑥 ∈ ℛ. 如果𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T

是一个向量,则

sat𝛼(𝑥) = [sat𝛼(𝑥1), sat𝛼(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , sat𝛼(𝑥𝑛)]
T.

定定定义义义 3 (有限时间稳定)[8] 考虑系统

�̇� = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒰 ⊆ ℛ𝑛, 𝑓(0) = 0, (4)

其中: 𝑓 : 𝒰 → ℛ𝑛为开区域𝒰上对𝑥连续的函数,且

开区域𝒰包含原点. 系统的解𝑥 = 0为有限时间稳定

的,当且仅当系统是稳定的且为有限时间收敛的. 有

限时间收敛是指:对于 ∀𝑥0 ∈ 𝒰0 ⊂ ℛ𝑛,存在一个连续

函数𝑇 (𝑥) : 𝒰0∖{0} → (0,+∞),使得系统 (4)的解𝑥(𝑡,

𝑥0)满足: 当 𝑡 ∈ [0, 𝑇 (𝑥0))时, 有𝑥(𝑡, 𝑥0) ∈ 𝑈0∖{0}和
lim

𝑡→𝑇 (𝑥0)
𝑥(𝑡, 𝑥0) = 0; 当 𝑡 > 𝑇 (𝑥0)时, 有𝑥(𝑡, 𝑥0) = 0.

若𝒰 = 𝒰0 = ℛ𝑛,则平衡点全局有限时间稳定.

定定定义义义 4 [23-25] 令 𝑓(𝑥)=(𝑓1(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛(𝑥))T :ℛ𝑛

→ ℛ𝑛为一向量函数. 若对于任意的 𝜀 > 0, 存在 (𝑟1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛) ∈ ℛ𝑛, 𝑟𝑖 > 0,使得 𝑓(𝑥)满足

𝑓𝑖(𝜀
𝑟1𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑟𝑛𝑥𝑛) = 𝜀𝑘+𝑟𝑖𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

则称 𝑓(𝑥)关于 (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)具有齐次度 𝑘, (𝑟1, 𝑟2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)称为扩张,其中 𝑘>−min{𝑟𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.

定定定义义义 5 [23-25] 对于系统 (4), 如果向量函数 𝑓(𝑥)
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是齐次的,则称该系统为齐次系统.

基于齐次性理论给出有限时间稳定性的判据.

引引引理理理 1 [26] 考虑系统

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥), 𝑓(0) = 0, 𝑥 ∈ ℛ𝑚, (5)

如果𝑥 = 0是系统 �̇� = 𝑓(𝑥)的渐近稳定平衡点,并且

对于 ∀𝑥 ∕= 0,有

lim
𝜀→0

𝑓𝑖(𝜀
𝑟1𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑟𝑚𝑥𝑚)

𝜀𝑟𝑖+𝑘
= 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, (6)

则𝑥 = 0是系统 (5)的一个局部有限时间平衡点. 其

中 𝑓(𝑥)是连续的齐次向量空间且针对扩张 (𝑟1, 𝑟2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑚)具有齐次度 𝑘 < 0,函数 𝑓(𝑥)满足 𝑓(0) = 0.

引引引理理理 2 [16] 若𝑥 ∈ ℛ, 𝑦 ∈ ℛ, 𝛾, 𝑐, 𝑑为正实数,则

有如下不等式成立:

∣𝑥∣𝑐∣𝑦∣𝑑 ⩽ 𝑐

𝑐+ 𝑑
𝛾∣𝑥∣𝑐+𝑑 +

𝑑

𝑐+ 𝑑
𝛾−𝑐/𝑑∣𝑦∣𝑐+𝑑.

2 输输输入入入饱饱饱和和和下下下的的的飞飞飞行行行器器器姿姿姿态态态系系系统统统的的的有有有限限限时时时

间间间控控控制制制器器器设设设计计计

本节主要针对具体的飞行器姿态控制系统设计

饱和的有限时间控制器,使得姿态可以在有限时间内

被镇定到平衡点.

根据文献 [27], 飞行器姿态系统方程 (2)可以写

成如下拉格朗日形式:

𝑀(𝜎)�̈� + 𝐶(𝜎, �̇�)�̇� = 𝐺−T(𝜎)𝜏. (7)

其中

𝑀(𝜎) = 𝐺−T(𝜎)𝐽𝐺−1(𝜎),

𝐶(𝜎, �̇�) = −𝐺−T(𝜎)(𝐽𝐺−1(𝜎)�̇�)×𝐺−1(𝜎)−
𝐺−T(𝜎)𝐽𝐺−1(𝜎)× �̇�(𝜎)𝐺−1(𝜎).

引引引理理理 3 矩阵𝑀(𝜎)是对称正定的且矩阵 �̇�(𝜎)

− 2𝐶(𝜎, �̇�)是斜对称的.

下面给出饱和有限时间控制器设计方法.

定定定理理理 1 对于姿态控制系统 (2), 如果控制器 𝜏

设计为

𝜏 = − 𝐺T(𝜎)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2
[𝑘1sig

𝛼1(𝜎) + 𝑘2sat𝛼2(�̇�)],

(8)

则系统 (2)的状态将在有限时间内被镇定到原点, 即

在有限时间内实现𝜎 → 0, 𝜔 → 0. 其中: 𝑘1 > 0, 𝑘2 >

0, 0 < 𝛼1 < 1, 𝛼2 = 2𝛼1/(1 + 𝛼1).

证证证明明明 为便于表述,定义变量𝑥1 = 𝜎, 𝑥2 = �̇�1 =

�̇�,系统 (7)可以写成

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑀−1(𝑥1)𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑥2 +𝑀−1(𝑥1)𝐺
−T(𝑥1)𝜏.

(9)

将控制律 (8)代入系统 (9),可得

�̇�1 =𝑥2,

�̇�2 = −𝑀−1(𝑥1)𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑥2−

𝑀−1(𝑥1)
[𝑘1sig

𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sat𝛼2(𝑥2)]

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
. (10)

下面将证明系统 (10)是有限时间稳定的.

Step 1 全局渐近稳定性. 取如下的Lyapunov函

数:

𝑉 (𝑥1, 𝑥2) =
𝑘1

1 + 𝛼1
arctan

( 3∑
𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)
+

1

2
𝑥T
2 𝑀(𝑥1)𝑥2. (11)

由文献 [28]可知
d∣𝑥1,𝑖∣𝛼1+1

d𝑡
= (𝛼1 + 1)sig𝛼1(𝑥1,𝑖)�̇�1,𝑖,

则沿着系统 (10),函数𝑉 的导数是

�̇� (𝑥1, 𝑥2) =

𝑘1

3∑
𝑖=1

sig𝛼1(𝑥1,𝑖)𝑥2,𝑖

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
+

1

2
𝑥T
2 (�̇�(𝑥1)−

2𝐶(𝑥1, 𝑥2))𝑥2 − 𝑥T
2

[𝑘1sig
𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sat𝛼2(𝑥2)]

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
.

(12)

由引理 3可知𝑥T
2 (�̇�(𝑥1) − 2𝐶(𝑥1, 𝑥2))𝑥2 = 0, 因此

式 (12)变为

�̇� (𝑥1, 𝑥2) = −𝑘2

3∑
𝑖=1

𝑥2,𝑖sat𝛼2(𝑥2,𝑖)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
⩽ 0. (13)

记不变集Ω = {(𝑥1, 𝑥2)∣�̇� ≡ 0}, 由式 (13)可知 �̇� ≡
0意味着𝑥2 ≡ 0,亦即 �̇�2 ≡ 0. 进一步,根据式 (10),并

注意到矩阵𝑀(𝑥1)是正定矩阵,可以得到𝑥1 ≡ 0.

根据LaSalle不变集原理, 可以得出: 当 𝑡 → ∞
时, (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 0,即系统 (10)是渐近稳定的.

Step 2 局部有限时间稳定性. 此步的证明主要

基于引理 1. 由Step 1中的结果可知,闭环系统 (10)为

全局渐近稳定的. 由文献 [21]中的渐近稳定性定义可

知, 该系统的状态将会在有限时间内进入区域Ω1 =

{(𝑥1, 𝑥2) : ∣∣𝑥1∣∣ ⩽ 1, ∣∣𝑥2∣∣ ⩽ 1}. 一旦 (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω1,

即 ∣𝑥1,𝑖∣ ⩽ 1, ∣𝑥2,𝑖∣ ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, 3,则系统 (10)可以重

新写成

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑀−1(0)[𝑘1sig
𝛼1(𝑥1)+𝑘2sig

𝛼2(𝑥2)]+𝑓(𝑥1, 𝑥2),

(14)
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其中

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =

−𝑀−1(𝑥1)𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑥2−

−
[ 𝑀−1(𝑥1)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
−𝑀−1(0)

]
×

[𝑘1sig
𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sig

𝛼2(𝑥2)]. (15)

首先,证明系统 (14)的标称系统,即系统

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑀−1(0)[𝑘1sig
𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sig

𝛼2(𝑥2)] (16)

是渐近稳定和齐次的; 然后证明非线性函数 𝑓(𝑥1,

𝑥2)满足引理 1中的条件.

对于系统 (16),取如下的Lyapunov函数:

𝑊 (𝑥1, 𝑥2) =
𝑘1

1 + 𝛼1

3∑
𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1 + 𝑥T
2 𝑀(0)𝑥2.

(17)

沿着系统 (16),函数𝑉 (𝑥1, 𝑥2)的导数为

�̇� (𝑥1, 𝑥2) =

𝑘1

3∑
𝑖=1

sig𝛼1(𝑥1,𝑖)𝑥2,𝑖−

𝑥T
2 [𝑘1sig

𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sig
𝛼2(𝑥2)] =

− 𝑘2

3∑
𝑖=1

∣𝑥2,𝑖∣1+𝛼2 ⩽ 0. (18)

与 Step 1中的证明类似, 可以证得当 𝑡 → ∞时,

有 (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 0, 因此, 系统 (16)是渐近稳定的.

此外,注意到 0 < 𝛼1 < 1, 𝛼2 = 2𝛼1/(1 + 𝛼1),根据齐

次性定义 4, 可知系统 (16)关于扩张 (𝑟1, 𝑟1, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟2,

𝑟2)的齐次度为 𝑘 = (𝛼1 − 1)/2 < 0,其中 𝑟1 = 1, 𝑟2 =

(1 + 𝛼1)/2.

下面将证明对于任意的 (𝑥1, 𝑥2) ∕= 0,有

lim
𝜀→0

𝑓(𝜀𝑟1𝑥1, 𝜀
𝑟2𝑥2)

𝜀𝑟2+𝑘
= 0.

因为函数

𝑔(𝑥1) =
𝑀−1(𝑥1)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2

是关于𝑥1一阶可导的,根据均值不等式可得

𝑔(𝜀𝑟1𝑥1)− 𝑔(0) =

𝑀−1(𝜀𝑟1𝑥1)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜀𝑟1𝑥1,𝑖∣1+𝛼1

)2
−𝑀−1(0) = 𝒪(𝜀𝑟1𝑥1),

(19)

其中符号𝒪表示等价无穷小. 根据文献 [29], 该符号

具体定义为:如果存在 𝛿 > 0和𝑀 > 0使得当 ∣ℎ∣ < 𝛿

时, 有 ∣𝑓(ℎ)∣ < 𝑀 ∣𝑓(ℎ)∣, 则称函数 𝑓(ℎ)和函数 𝑔(ℎ)

在ℎ → 0情况下是等阶的,并记作 𝑓(ℎ) = 𝒪(𝑔(ℎ)).

对于任意的 (𝑥1, 𝑥2) ∕= 0,有

lim
𝜀→0

𝑓(𝜀𝑟1𝑥1, 𝜀
𝑟2𝑥2)

𝜀𝑟2+𝑘
=

− lim
𝜀→0

𝑀−1(𝜀𝑟1𝑥1)𝐶(𝜀𝑟1𝑥1, 𝜀
𝑟2𝑥2)𝜀

𝑟2𝑥2

𝜀𝑟2+𝑘
−

lim
𝜀→0

(
[𝑔(𝜀𝑟1𝑥1)− 𝑔(0)]×

[𝑘1sig
𝛼1(𝜀𝑟1𝑥1) + 𝑘2sig

𝛼2(𝜀𝑟2𝑥2)]

𝜀𝑟2+𝑘

)
=

−𝑀−1(0)𝐶(0, 0)𝑥2 lim
𝜀→0

𝜀−𝑘 − [𝑘1sig
𝛼1(𝑥1)+

𝑘2sig
𝛼2(𝑥2)] lim

𝜀→0
𝑂(𝜀𝑟1𝑥1)𝜀

𝛼1−𝑟2−𝑘. (20)

注意到 𝑘 = (𝛼1 − 1)/2 < 0, 𝑟1 = 1, 𝑟2 = (1 +

𝛼1)/2,由式 (20)可得

lim
𝜀→0

𝑓(𝜀𝑟1𝑥1, 𝜀
𝑟2𝑥2)

𝜀𝑟2+𝑘
=

0− [𝑘1sig
𝛼1(𝑥1) + 𝑘2sig

𝛼2(𝑥2)] lim
𝜀→0

𝑂(𝜀𝑟1𝑥1) = 0.

(21)

由引理 1可知,系统 (10)是局部有限时间稳定的.

综合 Step 1和 Step 2的结果, 可知系统 (10)是有限时

间稳定的,即在有限时间内𝑥1 → 0, 𝑥2 → 0. 由于𝑥2

= �̇�1 = �̇� = 𝐺(𝜎)𝜔和矩阵𝐺(𝜎)是非奇异的, 𝜎和𝜔

会在有限时间内收敛到 0,从而定理 1得证. 2
下面分析所设计的控制器 (8)的有界性.

定定定理理理 2 对于有限时间姿态控制器 (8), 有下面

的结论:

∣𝜏𝑖∣ ⩽ 9

4
𝑘1 +

√
3𝑘2, 𝑖 = 1, 2, 3. (22)

证证证明明明 控制器 (8)可以分为两部分,即

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2,

𝜏1 = − 𝐺T(𝜎)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2
𝑘1sig

𝛼1(𝜎),

𝜏2 = − 𝐺T(𝜎)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2
𝑘2sat𝛼2(�̇�). (23)

首先分析 𝜏1的有界性. 基于式 (3),通过计算有

𝜏T1 𝜏1 =

𝑘21sig
𝛼1(𝜎)T

𝐺(𝜎)𝐺T(𝜎)[
1 +

( 3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2]2 sig𝛼1(𝜎) =

𝑘21

(1 + 𝜎T𝜎

4

)2( 3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2𝛼1

)
[
1 +

( 3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2]2 ⩽
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𝑘21

(1 + 𝜎T𝜎

4

)2( 3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣𝛼1

)2

[
1 +

3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1

]2 . (24)

进一步计算可得

(1 + 𝜎T𝜎)
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣𝛼1

)
=

∣𝜎1∣𝛼1 + ∣𝜎2∣𝛼1 + ∣𝜎3∣𝛼1 + ∣𝜎1∣2+𝛼1+

∣𝜎1∣2∣𝜎2∣𝛼1 + ∣𝜎1∣2∣𝜎3∣𝛼1 + ∣𝜎2∣2+𝛼1 + ∣𝜎2∣2∣𝜎1∣𝛼1+

∣𝜎2∣2∣𝜎3∣𝛼1 + ∣𝜎3∣2+𝛼1 + ∣𝜎3∣2∣𝜎1∣𝛼1 + ∣𝜎3∣2∣𝜎2∣𝛼1 .

(25)

基于引理 2,有

∣𝜎1∣2∣𝜎2∣𝛼1 + ∣𝜎2∣2∣𝜎1∣𝛼1 ⩽ ∣𝜎1∣2+𝛼1 + ∣𝜎2∣2+𝛼1 . (26)

通过类似的推导,对式 (25)可以估计为

(1 + 𝜎T𝜎)
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣𝛼1

)
=

∣𝜎1∣𝛼1 + ∣𝜎2∣𝛼1 + ∣𝜎3∣𝛼1+

3∣𝜎1∣2+𝛼1 + 3∣𝜎2∣2+𝛼1 + 3∣𝜎3∣2+𝛼1 . (27)

由于

∣𝜎𝑖∣𝛼1 + ∣𝜎𝑖∣2+𝛼1 ⩽ 1 + ∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1 , 𝑖 = 1, 2, 3, (28)

从而

∣𝜎𝑖∣𝛼1 + 3∣𝜎𝑖∣2+𝛼1 ⩽ 3(1 + ∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1), 𝑖 = 1, 2, 3,

这意味着

(1 + 𝜎T𝜎)
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣𝛼1

)
⩽ 9

(
1 +

3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1

)
. (29)

将不等式 (29)代人 (24),可得

𝜏T1 𝜏1 ⩽ 𝑘21

(9
4

)2

, (30)

即

∣𝜏1,𝑖∣ ⩽
√

𝜏T1 𝜏1 ⩽ 9

4
𝑘1, 𝑖 = 1, 2, 3. (31)

下面分析 𝜏2的有界性. 首先

𝜏T2 𝜏2 =

𝑘2sat𝛼2(�̇�)
T 𝐺(𝜎)𝐺T(𝜎)[

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2]2 𝑘2sat𝛼2(�̇�) =

𝑘22

(1 + 𝜎T𝜎

4

)2( 3∑
𝑖=1

sat2𝛼2
(�̇�)

)
[
1 +

( 3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣1+𝛼1

)2]2 ⩽

𝑘22

3
(1 + 𝜎T𝜎

4

)2

[
1 +

3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1

]2 . (32)

因 0 < 𝛼1 < 1,所以

∣𝜎𝑖∣2 ⩽ 1 + ∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1 , 𝑖 = 1, 2, 3, (33)

从而

1 + 𝜎T𝜎

4
⩽ 1 +

3∑
𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2+2𝛼1 . (34)

将不等式 (34)代入 (32),可以得到

𝜏T2 𝜏2 ⩽ 3𝑘22, (35)

即

∣𝜏2,𝑖∣ ⩽
√

𝜏T2 𝜏2 ⩽
√
3𝑘2, 𝑖 = 1, 2, 3. (36)

综合式 (31)和 (36)可得

∣𝜏𝑖∣ ⩽ ∣𝜏1,𝑖∣+ ∣𝜏2,𝑖∣ ⩽ 9

4
𝑘1 +

√
3𝑘2, 𝑖 = 1, 2, 3. (37)

定理 2得证. 2
基于定理 2, 通过合理选取控制增益 𝑘1和 𝑘2使

得控制器 𝜏的界可以任意小.

注注注 2 值得指出的是, 在文献 [14,17-18]中, 有

限时间控制技术已经被采用, 但与之不同的是, 此处

的有限时间控制器设计主要基于齐次性理论[30]. 通

过充分利用飞行器姿态系统的斜对称特性,所设计的

控制器与存在的控制器相比具有更简单的结构. 此

外, 本节中所设计的有限时间控制器还具有以下特

点: 1)文献 [14,17-18]中的有限时间控制器需要精确

知道惯性矩阵 𝐽的信息, 但本文中的控制器 (8)并不

需要; 2)文献 [14,17-18]中并没有考虑输入饱和问题,

而本文在设计有限时间控制的同时考虑了该问题.因

此,本文的有限时间控制器可以满足任何的控制输入

有界的要求,即可以通过小的控制量也能实现有限时

间姿态镇定.

注注注 3 在定理 1中,若令𝛼1 = 𝛼2 = 1,则饱和有

限时间控制器 (8)将变为饱和的渐近稳定控制器,即

𝜏 = − 𝐺T(𝜎)

1 +
( 3∑

𝑖=1

∣𝜎𝑖∣2
)2

[𝑘1sig(𝜎) + 𝑘2sat(�̇�)]. (38)

其中: 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0. 在此控制器作用下,系统 (2)的

状态将会被渐近镇定到平衡点,即𝜎 → 0, 𝜔 → 0,当

𝑡 → ∞.

3 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑系统 (2)的有限时间姿态镇定问题,其惯性

矩阵和初始值为

𝐽 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 0.63 0

0 0 0.85

⎤⎥⎦, 𝜎(0) = [1.5,−2, 3]T,

𝜔(0) = [0.25, 0.2,−0.1]T.

与文献 [14,17-18]不同,此处假设控制输入是有界的.

为比较系统在饱和有限时间控制器 (8)和饱和

渐近稳定控制器 (38)作用下的动态性能 (如收敛速
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度、抗扰动性能), 控制力矩的幅值不超过 0.2N ⋅m.

在此约束条件下, 有限时间控制器 (8)的增益选取为

𝑘1 = 0.7, 𝑘2 = 0.7, 𝛼1 = 1/4,渐近稳定控制器 (38)的

增益选取为 𝑘1 = 0.7, 𝑘2 = 0.7.

当不存在外部干扰时, 闭环系统的响应曲线如

图 1和图 2所示,其收敛时间见表 1. 其中收敛时间为

在此时间后有 ∣𝜎𝑖∣ < 10−3, ∣𝜔𝑖∣ < 10−3 degree/s, 𝑖 =

1, 2, 3;稳态误差为状态𝜎𝑖, 𝜔𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)最终进入的

区域.很明显, 有限时间控制器可以提供一个更快的

收敛速度.
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图 1 无扰动时系统在控制器 (8)作用下的响应曲线
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图 2 无扰动时系统在控制器 (38)作用下的响应曲线

表 1 闭环系统在控制器 (8)和 (38)作用
下的收敛时间和抗扰动性能比较

收敛时间/s 稳态误差

渐近稳定控制器 (38)作用 462.5 2

有限时间控制器 (8)作用 35.3 0.6

改进的百分比/% 92.37 70

下面考虑存在外部干扰的情况,在控制输入通道

加入以下扰动:

𝑑1(𝑡) = 0.03sin𝑡, 𝑑2(𝑡) = 0.035cos(1.5𝑡),

𝑑3(𝑡) = 0.01sin(2𝑡+ 1).

在两种控制器作用下, 闭环系统的响应曲线如

图 3和图 4所示, 稳态误差比较见表 1. 很明显, 有限

时间控制器可以使得闭环系统具有更好的抗干扰性

能.
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图 3 有扰动时系统在控制器 (8)作用下的响应曲线
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图 4 有扰动时系统在控制器 (38)作用下的响应曲线

4 结结结 论论论

本文利用齐次系统理论、饱和控制器设计方法

和姿态系统矩阵的物理特性,设计了一类饱和的非光

滑姿态控制律,使得姿态可以在有限时间内被镇定到

平衡点. 本文主要贡献包括: 1)解决了刚体飞行器姿

态系统在输入饱和受限下的有限时间姿态镇定问题;

2)所设计的控制器不需要姿态系统的任何惯性矩阵

信息.
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