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摘 要: 针对离散时间 Itô型马尔科夫跳变系统Lyapunov方程的求解给出一种迭代算法. 经证明,在误差允许的范

围内,该算法可以在确定的有限次数内收敛到系统的精确解,收敛速度较快,具有良好的数值稳定性,并且该算法为

显式迭代,可避免迭代过程中求解其他矩阵方程对结果精度产生的影响.最后通过一个数值算例对该算法的有效性

进行了验证.
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Abstract: An iterative algorithm is given to find an exact solution to the coupled Lyapunov matrix equations of the discrete-

time Itô stochastic liner systems with Markovian jumps. It has been proved that the algorithm can obtain the solution within

finite steps in absence of round-off errors, and has fast convergence speed and good numerical stability. The algorithm is

explicit iteration, which avoids the influence of the errors generated during the process of solving the other matrix equations.

Finally, a numerical example is given to illurstrate the effectiveness of the proposed algorithm
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0 引引引 言言言

离散时间马尔科夫跳变系统可以被视为系统模

态是由一马尔科夫链表示的切换系统.近些年来, 由

于研究已经深入到一些时变的非线性系统领域, 确

定性系统模型已无法满足研究的需要.早在 1961年,

Krasovskii等[1]就提出了马尔科夫跳变系统模型. 随

后, 人们对马尔科夫跳变系统的一些特性做了深入

的研究,并在此基础上针对一些实际问题,如网络控

制[2],给出了更合理的控制方案.

在对马尔科夫跳变系统的研究中, 稳定性分析

一直是研究的重点.文献 [3-4]指出, 离散时间马尔

科夫跳变系统的均方稳定的充要条件是其相应的

Lyapunov方程存在正定解. 因此,求解Lyapunov方程

便成为众多学者关注的焦点.文献 [5]在假定零初始

条件和子系统稳定的前提下, 提出了一种并行算法

来求解耦合的Lyapunov方程. Wang等[6]对以上算法

进行了分析后指出,文献 [5]中的迭代算法在以上两

个假设不成立时,仍然是收敛的.文献 [7]提出了一种

有限次数迭代算法,可以在有限次数内得到Lyapunov

方程的精确解,但仅仅适用于不含噪声项的马尔科夫

跳变系统.

有关 Itô型马尔科夫跳变系统的研究在最近几年

开始活跃起来.文献 [8]给出了 Itô型系统二次稳定的

Lyapunov方程的条件.然而,目前有关 Itô型跳变系统
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Lyapunov方程的求解算法还很少.文献 [9]提出了一

种迭代算法来求解该类Lyapunov方程, 但由于该迭

代算法为隐迭代,每一步迭代过程中都要派生出一个

新的矩阵方程, 必须通过解该方程才能继续下一步

迭代,并且派生方程的求解精度极大地影响了最终结

果的精度, 这使得该求解算法的使用范围受到极大

的制约.针对文献 [9]的情况, 本文以 Itô型马尔科夫

跳变系统为研究对象, 提出一种有限迭代算法来求

解其Lyapunov方程. 与文献 [9]中算法明显不同的是,

该算法能在确定的有限次数内收敛到方程的精确解,

收敛速度较快.并且该迭代算法为显式迭代,迭代过

程中无需求解其他的矩阵方程,从而降低了算法的复

杂度,避免了求解其他矩阵方程对结果精度的影响.

1 问问问题题题描描描述述述

给定概率空间 (𝛺,ℱ ,𝒫).其中: 𝛺为样本空间,

ℱ为代数事件, 𝒫为定义在ℱ上的测量概率. 考虑如

下用 Itô差分方程表示的具有马尔科夫跳变性质的离

散时间随机系统模型:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝜃𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐶(𝜃𝑘)𝑥(𝑘)𝑤(𝑘). (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑹𝑛为系统的状态序列; 随机参数 {𝜃𝑘,
𝑘 ⩾ 0}是有限齐次马尔科夫链,取值在集合𝑁 = (1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠)中; 𝐴(𝜃𝑘)和𝐶(𝜃𝑘)是相应维数的系统结构

矩阵, 其实际值随参数 𝜃𝑘发生跳变, 当 𝜃𝑘 = 𝑖时,

𝐴(𝜃𝑘) = 𝐴(𝑖), 𝐶(𝜃𝑘) = 𝐶(𝑖), 分别简记为𝐴𝑖、𝐶𝑖;

𝑤(𝑘)是定义在 (𝛺,ℱ ,𝒫)上独立的广义平稳的二阶矩

过程, 且满足𝐸{𝑤(𝑘)} = 0和𝐸{𝑤(𝑖)𝑤(𝑗)} = 𝛿𝑖𝑗 .设

随机变量 {𝑤(𝑘), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ }与马尔科夫链 {𝜃𝑘, 𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }相互独立. 马尔科夫链 𝜃𝑘的转移概率为

𝒫(𝜃𝑘+1 = 𝑗∣𝜃𝑘 = 𝑖) = 𝜋𝑖𝑗 .

其中: 𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0,∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 . 定义其转移概率矩阵为

𝜫 = [𝜋𝑖𝑗 ]𝑖,𝑗∈𝑁 , (2)
𝑠∑

𝑗=1

𝜋𝑖𝑗 = 1,∀𝑖 ∈ 𝑁 .

定定定义义义 1 如果对于任意初始状态𝑥0 ∈ 𝑹𝑛,有以

下条件成立:

lim
𝑘→∞

𝐸{∥ 𝑥(𝑘) ∥2} = 0,

则离散时间 Itô随机系统 (1)是渐近均方稳定的.

对于随机系统 (1)的渐近均方稳定性,有如下结

论成立.

引引引理理理 1 离散时间 Itô随机线性系统 (1)是渐近

均方稳定的,当且仅当存在矩阵𝑉𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝑁使得如

下的Lyapunov矩阵方程成立:

𝐴T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗

)
𝐴𝑖+ 𝐶T

𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗

)
𝐶𝑖− 𝑉𝑖+𝑄𝑖= 0.

(3)

其中: 𝑄𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝑁 .

在随机系统 (1)的相关研究中,求取Lyapunov矩

阵方程 (3)的数值解至关重要.该类问题的一种有限

次迭代算法将在以下主要结果中给出.

2 主主主要要要结结结果果果

2.1 有有有限限限次次次迭迭迭代代代算算算法法法及及及其其其收收收敛敛敛性性性

对于矩阵方程 (3)的求解问题,本文提出如下迭

代算法,并证明该算法能在一确定次数内收敛到方程

的精确解.

算算算法法法 1 有限次迭代算法.

算法步骤如下.

Step 1: 给定初始值𝑉𝑖(0), 𝑖 ∈ 𝑁 ,令 𝑘 = 0,计算

𝐸𝑖(0) = 𝑄𝑖 +𝐴T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗(0)
)
𝐴𝑖+

𝐶T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗(0)
)
𝐶𝑖 − 𝑉𝑖(0), (4)

𝑃𝑖(0) = 𝐸𝑖(0)−
𝑠∑

𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝐸𝑗(0)𝐴
T
𝑗 −

𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝐸𝑗(0)𝐶
T
𝑗 . (5)

Step 2: 如果𝐸𝑖(𝑘) = 0, 则停止计算, 𝑉𝑖(𝑘)即为

矩阵方程 (3)的精确解;如果𝐸𝑖(𝑘) ∕= 0,则 𝑘 = 𝑘 + 1.

Step 3: 计算

𝑉𝑖(𝑘 + 1) = 𝑉𝑖(𝑘) + 𝐿1(𝑘 + 1)𝑃𝑖(𝑘), (6)

𝐸𝑖(𝑘 + 1) = 𝑄𝑖 +𝐴T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗(𝑘 + 1)
)
𝐴𝑖+

𝐶T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑉𝑗(𝑘 + 1)
)
𝐶𝑖−

𝑉𝑖(𝑘 + 1), (7)

𝑃𝑖(𝑘 + 1) = 𝐸𝑖(𝑘 + 1) + 𝐿2(𝑘 + 1)𝑃𝑖(𝑘)+

𝑁(𝑘 + 1). (8)

其中

𝐿1(𝑘 + 1) =

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘)∥2
/ 𝑠∑

𝑛=1

∥𝑃𝑛(𝑘)∥2, (9)

𝐿2(𝑘 + 1) =

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘 + 1)∥2
/ 𝑠∑

𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘)∥2, (10)

𝑁(𝑘 + 1) =

−
𝑠∑

𝑗=1

(𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝐸𝑗(𝑘 + 1)𝐴T
𝑗 + 𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝐸𝑗(𝑘 + 1)𝐶T

𝑗 ).

(11)

Step 4: 转Step 2.

通过以上迭代算法,便能在有限的迭代次数之后
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得到相关方程的精确解. 在证明收敛性之前先给出如

下定理.

定定定理理理 1 若序列 {𝑉𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}, {𝐸𝑖(𝑘),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}和 {𝑃𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}是由算法 1

在一任意初始条件 {𝑉𝑖(0), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}下迭代所
得,且存在整数 𝛾 ⩾ 1,使得对于任意的 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝛾, 𝐸𝑖(𝑘) ∕= 0,则有

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝐸𝑖(𝑘)
T𝐸𝑖(𝑙)] = 0,

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝑃𝑖(𝑘)
T𝑃𝑖(𝑙)] = 0.

其中: 𝑘, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛾, 𝑘 ∕= 𝑙.

定理 1的证明将在迭代算法的构造过程中给出.

现在给出算法 1的收敛性证明.

定定定理理理 2 给定Lyapunov方程(3),对于任意初始

条件,算法 1经有限次迭代后,能得到方程的精确解.

证证证明明明 首先定义如下内积:

tr

𝑠∑
𝑖=1

(𝐴T
𝑖 𝐵𝑖).

其中: (𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑠) ∈ 𝑹𝑛×𝑛×𝑹𝑛×𝑛×⋅ ⋅ ⋅×𝑹𝑛×𝑛,

(𝐵1, 𝐵2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵𝑠) ∈ 𝑹𝑛×𝑛 ×𝑹𝑛×𝑛 × ⋅ ⋅ ⋅ ×𝑹𝑛×𝑛.

当 𝑘 ⩽ 𝑠𝑛2 − 1时, 若𝐸𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠,

则𝑉𝑖(𝑘)即为Lyapunov矩阵方程 (3)的精确解; 若对

于任意 𝑘 ⩽ 𝑠𝑛2 − 1, 𝐸𝑖(𝑘) (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠)不全为 0,

则由定理 1可知, 对于 𝑘, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛2 − 1, 𝑘 ∕= 𝑙,
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸𝑖(𝑘)
T𝐸𝑖(𝑙)] = 0.因此, (𝐸1(𝑘), 𝐸2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐸𝑠(𝑘)) (𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛2 − 1)是 𝑠𝑛2维空间𝑹𝑛×𝑛 ×
𝑹𝑛×𝑛 × ⋅ ⋅ ⋅ ×𝑹𝑛×𝑛的一组正交基.又由定理 1可知,

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝐸𝑖(𝑠𝑛
2)T𝐸𝑖(𝑙)] = 0, 𝑙 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛2 − 1,

所以

(𝐸1(𝑠𝑛
2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑠(𝑠𝑛

2)) = (0𝑛×𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 0𝑛×𝑛).

显然, (𝑉1(𝑠𝑛
2), 𝑉2(𝑠𝑛

2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑠(𝑠𝑛
2))是矩阵方程 (3)

的一组精确解. □

2.2 定定定理理理 1的的的证证证明明明及及及算算算法法法构构构造造造原原原理理理

现在给出定理 1的证明.与此同时, 算法 1的构

造过程将会在定理 1的证明过程中给出.

在定理 1的证明过程中,如下公式将被多次用到:

tr[𝐴T𝐵] = tr[𝐵T𝐴] = tr[𝐵𝐴T].

2.2.1 定定定理理理 1的的的证证证明明明

Step 1 在这一步,将给出如下结论:对于任意的

整数 𝑘 ⩾ 0,有
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝑘)𝐸𝑖(𝑘 + 1)] = 0, (12)

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝑃T
𝑖 (𝑘)𝑃𝑖(𝑘 + 1)] = 0. (13)

在此, 使用数学归纳法进行证明. 首先证明当 𝑘 = 0

时,式 (12)和 (13)成立. 将式 (6)代入 (7)可知, 𝐸𝑖(𝑘 +

1)可以表示为

𝐸𝑖(𝑘 + 1) =

𝐸𝑖(𝑘) + 𝐿1

[
𝐴T

𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗(𝑘)
)
𝐴𝑖+

𝐶T
𝑖

( 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗(𝑘)
)
𝐶𝑖 − 𝑃𝑖(𝑘)

]
. (14)

由式 (14)可得

tr(𝐸T
𝑖 (0)𝐸𝑖(1)) =

∥𝐸𝑖(0)∥2 + 𝐿1tr
[ 𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗(0)𝐴𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐴

T
𝑖 +

𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗(0)𝐶𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐶

T
𝑖

]
− 𝐿1tr𝐸

T
𝑖 (0)𝑃𝑖(0),

所以
𝑠∑

𝑖=1

tr(𝐸T
𝑖 (0)𝐸𝑖(1)) =

𝑠∑
𝑖=1

∥𝐸𝑖(0)∥2+𝐿1tr
[ 𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(0)
( 𝑠∑

𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐴𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐴

T
𝑖+

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐶

T
𝑖 − 𝐸T

𝑖 (0)
)]

.

令

𝑃𝑖(0) =𝐸𝑖(0)−
𝑠∑

𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝐸𝑗(0)𝐴
T
𝑗 −

𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝐸𝑗(0)𝐶
T
𝑗 , (15)

且

𝐿1(𝑘 + 1) =

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘)∥2
/ 𝑠∑

𝑛=1

∥𝑃𝑛(𝑘)∥2, (16)

可得
𝑠∑

𝑖=1

tr(𝐸T
𝑖 (0)𝐸𝑖(1)) =

𝑠∑
𝑖=1

∥𝐸𝑖(0)∥2 −

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(0)∥2

𝑠∑
𝑛=1

∥𝑃𝑛(0)∥2

𝑠∑
𝑖=1

∥𝑃𝑖(0)∥2 = 0.

由此可知,当 𝑘 = 0时式 (12)成立. 且只有当𝑃𝑖(0)与

𝐿1(𝑘 + 1)满足式 (15)和 (16), 即算法 1中式 (5)和 (9)

时, 才有以上结论成立.这便是算法 1中式 (5)和 (9)

的由来. 进一步,由式 (8)可知

𝑃𝑖(1) = 𝐸𝑖(1) + 𝐿2(1)𝑃𝑖(0) +𝑁(1),

因此
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𝑠∑
𝑖=1

tr(𝑃T
𝑖 (0)𝑃𝑖(1)) =

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝑃T
𝑖 (0)(𝐸𝑖(1) + 𝐿2𝑃𝑖(0) +𝑁(1))] =

𝑠∑
𝑖=1

𝐿2∥𝑃𝑖(0)∥2 + tr
( 𝑠∑

𝑖=1

𝑃T
𝑖 (0)𝐸𝑖(1)

)
+

tr
( 𝑠∑

𝑖=1

𝑃T
𝑖 (0)𝑁(1)

)
. (17)

令

𝑁(𝑘 + 1) = −
𝑠∑

𝑗=1

(𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝐸𝑗(𝑘 + 1)𝐴T
𝑗 +

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝐸𝑗(𝑘 + 1)𝐶T
𝑗 ), (18)

则

tr

𝑠∑
𝑖=1

𝑃T
𝑖 (0)𝐸𝑖(1) + tr

𝑠∑
𝑖=1

𝑃T
𝑖 (0)𝑁(1) =

tr

𝑠∑
𝑗=1

𝐸𝑗(1)
[
𝑃T
𝑗 (0)−

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑗𝑖(𝐴
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (0)𝐴𝑗+

𝐶T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (0)𝐶𝑗)

]
=

1

𝐿1

[
tr

𝑠∑
𝑗=1

𝐸𝑗(1)𝐸𝑗(0)− tr

𝑠∑
𝑗=1

∥𝐸𝑗(1)∥2
]
=

− 1

𝐿1
tr

𝑠∑
𝑗=1

∥𝐸𝑗(1)∥2. (19)

由式 (16)可得
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝑃T
𝑖 (0)𝑃𝑖(1)] = 0,

所以,当 𝑘 = 0时式 (13)成立. 同时,只有当𝑁(𝑘 + 1)

满足式 (18), 即算法 1中式 (11)时, 才有以上结论成

立. 这便是算法 1中式 (11)的由来.

假设当 𝑘 = 𝑡−1时,式 (9)和 (10)成立. 下面证明

当 𝑘 = 𝑡时,式 (12)和 (13)成立. 求证过程如下:
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝑡)𝐸𝑖(𝑡+ 1)] =

𝑠∑
𝑖=1

∥𝐸𝑖(𝑡)∥2 + 𝐿1tr

𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(𝑡)
[ 𝑠∑

𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐴𝑖𝐸
T
𝑖 (𝑡)𝐴

T
𝑖 +

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝐸
T
𝑖 (𝑡)𝐶

T
𝑖 − 𝐸T

𝑗 (𝑡)
]
.

由假设和算法 1可知
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝑡)𝐸𝑖(𝑡+ 1)] =

𝑠∑
𝑖=1

∥𝐸𝑖(𝑡)∥2 − 𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

∥𝑃𝑗(𝑡)∥2 = 0.

这表明当 𝑘 = 𝑡 ⩾ 0时,式 (12)成立. 由式 (8)可得
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝑃T
𝑖 (𝑡)𝑃𝑖(𝑡+ 1)] =

𝐿2

𝑠∑
𝑖=1

∥𝑃𝑖(𝑡)∥2 + tr

𝑠∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝑡)
T𝐸𝑖(𝑡+ 1)+

tr

𝑠∑
𝑖=1

𝑃T
𝑖 (𝑡)𝑁(𝑡+ 1). (20)

应用式 (12)和 (14),可得

tr

𝑠∑
𝑖=1

[𝑃𝑖(𝑡)
T𝐸𝑖(𝑡+ 1)] + tr

𝑠∑
𝑖=1

𝑃T
𝑖 (𝑡)𝑁(𝑡+ 1) =

tr

𝑠∑
𝑗=1

𝐸𝑖(𝑡+ 1)
[
𝑃T
𝑗 (𝑡)−

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑗𝑖(𝐴
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (𝑡)𝐴𝑗+

𝐶T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (𝑡)𝐶𝑗)

]
=

1

𝐿1
tr

𝑠∑
𝑗=1

𝐸𝑖(𝑡+ 1)[𝐸𝑗(𝑡)− 𝐸𝑗(𝑡+ 1)]T =

− 1

𝐿1
tr

𝑠∑
𝑗=1

∥𝐸𝑗(𝑡+ 1)∥2. (21)

令

𝐿2(𝑘 + 1) =

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘 + 1)∥2

𝑠∑
𝑛=1

∥𝐸𝑛(𝑘)∥2
, (22)

有
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝑃T
𝑖 (𝑡)𝑃𝑖(𝑡+ 1)] = 0.

综上所述,对于任意 𝑘 = 𝑡 ⩾ 0,有式 (12)和 (13)

成立. 同时,只有当𝐿2(𝑘 + 1)满足式 (22),即算法 1中

式 (10)时,才有以上结论成立. 这便是算法 1中式 (10)

的由来.

Step 2 在这一步,将证明
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸𝑖(𝑘)
T𝐸𝑖(𝑙)] = 0,

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝑃𝑖(𝑘)
T𝑃𝑖(𝑙)] = 0. (23)

式 (23)可等价表示为如下形式:
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸𝑖(𝑘)
T𝐸𝑖(𝑘 + 𝑏)] = 0,

𝑠∑
𝑖=1

tr[𝑃𝑖(𝑘)
T𝑃𝑖(𝑘 + 𝑏)] = 0, (24)

其中 𝑏 = 𝑙− 𝑘 ⩾ 1. 同样,对其应用数学归纳法进行证

明. 𝑏 = 1的情形已在Step 1中证明完毕.

假设当 𝑏 = 𝑚时, 对于任意 𝑘 ⩾ 0, 式 (24)成立.

下面证明当 𝑏 = 𝑚 + 1时,对于任意 𝑘 ⩾ 0,式 (24)成

立.

当 𝑘 = 0时,有
𝑠∑

𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (0)𝐸𝑖(𝑚+ 1)] =
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𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

tr𝑃𝑗(𝑚)
[ 𝑠∑

𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐴𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐴

T
𝑖 +

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝐸
T
𝑖 (0)𝐶

T
𝑖 − 𝐸T

𝑗 (0)
]
.

令

𝑃𝑖(0) =𝐸𝑖(0)−
𝑠∑

𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐴𝑗𝐸𝑗(0)𝐴
T
𝑗 −

𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑗𝑖𝐶𝑗𝐸𝑗(0)𝐶
T
𝑗 , (25)

可得
𝑠∑

𝑖=1

tr(𝐸T
𝑖 (0)𝐸𝑖(𝑚+ 1)) =

𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

tr𝑃𝑗(𝑚)𝑃𝑗(0)
T = 0, (26)

且
𝑠∑

𝑖=1

tr(𝑃T
𝑖 (0)𝑃𝑖(𝑚+ 1)) =

𝑠∑
𝑗=1

tr𝐸𝑗(𝑚+ 1)
[
𝑃T
𝑗 (0)−

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑗𝑖𝐴
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (0)𝐴𝑗−

𝑠∑
𝑖=1

𝜋𝑗𝑖𝐶
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (0)𝐶𝑗

]
=

1

𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

tr𝐸𝑗(𝑚+ 1)[𝐸𝑗(0)𝐸𝑗(1)]
T = 0. (27)

当 𝑘 ⩾ 1时,由假设和算法 1可知
𝑠∑

𝑖=1

tr(𝑃T
𝑖 (𝑘)𝑃𝑖(𝑘 +𝑚+ 1)) =

𝑠∑
𝑗=1

tr𝐸𝑗(𝑘+𝑚+1)
[
𝑃T
𝑗 (𝑘)−

𝑠∑
𝑖=1

(𝜋𝑗𝑖𝐴
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (𝑘)𝐴𝑗+

𝜋𝑗𝑖𝐶
T
𝑗 𝑃

T
𝑖 (𝑘)𝐶𝑗)

]
=

1

𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

tr𝐸𝑗(𝑘 +𝑚+ 1)[𝐸𝑗(𝑘)− 𝐸𝑗(𝑘 + 1)]T =

1

𝐿1

𝑠∑
𝑗=1

tr𝐸𝑗(𝑘 +𝑚+ 1)𝐸T
𝑖 (𝑘), (28)

且

tr

𝑠∑
𝑖=1

(𝐸𝑖(𝑘 +𝑚+ 1)𝐸T
𝑖 (𝑘)) =

𝐿1tr

𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(𝑘 +𝑚)
( 𝑠∑

𝑖=1

(𝜋𝑖𝑗𝐴𝑖𝐸
T
𝑖 (𝑘)𝐴

T
𝑖 +

𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝐸
T
𝑖 (𝑘)𝐶

T
𝑖 )− 𝐸T

𝑗 (𝑘)
)
=

𝐿1tr

𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(𝑘 +𝑚)(𝑃𝑗(𝑘)− 𝐿2𝑃𝑗(𝑘 − 1))T =

− 𝐿1𝐿2tr

𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(𝑘 +𝑚)𝑃T
𝑗 (𝑘 − 1),

所以

tr

𝑠∑
𝑖=1

(𝐸𝑖(𝑘 +𝑚+ 1)𝐸T
𝑖 (𝑘)) =

− 𝐿1𝐿2tr

𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑗(𝑘 +𝑚)𝑃T
𝑗 (𝑘 − 1). (29)

重复式 (28)和 (29),可以得到确定的𝛼和 𝛽使得

tr

𝑠∑
𝑖=1

[𝑃𝑖(𝑘)
T𝑃𝑖(𝑘 +𝑚+ 1)] =

𝛼tr

𝑠∑
𝑖=1

[𝑃𝑖(0)
T𝑃𝑖(𝑚+ 1)],

tr

𝑠∑
𝑖=1

[𝑃𝑖(𝑘)
T𝑃𝑖(𝑘 +𝑚+ 1)] =

𝛽tr

𝑠∑
𝑖=1

[𝐸𝑖(0)
T𝐸𝑖(𝑚+ 1)]. (30)

由式 (26)和 (27)可知,当 𝑏 = 𝑚+ 1时式 (24)成立. 综

上所述,定理 1是成立的. □

2.2.2 算算算法法法 1的的的构构构造造造原原原理理理

由式 (25)可知,只有当𝑃𝑖(0)满足式 (25),即算法

1中式 (5)时, 才有结论 (30)成立.这样𝐸𝑖(0)、𝑃𝑖(0)、

𝐿1(𝑘+1)、𝐿2(𝑘+1)、𝑁(𝑘+1)的构造过程已在 2.2.1的

论证过程中给出,而式 (6)实质上是解的修正式, (7)是

方程误差计算式, (8)利用方程误差计算修正项,从而

得到了算法 1.

3 数数数值值值算算算例例例

本节通过算例来验证本文算法的有效性. 采用文

献 [9]中所用的系统参数. 其中

模态 1:

𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0.285 4 −0.040 9 0.346 4 0.003 2

−0.462 1 0.352 1 0.091 7 −0.022 0

−0.213 5 −0.356 9 0.425 4 −0.479 9

−0.097 5 0.472 6 −0.432 4 0.035 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0.266 3 0.228 3 −0.116 3 0.255 8

−0.124 2 −0.213 0 −0.079 9 −0.028 4

−0.165 5 0.005 5 0.257 7 0.199 5

−0.044 7 −0.031 8 0.172 4 −0.243 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ;

模态 2:

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0.024 0 −0.035 4 0.229 5 −0.004 1

0.103 9 0.290 5 0.124 8 −0.369 3

−0.353 4 0.284 2 −0.400 0 −0.218 1

0.033 7 −0.022 2 −0.295 0 −0.137 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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𝐶2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−0.434 7 0.469 5 0.023 7 0.343 2

−0.124 9 −0.159 7 −0.336 6 0.306 2

−0.126 5 −0.247 3 −0.013 6 0.358 7

−0.016 0 0.084 9 −0.003 9 0.109 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

传输概率矩阵为

𝜫 =

[
0.3 0.7

0.8 0.2

]
.

令𝑄1 = 𝑄2 = 𝐼4, 𝑉1(0) = 𝑉2(0) = 𝐼4, 由算法 1

求解Lyapunov方程 (3), 经 25步迭代, 得到Lyapunov

方程的解为

𝑉1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1.747 2 −0.029 1 −0.401 2 0.262 2

−0.029 1 2.229 1 −0.786 0 0.581 1

−0.401 2 −0.786 0 2.208 7 −0.474 1

0.262 2 0.581 1 −0.474 1 1.789 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

𝑉2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1.632 7 −0.363 2 0.281 4 −0.321 1

−0.363 2 1.840 0 0.023 5 −0.263 5

0.281 4 0.023 5 1.789 8 −0.012 9

−0.321 1 −0.263 5 −0.012 9 1.887 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
将以上解代入相应的Lyapunov方程后,所得残差为

𝐸1 =

10−3×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0.041 2 0.302 4 −0.304 9 0.364 6

0.302 4 −0.653 2 −0.042 4 −0.385 3

−0.304 9 −0.042 4 0.467 6 −0.156 5

0.364 6 −0.385 3 −0.156 5 −0.040 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

𝐸2 =

10−3×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0.140 7 −0.000 8 0.215 8 −0.053 9

−0.000 8 −0.478 1 −0.129 5 0.043 0

0.215 8 −0.129 5 −0.622 7 0.020 4

−0.053 9 0.043 0 0.020 4 0.083 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
通过以上算例可以看出,算法 1可以在确定的有

限步 (即 𝑠𝑛2)内求得相应Lyapunov方程的解,并且具

有较高的精度.

4 结结结 论论论

对于 Itô型马尔科夫跳变系统,本文给出的迭代

算法可以在一确定的次数内较快地收敛到方程的精

确解.该迭代算法为显式迭代,迭代步骤中无需求解

其他的矩阵方程, 从而降低了算法的复杂度,提升了

算法的精度.
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