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摘 要: GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型是灰色GM(1, 1)模型的推广. 在灰色GM(1, 1)模型和等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂

次时间项模型的基础上提出非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型,并对模型进行求解. 讨论了GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时

间项模型的曲线形状、发展系数以及幂指数间的关系,研究了非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型的参数空间. 将

平均相对误差看成幂指数的函数,根据序列形状判断幂指数的范围,并利用粒子群算法求解幂指数. 实际应用验证了

所提出模型的有效性.
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Abstract: The GM(1, 1, 𝑡𝛼) model with time power is a generalization of the grey GM(1, 1) model. Based on the grey

GM(1, 1) model and the equidistance GM(1, 1, 𝑡𝛼) model with time power, the non-equidistance GM(1, 1, 𝑡𝛼) model with

time power is proposed. The relationship of the model’s curve, power’s exponent and development coefficient is discussed,

and the parameter space of non-equidistance GM(1, 1, 𝑡𝛼) model with time power is studied. The average relative error

is seen as a function of power’s exponent. The numeric area of power’s exponent can been got according to the shape of

raw data. The particle swarm optimization(PSO) algorithm is used to solve the power’s exponent. The practical application

illustrates the effectiveness of the proposed model.
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0 引引引 言言言

准确的预测是进行科学决策的前提. 邓聚龙[1]

提出的灰色预测模型主要针对现实世界中存在的灰

色不确定信息系统, 通过构建具有差分、微分、指数

兼容等性质的灰色预测模型来寻找系统的发展趋势.

GM(1, 1)模型是灰色系统的核心模型, 对具有灰指

数率的序列建模具有较高的精度.目前, 灰色预测模

型已经在工业、农业、交通、经济等多个领域得到广

泛应用[2-3]. 随着GM(1, 1)模型应用范围的不断拓展,

对GM(1, 1)模型的理论研究也越来越深入.

对模型特性的研究是改进建模方法的基础,

刘思峰等[4]指出GM(1, 1)模型适用于发展系数 𝑎 ∈

(−2, 2)的范围; Li[5]研究了数乘变换对系数的影响;

王文平等[6]研究了非线性项GM(1, 1)模型的混沌特

性, 合理解释了GM(1, 1)模型的禁区现象.针对非等

间距序列, Dend等[7]提出了非等间隔GM(1,1)模型;

戴文战等[8]基于灰色模型的指数特性和积分定义提

出了一种重构非等间距序列的GM(1, 1)模型背景值

的方法.针对GM(1, 1)模型在优化和拓展的方面, 谢

乃明等[9]从GM(1, 1)模拟齐次指数序列精度出发,分

别提出了无偏GM(1, 1)模型和离散灰色模型; 崔杰

等[10]针对具有近似非齐次指数律特征的序列构建了

新的灰色预测模型; Xiao等[11]针对灰模型的建模机

理提出了一些特殊模型的广义模型形式.
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这些研究成果在很大程度上推进了GM(1, 1)模

型的发展, 但是随着应用领域的不断扩大, 传统

GM(1, 1)模型及其改进模型往往不能满足实际应

用中出现的新问题.许多系统的发展过程表现为匀速

发展,加速变化到最终平衡, 简单地用指数规律来描

述也许不能正确反映系统的本质规律. 目前对广泛

意义下指数特征序列的研究很少, 对非等间隔序列

的研究更少. 钱吴永等[12]对含有时间幂次项的灰色

GM(1, 1, 𝑡𝛼)模型的建模过程及𝛼特殊取值下的适用

范围进行了研究,但是没有给出幂指数与发展系数的

关系以及确定方法.

本文在现有研究的基础上, 针对含时间幂函数

项特征行为的非等间隔序列, 建立非等间隔GM(1,

1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型, 并对模型进行求解; 分析

GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型的曲线形状与发展系

数及幂指数间的关系; 研究非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂

次时间项模型的参数空间,并以平均相对误差最小为

目标函数, 建立非线性优化模型, 利用粒子群算法求

解幂指数. 应用实例表明了所提出模型的有效性.

1 非非非等等等间间间隔隔隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂幂幂次次次时时时间间间项项项模模模型型型

定义 1 设𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始数据序列; 𝑋(1)= (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛))

为一次累加生成序列, 𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖); 𝑍(1) =

(𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛))为𝑋(1) 的紧邻均值生成

序列, 𝑧(1)(𝑘) = 0.5𝑥(1)(𝑘 − 1) + 0.5𝑥(1)(𝑘),则称

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏𝑘𝛼 (1)

为等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型[12]. 特别地,当𝛼

= 0时为灰色等间隔GM(1, 1)模型.

定义 2 设𝑋(0)=(𝑥(0)(𝑡1), 𝑥
(0)(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑡𝑛))

为原始数据序列, Δ𝑡𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 ∕= const, 𝑖 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, Δ𝑡1 = 1; 𝑋(1)=(𝑥(1)(𝑡1), 𝑥
(1)(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑡𝑛))

为一次累加生成序列, 𝑥(1)(𝑡𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

Δ𝑡𝑖𝑥
(0)(𝑡𝑖); 𝑍(1)

= (𝑧(1)(𝑡1), 𝑧
(1)(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑡𝑛))为𝑋(1)的紧邻均值

生成序列, 𝑧(1)(𝑡𝑘) = 0.5𝑥(1)(𝑡𝑘−1) + 0.5𝑥(1)(𝑡𝑘),则

𝑥(0)(𝑡𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑡𝑘) = 𝑏𝑡𝑘
𝛼 (2)

为非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型. 特别地,当𝛼

= 0时为灰色非等间隔GM(1, 1)模型.

定义 3 称

d𝑥(1)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(1) = 𝑏𝑡𝛼 (3)

为GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型的白化方程.

1.1 非非非等等等间间间隔隔隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂幂幂时时时间间间项项项模模模型型型的的的解解解

定理 1 1) GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型白化方程

的通解为

𝑥(1)(𝑡) = 𝑏e−𝑎𝑡
w
e𝑎𝑡𝑡𝛼d𝑡+𝑐, (4)

其中 𝑐为任意常数.

2)非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型的时间相

应式为

𝑥(1)(𝑡𝑘) = 𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑘∑
𝑖=1

e𝑎𝑡𝑖𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐, (5)

其中 𝑐为依赖初值的常数.

证证证明明明 1) GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型的白化方程

可用常数变量法求解, 令𝑄(𝑡) = 𝑏𝑡𝛼, 假设𝑄(𝑡) = 0,

有

d𝑥(1)

d𝑡
= −𝑎𝑥(1). (6)

式 (6)的通解为

𝑥(1) = 𝑐 ⋅ e−𝑎𝑡,

其中 𝑐为任意常数. 由于𝑄(𝑡) = 𝑏𝑡𝛼,令

𝑥(1) = 𝑐(𝑡) ⋅ e−𝑎𝑡, (7)

两边求导得到

d𝑥(1)

d𝑡
=

d𝑐(𝑡)

d𝑡
⋅ e−𝑎𝑡 − 𝑎𝑐(𝑡)e−𝑎𝑡. (8)

将式 (7)和 (8)代入 (3)得到
d𝑐(𝑡)

d𝑡
= e𝑎𝑡 ⋅ 𝑏𝑡𝛼. (9)

对式 (9)积分,并代入 (7)有

𝑥(1)(𝑡) = 𝑏e−𝑎𝑡
w
e𝑎𝑡𝑡𝛼d𝑡+ 𝑐.

结论证得.

2)对式 (4)进行离散化处理得到

𝑥(1)(𝑡) = 𝑏e−𝑎𝑡
∑
𝑡

e𝑎𝑡𝑡𝛼 + 𝑐,

其中 𝑐是依赖初值的常数. 当 𝑡 = 𝑡𝑘时,即可得到非等

间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型的时间响应式为

𝑥(1)(𝑡𝑘) = 𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑘∑
𝑖=1

e𝑎𝑡𝑖𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐.

序列还原值为

𝑥(0)(𝑡1) = 𝑥̂(1)(𝑡1);

𝑥(0)(𝑡𝑘) =
𝑥̂(1)(𝑡𝑘)− 𝑥̂(1)(𝑡𝑘−1)

Δ𝑡𝑘
, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

定理得证. □

推论 1 1)当𝛼 = 0时,非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂

时间项模型的响应序列为

𝑥(1)(𝑡𝑘) =
(
𝑥(1)(𝑡1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑡𝑘 +

𝑏

𝑎
;

2) 当𝛼 = 1时, 非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项

模型的响应序列为

𝑥(1)(𝑡𝑘) =
(
𝑥(1)(𝑡1)− 𝑏

𝑎
+

𝑏

𝑎2

)
e−𝑎𝑡𝑘 +

𝑏

𝑎
𝑡𝑘 − 𝑏

𝑎2
;

3) 当𝛼 = 2时, 非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项

模型的响应序列为
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𝑥(1)(𝑡𝑘) =(
𝑥(1)(𝑡1)− 𝑏

𝑎
+

2𝑏

𝑎2
− 2𝑏

𝑎3

)
e−𝑎𝑡𝑘 +

𝑏

𝑎
𝑡2𝑘 − 2𝑏

𝑎2
𝑡𝑘 +

2𝑏

𝑎3
.

推论 2 1)当𝛼 = 0时,非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂

时间项模型适合近似具有𝑥(𝑡) ≈ 𝑐e−𝑎𝑡规律的序列

建模; 2)当𝛼 = 1时,非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项

模型适合近似具有𝑥(𝑡) ≈ 𝑐e−𝑎𝑡 + 𝑏规律的序列建模;

3) 当𝛼 = 2时, 非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型

适合具有𝑥(𝑡) ≈ 𝑐e−𝑎𝑡 + 𝑏𝑡+ 𝑑规律的序列建模.

1.2 非非非等等等间间间隔隔隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂幂幂时时时间间间项项项模模模型型型解解解的的的分分分析析析

由推论 2可知, 当𝛼取不同值时, 非等间隔

GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型适合不同规律的序列建

模, 有必要对非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型的

性质进行分析.

定理 2 非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂时间项模型时

间响应函数𝑥(1)(𝑡𝑘) = 𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑘∑
𝑖=1

e𝑎𝑡𝑖𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐有下列性

质:

1)当 𝑎 > 0时,若𝛼 < 0, 𝑡 → ∞,则𝑥(1)(𝑡𝑘) → 𝐶,

𝐶为有限定值;

2)当 𝑎 = 0时,若𝛼 < −1, 𝑡 → ∞,则𝑥(1)(𝑡𝑘) →
𝐶,𝐶为有限定值.

证证证明明明 1) 由函数项级数的相关知识, 令 𝑦(𝑛) =

e𝑎𝑛𝑛𝛼. 当 𝑎 > 0时,若𝛼 < 0,则有

𝑦(𝑛) ⩽ e𝑎𝑛,

𝑥(1)(𝑡𝑘) =

𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑘∑
𝑖=1

e𝑎𝑡𝑖𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐 ⩽

𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑡𝑘∑
𝑛=1

e𝑎𝑛𝑛𝛼 + 𝑐 ⩽

𝑏e−𝑎𝑡𝑘

𝑡𝑘∑
𝑛=1

e𝑎𝑛 + 𝑐 =

𝑏e−𝑎𝑡𝑘
e𝑎(1− e𝑎𝑡𝑘)

1− e𝑎
+ 𝑐.

由极限知识 lim
𝑡𝑘→∞

e−𝑎𝑡𝑘
e𝑎(1 − e𝑎𝑡𝑘)

1 − e𝑎
+ 𝑐的存在, 有

lim
𝑡𝑘→∞

𝑥(1)(𝑡𝑘) → 𝐶,且𝐶为有限定值.

2)当 𝑎 = 0时,有𝑥(1)(𝑡𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐,则

𝑥(1)(𝑡𝑘) = 𝑏

𝑘∑
𝑖=1

𝑡𝑖
𝛼 + 𝑐 ⩽ 𝑏

𝑡𝑘∑
𝑛=1

𝑛𝛼 + 𝑐,

其中

𝑡𝑘∑
𝑛=1

𝑛𝛼为 𝑝级数. 已知当 𝑝 > 1时, 𝑝级数收敛,即

当𝛼 < −1时, lim
𝑡𝑘→∞

𝑥(1)(𝑡𝑘) → 𝐶, 且𝐶为有限定值.

定理得证. □

1.3 非非非等等等间间间隔隔隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂幂幂次次次时时时间间间项项项模模模型型型参参参数数数

辨辨辨识识识

定理 3 令

𝐶 =

𝑛∑
𝑖=2

𝑧(1)(𝑡𝑖)𝑡
𝑟
𝑖 ,

𝐸 =

𝑛∑
𝑖=2

(𝑧(1)(𝑡𝑖))
2
,

𝐹 =

𝑛∑
𝑖=2

(𝑡𝑟𝑖 )
2
,

𝐺 =

𝑛∑
𝑖=2

𝑧(1)(𝑡𝑖)𝑥
(0)(𝑡𝑖),

𝐻 =

𝑛∑
𝑖=2

𝑥(0)(𝑡𝑖)𝑡
𝑟
𝑖 ,

则

𝑎 =
𝐶𝐻 − 𝐹𝐺

𝐸𝐹 − 𝐶2
, 𝑏 =

𝐸𝐻 − 𝐶𝐺

𝐸𝐹 − 𝐶2
.

证证证明明明 令

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(1)(𝑡2) 𝑡𝑟2

−𝑧(1)(𝑡3) 𝑡𝑟3
...

...

−𝑧(1)(𝑡𝑛) 𝑡𝑟𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(0)(𝑡2)

𝑥(0)(𝑡3)
...

𝑥(0)(𝑡𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑃 =

[
𝑎

𝑏

]
.

转化为矩阵形式,表示为

𝑌 = 𝐵𝑃.

设 𝑎、𝑏为一组估计值,代入得观察值和估计值的残差

为

𝑒 = 𝑌 −𝐵𝑃,

误差平方和为

𝑠 = 𝑒′𝑒 = (𝑌 −𝐵𝑃 )
′
(𝑌 −𝐵𝑃 ).

根据极值原理, 为使 𝑠最小, 需有
∂𝑠

∂𝑃
= 0. 根据矩阵

求导法则,有
∂𝑠

∂𝑃
=

∂𝑒′𝑒
∂𝑃

=
∂(𝑌 −𝐵𝑃 )

′
(𝑌 −𝐵𝑃 )

∂𝑃
=

∂(𝑌 ′𝑌 − 𝑌 ′𝐵𝑃 − 𝑃 ′𝐵′𝑌 + 𝑃 ′𝐵′𝐵𝑃 )

∂𝑃
=

∂(𝑌 ′𝑌 − 2𝑌 ′𝐵𝑃 + 𝑃 ′𝐵′𝐵𝑃 )

∂𝑃
=

− 2(𝑌 ′𝐵)
′
+ 2𝐵′𝐵𝑃 = 0.

整理上式可得

𝑃 = (𝐵′𝐵)
−1

𝐵′𝑌,

更进一步有
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𝐵′𝐵 =[
−𝑧(1)(𝑡2) ⋅ ⋅ ⋅ −𝑧(1)(𝑡𝑛)

𝑡𝑟2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑟𝑛

]⎡⎢⎢⎣
−𝑧(1)(𝑡2) 𝑡𝑟2

...
...

−𝑧(1)(𝑡𝑛) 𝑡𝑟𝑛

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑛∑

𝑖=2

(𝑧(1)(𝑡𝑖))
2 −

𝑛∑
𝑖=2

𝑧(1)(𝑡𝑖)𝑡
𝑟
𝑖

−
𝑛∑

𝑖=2

𝑧(1)(𝑡𝑖)𝑡
𝑟
𝑖

𝑛∑
𝑖=2

(𝑡𝑟𝑖 )
2

⎤⎥⎥⎥⎦ =

[
𝐸 −𝐶

−𝐶 𝐹

]
,

故

(𝐵′𝐵)
−1

=
1

∣𝐵′𝐵∣

[
𝐹 𝐶

𝐶 𝐸

]
=

1

𝐸𝐹 − 𝐶2

[
𝐹 𝐶

𝐶 𝐸

]
,

𝐵′𝑌 =[
−𝑧(1)(𝑡2) ⋅ ⋅ ⋅ −𝑧(1)(𝑡𝑛)

𝑡𝑟2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑟𝑛

]⎡⎢⎢⎣
𝑥(0)(𝑡2)

...

𝑥(0)(𝑡𝑛)

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
−

𝑛∑
𝑖=2

𝑧(1)(𝑡𝑖)𝑥
(0)(𝑡𝑖)

𝑛∑
𝑖=2

𝑥(0)(𝑡𝑖)𝑡
𝑟
𝑖

⎤⎥⎥⎥⎦ =

[
−𝐺

𝐻

]
.

所以

𝑃 =

[
𝑎

𝑏

]
=

1

𝐸𝐹 − 𝐶2

[
𝐹 𝐶

𝐶 𝐸

][
−𝐺

𝐻

]
=

1

𝐸𝐹 − 𝐶2

[
𝐶𝐻 − 𝐹𝐺

𝐸𝐻 − 𝐶𝐺

]
.

结论成立. □

在参数辨识中的一项重要工作是确定幂指数𝛼,

这里首先通过构造平均相对误差函数

𝑓(𝛼) =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑖=2

∣∣∣ 𝑥̂(0)(𝑡𝑖)− 𝑥(0)(𝑡𝑖)

𝑥(0)(𝑡𝑖)

∣∣∣,
再根据一次累加序列的曲线形状简单判断𝛼的取值

范围,并作为约束条件;然后用粒子群算法[13]求解以

平均相对误差最小为目标函数的非线性优化问题.

2 应应应用用用举举举例例例

地基沉降是一个动态非线性问题, 深入研究地

基沉降的规律对准确预测沉降量是非常有价值的.但

地基沉降是一个受多因素影响、随时空变异的复杂

动态系统,其信息呈现出不完备性.根据极限承载力

的作用特点, 在实际工程中对地基沉降的测量并不

是等时间间隔的, 而是非等间隔地进行测量, 且获得

的实测数据有限.根据工程力学的研究成果,地基沉

降过程是一个从匀速到加速最终稳定的动态演化过

程,且地基沉降过程表现的规律近似部分指数部分线

性. 传统方法的预测效果往往不尽如意,而非等间隔

GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型所描述系统的演化过程

与此比较相符.本文以某采用桩箱基础的高层建筑为

例, 从基础完工监测点布设开始, 到工程完工交付使

用,沉降观测见表 1和图 1.

表 1 某高层建筑物沉降观测数据

观测时点 观测值/mm

1 3. 2
3 7. 8
5 14. 8
7 24. 9
8 28. 3
9 31. 2

0 5 10

t
k

0

20

40

x
/

m
m

图 1 沉降曲线图

从图 1可以看出,原始序列为非等间隔且趋于某

定值的序列. 取𝑋(0) = (3.2, 7.8, 14.8, 24.9, 28.3, 31.2),

根据图 1可以判断 𝑎 > 0、𝛼 < 0. 取−5 < 𝛼 < 0为

约束条件,粒子数𝑃num = 20,循环次数为 100, 𝑤ini =

0.9, 𝑤end = 0.4. 寻找最优的𝛼,同时可得 𝑎, 𝑏的值.以

𝑥0(1)为初始条件进行建模, 为了比较预测效果, 同

时用GM(1, 1)模型和GM(1, 1, 𝑡2)模型对序列进行建

模,结果见表 2.

表 2 结果对比

GM(1, 1)模型

𝑎 = −0.175 3, 𝑏 = 8.342 7

GM(1, 1, 𝑡2)模型

𝑎 = 0.454 6, 𝑏 = 1.203 1

GM(1, 1, 𝑡𝛼)模型

𝑎 = 0.085 5, 𝑏 = 1.729 4, 𝛼 = −1.474 4观测时点 观测值

预测值 相对误差/% 预测值 相对误差/% 预测值 相对误差/%

1 3. 2 3. 200 0 0. 000 0 3. 200 0 0. 000 0 3. 200 0 0. 000 0

3 7. 8 10. 271 4 31. 685 1 5. 827 3 25. 291 3 7. 796 4 0. 046 2

5 14. 8 14. 234 0 3. 824 1 14. 803 0 0. 020 0 14. 681 5 0. 800 7

7 24. 9 21. 194 9 14. 880 1 25. 629 9 2. 931 5 24. 204 0 2. 795 2

8 28. 3 28. 041 7 0. 912 7 25. 924 8 8. 392 8 27. 495 0 2. 844 5

9 31. 2 33. 258 0 6. 596 0 32. 853 4 5. 299 3 31. 987 3 2. 523 4

平均相对误差/% 9. 649 7 6. 989 2 1. 501 7
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从表 2可以看出,对于实际问题中的地基沉降问

题,用非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型建模,利

用粒子群算法寻找最优的幂指数,当𝛼 = −1.474 4时,

建模精度比GM(1, 1)模型和GM(1, 1, 𝑡2)模型的精度

要高很多,这说明采用粒子群算法确定幂指数是可行

的.同时也说明了𝛼 = −1.474 4时的非等间隔GM(1,

1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型更符合序列的变化趋势.

3 结结结 论论论

在工程实际中,近似指数型曲线的建模问题广泛

存在,在以往的研究中常常采用GM(1, 1)模型进行建

模. 本文通过对GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型方程求

解, 分析模型在不同幂指数下的曲线性质, 发现任一

幂指数下的GM(1, 1, 𝑡𝛼)模型都有一定的局限性, 并

不适合对所有的近似指数曲线进行建模, 而是需要

根据数据序列的变化趋势, 建立符合自身特征的模

型. 同时, 本文在等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模

型的基础上, 提出了非等间隔GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间

项模型, 对其参数空间进行研究,建立了以平均相对

误差最小为目标的非线性优化模型, 并用粒子群算

法求解. 总之, GM(1, 1, 𝑡𝛼)幂次时间项模型是对传统

GM(1, 1)模型的推广,而非等间隔幂时间项模型又使

GM(1, 1, 𝑡𝛼)模型得到了进一步的发展, 更多的理论

支撑尚有待深入研究.
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