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摘 要: 针对包含一阶二阶智能体的异构系统,提出一种线性一致性协议.利用图论和矩阵分析方法分析系统获得

一致性的充分条件和一致平衡点,并证明仅网络中的根节点对平衡点起作用. 在此基础上,分析平衡点的取值范围,

通过参数优化可以使系统收敛到该范围内任意给定的期望值.最后,通过仿真分析表明了理论分析的正确性.
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Abstract: A linear consensus protocol for heterogeneous multi-agent systems composed of first-order and second-order

agents is proposed. Based on the graph theory and the matrix theory, the sufficient conditions for achieving consensus

and consensus equilibrium point are obtained respectively. It is proved that only the initial conditions of the root vertices

contribute to the equilibrium point. The convergence interval is deduced. Then, the system can converge to arbitrary expected

value in this interval by setting the parameters. Simulation analysis shows the correctness of the proposed theorems.
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0 引引引 言言言

近年来,群系统的分布式协调控制已成为控制工

程、生物学、物理学等学科广泛关注的一个重要问题.

该理论在队形控制、群集、分布式传感器网络等领域

应用广泛,以上许多协同控制任务都可以统一到多智

能体系统的信息一致性问题这一理论框架内.一致性

的基本思想是,每一个智能体基于邻居信息更新自身

信息,以至于所有个体的最终信息收敛到一个共同的

值.到目前为止,研究人员通过采用图论、矩阵论、频

域分析、李亚普诺夫稳定性等方法对一致性问题进行

了研究,获得了许多一阶、二阶和高阶多智能体系统

的一致性标准[1-8].

以上研究结果主要针对同构系统,网络中所有个

体都具有相同的动力学模型和行为,在工程实际中由

于约束不同, 个体间的动力学模型和行为存在差异.

基于以上考虑,研究者对包含不同模型的异构系统一

致性问题进行了研究. Zheng等[9]研究了无向拓扑情

况下的一阶二阶混合异构多智能体一致性问题,采用

图论和李亚普诺夫稳定性理论分析了系统获得一致

性的条件. Tian等[10]研究了具有未知时延的异构多智

能体的高阶一致性问题,得到了该系统获得高阶一致

性的充分必要条件. Yang等[11]研究了混合阶多智能

体系统时延条件下的一致性问题. Yin等[12]研究了分

数阶异构多智能体系统的一致性问题,分析了系统获

得一致性的充分条件. Li等[13]研究了异构不确定多智

能体系统的分布式鲁棒一致性问题. Kim等[14]研究了

随机通信故障条件下,有领导追随和无领导追随两种

情况中异构多智能体系统的一致性问题. Liu等[15]研

究了离散时间有界通信时延的异构多智能体一致性

问题.
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对于一阶二阶智能体组成的离散时间异构系统,

当前研究都是仅分析出系统获得一致性的条件,没有

给出系统的一致平衡点,但在实际中往往需要智能体

状态收敛到一个期望值.比如,在传感器网络分布式

信息融合中的一致性滤波算法便要求网络中所有节

点去跟踪测量信息的平均值[16],即同构系统中研究较

多的平均一致性. 但是异构系统由于个体间状态存在

差异,难以直接设计控制算法以达到平均一致性. 鉴

于此,本文采用图论和矩阵分析的方法对离散时间异

构多智能体系统的一致性进行研究,分析了系统获得

一致性的充分条件和一致平衡点的表达式,证明了仅

有网络中的根节点对平衡点起作用. 进一步给出了收

敛区间, 对系统参数进行优化, 使系统收敛到该区间

内任意给定的期望值.

1 问问问题题题描描描述述述

1.1 预预预备备备知知知识识识

令 I𝑛为𝑛 × 𝑛的单位矩阵; 1𝑛为所有元素均为 1

的𝑛维列向量; 0𝑛为所有元素均为 0的𝑛维列向量;

非负向量为所有元素都非负的向量;非负矩阵为所有

元素都非负的矩阵;随机矩阵为行和为 1的非负矩阵;

SIA矩阵为满足 lim
𝑘→∞

𝑃 𝑘 = 1𝒚T的一个随机矩阵𝑃 .

设𝐺 = (𝑉,𝐸,𝐴)为一个加权有向图, 𝑉 = {𝑣1,
𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}为节点集, 节点索引在有限集 𝐼 = {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}内. 𝐸 = 𝑉 × 𝑉 为边集,集合中元素表示节点

间的有向通信连接. 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛为加权有向图的邻

接矩阵, 且 𝑎𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 . 如果 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝐸, 则 𝑎𝑖𝑗

> 0;如果 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) /∈ 𝐸,则 𝑎𝑖𝑗 = 0;且对于所有的 𝑖 ∈ 𝐼 ,

𝑎𝑖𝑖 = 0. 图𝐺中的边为有序节点对 (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖),节点 𝑣𝑖和

𝑣𝑗分别为终止节点和起始节点, 表示节点 𝑣𝑖能够接

收到节点 𝑣𝑗的信息. 节点 𝑣𝑖的邻居集表示为𝑁𝑖 =

{𝑣𝑗 ∣(𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝐸}. 两个不同节点 𝑣𝑖和 𝑣𝑗之间的路径

表示为不同边的序列形式. 图拉普拉斯矩阵定义为𝐿

= 𝐷 − 𝐴 = [𝑙𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝐷 = diag
{ 𝑛∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
}
为度矩阵. 有向生成树定义为一个加权有

向图𝐺中有一个节点称为根节点,从根节点出发通过

一条路径可以到达图中其他任一节点.

本文研究的异构多智能体系统包含𝑛个智能体,

前𝑚 (𝑚 < 𝑛)个为二阶模型, (𝑛 −𝑚)个为一阶模型.

每个二阶个体的邻居集为𝑁𝑖 = 𝑁𝑠
𝑖

∪
𝑁𝑠𝑓

𝑖 , 表示二

阶邻居与一阶邻居的并集. 每个一阶个体的邻居集

为𝑁𝑙 = 𝑁𝑓
𝑙

∪
𝑁𝑓𝑠

𝑙 ,表示一阶邻居与二阶邻居的并集.

系统的拉普拉斯矩阵可以表示为

𝐿 =

[
𝐿𝑠 +𝐷𝑠𝑓 −𝐴𝑠𝑓

−𝐴𝑓𝑠 𝐿𝑓 +𝐷𝑓𝑠

]
.

其中: 𝐿𝑠为𝑚个二阶个体间的拉普拉斯矩阵, 𝐷𝑠𝑓 =

diag
{ ∑

𝑗∈𝑁𝑠𝑓
𝑖

𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚
}

; 𝐿𝑓为 (𝑛 −𝑚)个一

阶个体间的拉普拉斯矩阵, 𝐷𝑓𝑠 = diag
{ ∑

𝑗∈𝑁𝑓𝑠
𝑖

𝑎𝑖𝑗 ,

𝑖 = 𝑚+1,𝑚+2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
}

; 𝐴𝑠𝑓为二阶个体与一阶个体

的邻接关系, 𝐴𝑓𝑠为一阶个体与二阶个体的邻接关系.

1.2 离离离散散散时时时间间间异异异构构构多多多智智智能能能体体体系系系统统统

离散时间异构多智能体系统模型描述如下:⎧⎨⎩

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑇𝑣𝑖(𝑘) + 𝑇 2𝑢𝑖(𝑘)/2;

𝑣𝑖(𝑘 + 1) = 𝑣𝑖(𝑘) + 𝑇𝑢𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑥𝑙(𝑘 + 1) = 𝑥𝑙(𝑘) + 𝑇𝑢𝑙(𝑘),

𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

(1)

其中: 𝑥𝑖、𝑣𝑖、𝑢𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)分别为二阶智能体的

位置、速度和控制输入; 𝑥𝑙、𝑢𝑙为一阶智能体的位置和

控制输入; 0 < 𝑇 < 𝑇max为采样时间间隔,下文分析

将给出上界.

对系统 (1)采用如下线性一致性协议:

𝑢𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑘)− 𝑥𝑖(𝑘))− 𝑘1𝑣𝑖(𝑘),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑢𝑙 = 𝑘2

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑙𝑗(𝑥𝑗(𝑘)− 𝑥𝑙(𝑘)),

𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (2)

其中 𝑘1, 𝑘2 > 0为控制参数.

设

x𝑠 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚]T, v𝑠 = [𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑚]T,

x𝑓 = [𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T, y = [𝑥T

𝑠 , 𝑣
T
𝑠 , 𝑥

T
𝑓 ]

T.

系统初始条件可以表示为

y(0) = [xT
𝑠 (0), vT𝑠 (0), xT

𝑓 (0)]
T.

系统 (1)在协议 (2)下,写成矩阵的形式为

y(𝑘 + 1) = Γy(𝑘). (3)

其中

Γ =

⎡⎢⎢⎣ 𝐼𝑚 − 𝑇 2

2
(𝐿𝑠 +𝐷𝑠𝑓 ) 𝑇𝐼𝑚 − 𝑇 2

2
𝑘1𝐼𝑚

−𝑇 (𝐿𝑠 +𝐷𝑠𝑓 ) 𝐼𝑚 − 𝑇𝑘1𝐼𝑚

𝑇𝑘2𝐴𝑓𝑠 0

→

←
𝑇 2

2
𝐴𝑠𝑓

𝑇𝐴𝑠𝑓

𝐼𝑛−𝑚 − 𝑇𝑘2(𝐿𝑓 +𝐷𝑓𝑠)

⎤⎥⎥⎦ .

定义 1 若异构系统 (1)在任意初始条件下满足

如下条件:

lim
𝑘→∞

∥𝑥𝑖(𝑘)− 𝑥𝑗(𝑘)∥ = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
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lim
𝑘→∞

∥𝑣𝑖(𝑘)− 𝑣𝑗(𝑘)∥ = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (4)

则称系统达到了一致性.

注 1 为方便分析, 假设所有个体状态为标量,

采用Kronecker直积工具,根据相应的性质,本文结论

同样适用于状态为向量的情况.

2 一一一致致致性性性分分分析析析

引理 1[2] 当且仅当随机矩阵相关图包含生成树

时,矩阵特征值𝜆 = 1的代数重复度为 1,且对于正对

角元随机矩阵的每一个非 1特征值均有 ∣𝜆∣ < 1.

引理 2[3] 系统通信拓扑图对应的拉普拉斯矩阵

仅有一个 0特征值的充分必要条件是通信拓扑包含

生成树.

引理 3 通信拓扑包含生成树, 且控制参数 𝑘1、

𝑘2和采样时间间隔𝑇 满足如下条件:

0 < 𝑇 <

√
2

3max{𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚} ,
2

3𝑇
+ 𝑇 max{𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚} < 𝑘1 <

4

3𝑇
,

0 < 𝑘2 <
1

𝑇 max{𝑑𝑙, 𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛} ,
其中 𝑑𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为拉普拉斯矩阵的对角元素.

则矩阵Γ仅具有一个 1特征值,且非 1特征值均具有

属性 ∣𝜆∣ < 1.

证证证明明明 对矩阵Γ进行非奇异变换,有

Γ̄ = 𝑄Γ𝑄−1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇𝑘1
2

𝐼𝑚 − 𝑇 2

2
�̄�𝑠

(
1− 𝑇𝑘1

2

)
𝐼𝑚(3𝑇𝑘1

2
− 1

)
𝐼𝑚 − 3𝑇 2

2
�̄�𝑠

(
2− 3𝑇𝑘1

2

)
𝐼𝑚

𝑇𝑘2𝐴𝑓𝑠 0

→

←

𝑇 2

2
𝐴𝑠𝑓

3𝑇 2

2
𝐴𝑠𝑓

𝐼𝑛−𝑚 − 𝑇𝑘2�̄�𝑓

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中

𝑄 =

⎡⎢⎣ 𝐼𝑚 0 0

𝐼𝑚 𝑇𝐼𝑚 0

0 0 𝐼𝑛−𝑚

⎤⎥⎦ ,

𝐼为单位矩阵. 满足引理 3的条件有⎧⎨⎩

1− 𝑇𝑘1
2

> 0,
𝑇𝑘1
2
− 𝑇 2

2
𝑑𝑖 > 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

2− 3𝑇𝑘1
2

> 0,
3𝑇𝑘1
2
− 1− 3𝑇 2

2
𝑑𝑖 > 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

1− 𝑇𝑘2𝑑𝑙 > 0, 𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
可以看出, 若满足引理 3的条件, 则矩阵 Γ̄为非负矩

阵且具有正的对角元,同样容易验证矩阵的行和均为

1, Γ̄为非负随机矩阵. 以矩阵 Γ̄为邻接矩阵包含 (𝑛+

𝑚)个智能体的图表示为 �̄�,则矩阵Λ = 𝐼 − Γ̄为对应

的拉普拉斯矩阵. 对矩阵Λ作初等行列变换,有

Λ→

⎡⎢⎢⎢⎣
2

3
𝐼𝑚 0 0(𝑘1

𝑇
− 2

3𝑇 2

)
𝐼𝑚 𝐿𝑠 +𝐷𝑠𝑓 −𝐴𝑠𝑓

0 −𝐴𝑓𝑠 𝐿𝑓 +𝐷𝑓𝑠

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

则 rank(Λ) = 𝑚 + rank(𝐿). 𝐿为系统的拉普拉斯矩

阵,因为通信拓扑包含生成树,所以 rank(Λ) = 𝑚+ 𝑛

− 1, 矩阵Λ仅有一个 0特征值,根据引理 2可以得出

图 �̄�也包含生成树. 由引理 1可知, 矩阵 Γ̄仅具有一

个 1特征值,且非 1特征值都具有属性 ∣𝜆∣ < 1. 𝑄为非

奇异变换,则矩阵Γ和 Γ̄具有相同的特征值属性. □

定理 1 系统 (1)在协议 (2)下获得一致性的充

分条件是: 1)通信拓扑包含生成树; 2)控制参数和采

样时间满足引理 3的条件.

证证证明明明 满足条件 1)和条件 2), 由引理 3可知矩

阵Γ仅有一个 1特征值,且非 1特征值均满足 ∣𝜆∣ < 1.

矩阵Γ的 Jordan规范型表示为

Γ = 𝑃𝐽𝑃−1 =

[w1,w2, ⋅ ⋅ ⋅ ,w𝑛+𝑚]×
[

1 01×(𝑛+𝑚−1)

0(𝑛+𝑚−1)×1 𝐽 ′

]⎡⎢⎢⎣
eT1
...

eT𝑛+𝑚

⎤⎥⎥⎦ .

其中: w𝑗 ∈ 𝑅𝑛+𝑚 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 + 𝑛)为矩阵Γ的

右特征向量和广义右特征向量; eT𝑗 ∈ 𝑅𝑛+𝑚 (𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 + 𝑛)为矩阵Γ的左特征向量和广义左特征向

量; 𝐽 ′为矩阵Γ非 1特征值对应的 Jordan块.

不失一般性,选择w1 = [1T
𝑚, 0T

𝑚, 1T
𝑛−𝑚]T. 可以验

证, w1为矩阵Γ特征值 1对应的一个特征向量. 根据

矩阵Γ的特征值属性,有

lim
𝑘→𝑘

(𝐽 ′)𝑘 = 0(𝑛+𝑚−1)×(𝑛+𝑚−1).

又因为𝑃−1𝑃 = 𝐼 ,满足

eT1 w1 = 1, lim
𝑘→∞

𝑦(𝑘) = lim
𝑘→∞

Γ 𝑘y(0) = w1eT1 𝑦(0),

从而有

lim
𝑘→∞

⎡⎢⎣ x𝑠(𝑘)

v𝑠(𝑘)
x𝑓 (𝑘)

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 1𝑚eT1 y(0)
0𝑚

1𝑚eT1 y(0)

⎤⎥⎦ ,

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) = eT1 y(0), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

分析结果满足定义 1的要求,系统 (3)获得一致性. □

定理 2 系统 (3)满足定理 1的条件,系统获得一

致性,且一致平衡点为



1482 控 制 与 决 策 第 30 卷

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) = 𝛼cT1 x𝑠(0) + 𝛼
2− 𝑇𝑘1
2𝑘1

cT1 v𝑠(0)+

𝛼
1

𝑘1𝑘2
cT2 x𝑓 (0), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (5)

其中: cT1 ∈ 𝑅𝑚, cT2 ∈ 𝑅𝑛−𝑚, cT = [cT1 , cT2 ] ∈ 𝑅𝑛为系

统拉普拉斯矩阵𝐿的特征值 0相关的一个非负的左

特征向量; 𝛼 = 1/[cT1 1𝑚 + (1/(𝑘1𝑘2))cT2 1𝑛−𝑚].

证证证明明明 根据定理1的分析, 选择w1 = [1T
𝑚, 0T

𝑚,

1T
𝑛−𝑚]T,则有

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) = eT1 y(0), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

系统最终获得的是静态一致性. 位置信息的一致平衡

点为左特征向量 eT1 和初始状态的内积, 且满足eT1 w1

= 1. 系统的一致平衡点取决于矩阵Γ特征值 1对应

的左特征向量, 通信拓扑包含生成树, 矩阵𝐿仅有一

个 0特征值, 对应一个非负的左特征向量 cT = [cT1 ,
cT2 ] ∈ 𝑅𝑛,使得 cT𝐿 = 0,则有

cT1 (𝐿𝑠 +𝐷𝑠𝑓 )− cT2 𝐴𝑓𝑠 = 0,

− cT1 𝐴𝑠𝑓 + cT2 (𝐿𝑓 +𝐷𝑓𝑠) = 0.

可以验证

eT1 =
[
𝛼cT1 , 𝛼

2− 𝑇𝑘1
2𝑘1

cT1 , 𝛼
1

𝑘1𝑘2
cT2

]
为矩阵Γ特征值 1对应的一个左特征向量,由控制参

数和采样时间的取值可知, 𝑇𝑘1 < 2, 则向量 eT1 同样
为非负向量,有

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) = eT1 y(0) =

𝛼
[
cT1 x𝑠(0) +

2− 𝑇𝑘1
2𝑘1

cT1 v𝑠(0) +
1

𝑘1𝑘2
cT2 x𝑓 (0)

]
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

又因为 eT1 w1 = 1, 有𝛼 = 1/[cT1 1𝑚 + (1/(𝑘1𝑘2))cT2 ×
1𝑛−𝑚]. □

引理 4[17] 令𝐴 ∈ 𝑀𝑛是具有相同行和𝜇 > 0的

非负矩阵, 若其对应的有向图包含生成树, 可以为根

节点的顶点构成一个回路,则矩阵对应于特征值𝜇的

左特征向量𝒚 ⩾ 0,仅对于回路中顶点的分量为正,其

余为零.

定理 3 异构系统 (1)在协议 (2)下获得一致性

时仅网络中的根节点对平衡点起作用.

证证证明明明 由定理 2可知,系统的一致平衡点为二阶

个体的速度趋于 0,所有个体的位置信息收敛于

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) =

𝛼
[
cT1 x𝑠(0) +

2− 𝑇𝑘1
2𝑘1

cT1 v𝑠(0) +
1

𝑘1𝑘2
cT2 x𝑓 (0)

]
=

[cT1 cT2 ]

[
𝛼x𝑠(0) + 𝛼 2−𝑇𝑘1

2𝑘1
v𝑠(0)

𝛼 1
𝑘1𝑘2

x𝑓 (0)

]
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
可以看出, 系统平衡点为二阶个体初始值𝛼𝑥𝑖(0) +

𝛼[(2− 𝑇𝑘1)/2𝑘1]𝑣𝑖(0) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)和一阶个体初

始值𝛼(1/𝑘1𝑘2)𝑥𝑙(0) (𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的加权
和,每个个体的权值取决于对应左特征分量的值.

定义矩阵𝐻 = 𝜇𝐼𝑛 − 𝐿, 𝜇 ⩾ max{𝑙𝑖𝑖, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},矩阵𝐻具有引理 4的矩阵𝐴属性. 设 cT ⩾ 0

为矩阵𝐿对应于特征值 0的左特征向量,可以验证 cT

同样为矩阵𝐻对应于特征值𝜇的左特征向量. 系统通

信拓扑包含生成树, 则矩阵𝐻对应的图也包含生成

树. 由引理 4可知, cT仅对于回路中顶点的分量为正,

其余为零.

根据以上分析可知, 异构系统 (1)仅网络中的根

节点对平衡点起作用. □

3 一一一致致致平平平衡衡衡点点点收收收敛敛敛分分分析析析

已得到系统获得一致性的条件和系统的一致平

衡点,当通信拓扑确定即可得出系统的拉普拉斯矩阵,

求解出一个 0特征值对应的非负左特征向量. 采样时

间间隔𝑇 在范围内取值,在系统初始状态确定的情况

下, 式 (5)可以表示为以 𝑘1、𝑘2为自变量的二元函数.

令 cT1 x𝑠(0) = 𝑎, cT1 v𝑠(0) = 𝑏, cT2 x𝑓 (0) = 𝑐, cT1 1𝑚 = 𝐶1,

cT2 1𝑛−𝑚 = 𝐶2均为常值,则函数表示为

𝑓(𝑘1, 𝑘2) =
2𝑎𝑘1𝑘2 + (2𝑘2 − 𝑇𝑘1𝑘2)𝑏+ 2𝑐

2(𝑘1𝑘2𝐶1 + 𝐶2)
. (6)

函数的定义域为{
𝑘1, 𝑘2

∣∣∣2
3
𝑇 + 𝑇 max{𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚} < 𝑘1 <

4

3
𝑇 ,

0 < 𝑘2 <
1

[𝑇 max{𝑑𝑙, 𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}]
}
.

定义域为开区间,求收敛区间需在闭区间内,设

𝐾1min =
2

3
𝑇 + 𝑇 max{𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}+ 𝛿,

𝐾1max =
4

3
𝑇 − 𝛿, 𝐾2min = 𝛿,

𝐾2max =
1

[𝑇 max{𝑑𝑙, 𝑙 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}] − 𝛿,

𝛿为一较小正实数. 因为通信拓扑包含生成树, 且向

量 𝑐T为非负向量, 所以函数在区域 {𝑘1, 𝑘2∣𝐾1min ⩽
𝑘1 ⩽ 𝐾1max,𝐾2min ⩽ 𝑘2 ⩽ 𝐾2max}内连续, 且为有

界闭区域.若初等连续函数在有界闭区间内必存在极

大、极小值,则可以求出收敛区间. 可见,每一个采样

时间间隔𝑇 的取值确定一个一致性平衡点函数,同时

确定一个函数的定义域,可以求出平衡点的取值范围,

通过参数优化便可以使系统一致平衡点为该范围内

任意给定的期望值.在期望值给定的条件下, 设定合

适步长,通过调整参数 𝑘1和 𝑘2,可以使收敛值以一定
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精度向期望值逼近.当二者误差小于一个较小的给定

值时,输出参数 𝑘1和 𝑘2值,最后将其反馈到控制协议

(2)便可使系统收敛到该期望值.基本流程如图 1所示.

!"
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%& , ,'()"*+

,- ,./ , 012

k k    k k

k k   i j x
1 10 2 20

1 2

= =

, =0,ε Δ Δ, q
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Δ< ε

k k i k1 10 1= + Δ

k k j k2 20 2= + Δ

%< , 2k   k1 2
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i i= +1

Y

Y

N

Y

N

图 1 系统参数优化流程

图 1实现了对收敛区间的遍历式搜索. 参数搜索

的初始值从 (𝐾1min,𝐾2min)开始, 参数 𝜀至少应选取

为期望值精度的十分之一, 以保证系统的搜索精度.

搜索步长Δ𝑘1、Δ𝑘2决定了对收敛值的遍历精度, 因

此只要搜索步长选取足够小,便能以较高的精度实现

对收敛区间的遍历,图 1的参数优化流程必然会收敛.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

在理论分析的基础上,通过仿真实验对所得出的

理论结果进行验证.

例 1 考虑由 5个智能体组成的异构智能体系

统,其中 1、2、3为二阶, 4、5为一阶. 通信拓扑包含生

成树,如图 2所示.

2

1 3

4 5

图 2 智能体交互拓扑图

如果 (𝑒𝑗 , 𝑒𝑖) ∈ ℰ , 则 𝑎𝑖𝑗 = 1, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
图的拉普拉斯矩阵可以表示为

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 0 −1 0 −1
−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0

−1 0 0 1 0

0 0 −1 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

根据引理 1, 采样时间间隔𝑇 的取值范围为 0 < 𝑇 <

0.577 4,取𝑇 = 0.3,则参数的取值范围为

2.82 < 𝑘1 < 4.450 < 𝑘2 < 1.67.

令 𝑘1 = 3, 𝑘2 = 1.2,初始状态为

x(0) = [2, 1.6, 1, 1.5, 2.3]T, v(0) = [1, 1.5, 2]T.

对定理 1和定理 2的结论进行验证,可以计算出拉普

拉斯矩阵 0特征值对应的一个非负的左特征向量为

cT = [0.408 2, 0.612 4, 0.612 4, 0.204 1, 0.204 1].

由图 2可见, 网络中每一个节点均为根节点, 左

特征向量对应的每一个分量也为正. 根据式 (4)计算

出系统的一致平衡点的值为

lim
𝑘→∞

𝑥𝑖(𝑘) = 1.776 9, lim
𝑘→∞

𝑣𝑖(𝑘) = 0,

系统仿真结果如图 3所示.
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图 3 智能体的状态信息 (例 1)

由图 3可见,满足定理 2条件的系统可以获得一

致性,且一致平衡点的值与本文得出的结论一致.

例 2 对一致平衡点的优化配置进行仿真验证.

智能体的通信拓扑和初始条件同例 1,取𝑇 = 0.2,则

式 (6)改写为

𝑓(𝑘1, 𝑘2) =
4.307 0𝑘1𝑘2 + 5.103 2𝑘2 + 1.632 8

3.266𝑘1𝑘2 + 0.816 4
.

取 𝛿 = 0.000 2, 3.733 5 ⩽ 𝑘1 ⩽ 6.666 5, 0.000 2 ⩽ 𝑘2 ⩽
2.499 8. 在该取值范围内利用Matlab优化工具可以求

出一致平衡点的收敛区间为 [1.559 7, 1.999 2],初始状

态平均值为 �̄� =

5∑
𝑖=1

𝑥𝑖(0)/5 = 1.72,可见,该值在系统

的收敛区间内.选取 𝜀 = 0.001, Δ𝑘1 = Δ𝑘2 = 0.000 1,

采用图 1的优化流程可以求出系统获得平均一致性

时的参数取值为 𝑘1 = 4.238 5, 𝑘2 = 0.505 2. 仿真结果

如图 4所示.
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图 4 智能体的状态信息 (例 2)

由图 4可见, 在优化出来的参数下, 系统获得了

平均一致性,仿真结果与理论分析一致.

5 结结结 论论论

本文对一阶、二阶智能体组成的异构系统的一

致性进行研究,提出了一种线性一致性协议.基于图

论和矩阵论分析方法得到了系统获得一致性的充分

条件和一致平衡点,证明了仅网络中的根节点对一致

平衡点起作用;进一步,对一致平衡点进行分析,确定

出系统的收敛区间,通过参数优化可以使系统收敛到

该区间内任意给定的期望值;最后通过仿真实例对系

统的一致性条件和一致平衡点值进行验证,并通过参

数优化实现了该类系统的平均一致性. 本文未考虑通

信时延的问题,下一步将开展此类研究.
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