
第4讲 事件的独立性

一、事件的独立性

二、贝努里试验概型



一 、事件的独立性

例1 已知袋中有5只红球, 3只白球.从袋中有放回

地取球两次,每次取1球。设A，B分别表示第 1，2次取
得白球. 求 ( ) , ( ), ( | ), ( | ).P A P B P B A P B A

解

3( | ) ,
8

P B A =

3( | ) ,
8

P B A =
3( ) ( ) ,
8

P A P B= =

( | ) ( ) ( | )P B A P B P B A= =

事件B发
生的概率
不受事件
A与否发
生的影响

( ) ( ) ( | ) ( ) ( )P AB P A P B A P A P B= =



一 、事件的独立性

定义1   设A，B是随机试验E的两个随机事件，如果
事件B发生的概率不受事件A与否发生的影响，则称事件
A与B独立.
定义2   设A，B是随机试验E的两个随机事件，如果

则称事件A与B独立.
( ) ( ) ( ),P AB P A P B=

1.  两个事件的独立性

( | ) ( ) ( | )P B A P B P B A= =

说明：1. 定义2比定义1更优越 ，通常使用定义2判

断两个随机事件的独立性; 2. 独立是相互的.



一 、事件的独立性

1.  两个事件的独立性

定理1   设A，B是随机试验E的两个随机事件，如果
事件A与B独立，则 均独立.  A B A B A B与 ， 与 ， 与

证 A与B独立 A B与 独立.

( ) [ ( )]P A B P A S B= −

( ) ( )P A P B=( )[1 ( )]P A P B= −

( ) ( ) ( )P A P B P A= −( ) ( )[1 ( )]P A P B P A= − −

( ) [ ( ) ( ) ( )]P A P B P A P B= − −( ) [ ( ) ( )]P A P B P AB= − −

( ) ( )P A P B AB= − −( ) [( ) ]P A P S A B= − −

( ) ( )P A P AB= −( )P A AB= −



解 设A={甲炮击中敌机}，B={乙炮击中敌机}，那
么，{敌机被击中}=      。A B∪

例2 两门高射炮彼此独立的射击一门敌机，设甲炮

击中敌机的概率为0.9,乙炮击中敌机的概率为0.8，求敌

机被击中的概率．

A与B相互独立
( ) ( ) ( ) ( )= + −∪P A B P A P B P AB

于是

( ) ( ) ( ) ( )= + −P A P B P A P B
98.08.09.08.09.0 =×−+=

( ) 1 ( )= −∪ ∪P A B P A B 1 ( )= − P A B

1 0.1 0.2 0.98= − × =



一 、事件的独立性

1.  两个事件的独立性

2.  三个事件的独立性

定义3  如果随机事件A, B, C 满足
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P AB P A P B
P AC P A P C
P BC P B P C

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

则称A、B、C三个事件两两独立。

)()()()( CPBPAPABCP =
定义4  如果随机事件A, B, C 两两度里且满足

则称A、B、C三个事件相互独立。

A, B, C相互独立

A, B, C两两独立



例3 设 ，其中 ei 是等可能发生

的。令 .  显然
1 2 3 4{ , , , }S e e e e=

1 2 1 3 1 4{ , }, { , }, { , }A e e B e e C e e= = =

2/1)()()( === CPBPAP

4/1)()()( === CAPBCPABP
( ) ( ) ( ) 1/ 8P A P B P C =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P B P C P C P A= =

但
0)( =ABCP )()()(8/1 CPBPAP=≠

这说明：由 A, B, C两两独立不能推出A, B, C相互
独立。



( ) ( ) ( ) 1/2,P A P B P C= = = ( ) ( ) 1/ 4,P AB P BC= =
( ) ( ) ( ) 1/ 8.P A P B P C =

例4 设 ,其中 ei 是等

可能发生的。令

.  
显然

1 2 3 4 5 6 7 8{ , , , , , , , }S e e e e e e e e=

1 2 3 4 1 2 5 6 1 6 7 8{ , , , }, { , , , }, { , , , }A e e e e B e e e e C e e e e= = =

( ) 1/8,P AC =
( ) ( ) ( )         
( ) ( ) ( )          
( ) ( ) ( ) ( )

P AB P A P B
P BC P B P C
P ABC P A P B P C

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

( ) ( ) ( )P AC P A P C=

例2、例3说明：由 A, B, C 相互独立中的四个等式中
的任何三个等式推不出第四个等式，这表明三个事件相互
独立定义中的四个等式没有蕴含关系。



例5   甲、乙、丙三部机床独立工作，而由一名工

人照管，某段时间内它们不需要工人照管的概率分别为

0.9，0.8及0.85. 求在这段时间内有机床需要工人照管

的概率、机床因无人照管而停工的概率以及恰有一部机

床需要工人照管的概率？

解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =



解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =



则有机床需要工人照管的概率

解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =

( )P A B C∪ ∪ ( )P ABC= 1 ( )P ABC= −

1 ( ) ( ) ( )P A P B P C= −
1 0.9 0.8 0.85 0.388= − × × =



解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =

因无人照管而停工的概率

( )P A B B C C A+ +

)(2)()()( CBAPACPCBPBAP −++=
[( )( )] [( )( )( )]P AB AC P AB BC AC− +

( ) ( ) ( ) [( )( )] [( )( )]P AB P BC P AC P AB BC P BC AC= + + − −



解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =

因无人照管而停工的概率

( )P A B B C C A+ +
)(2)()()( CBAPACPCBPBAP −++=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )P A P B P B P C P C P A P A P B P C= + + −

0.1 0.2 0.2 0.15 0.15 0.1 2 0.1 0.2 0.15 0.059= × + × + × − × × × =



解 设事件 A、B、C  分别表示在这段时间内机床
甲、乙、丙不需要工人照管. 有机床需要工人照管也就

是至少有一部机床需要工人照管，另外我们应注意到三

部机床由一名工人照管，即因无人照管而停工等价于在

该段时间内至少有两部机床同时需要工人照管. 

又已知条件A、B、C相互独立，且
( ) 0.9, ( ) 0.8, ( ) 0.85P A P B P C= = =

恰有一部机床需要工人照管的概率

( )P ABC ABC ABC+ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P C P A P B P C= + +

( ) ( ) ( )P ABC P ABC P ABC= + +

0.9 0.85 0.2 0.9 0.15 0.8 0.1 0.85 0.8 0.329= × × + × × + × × =



一 、事件的独立性

1.  两个事件的独立性

2.  三个事件的独立性

3.  n个事件的独立性
定义5   如果 n 个事件 A1, A2, …, An满足

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A=" "

( ) ( ) ( ), 1i j i jP A A P A P A i j n= ≤ < ≤
( ) ( ) ( ) ( ), 1i j k i j kP A A A P A P A P A i j k n= ≤ < < ≤

则称 n 个事件 A1, A2, …, An相互独立。

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

常由实际问题的意义判断事件的独立性



例6 设一个系统由5个元件组成（如示图）. 元件

A，E正常工作的概率为p，元件B，C，D正常工作的概
率为q，且每个元件都各自独立工作，求(1) 系统能正

常工作的概率；(2) 已知系统正在正常工作，求此

时元件B，C，D中仅有一个正常工作的概率. 
解题思路 这是一个系统可

靠性问题，一般情况，复杂

系统可以看成是由并联系统

和串联系统组成. 为此先把

系统正常工作用并联系统和

串联系统正常工作来表示. 



解 设A, B, C, D，E分
别为相应5个元件各自正常

工作,F为系统正常工作，
则 )( DCBAEF ++=
再由A，B，C，D，E的相互独立性可得：
(1) 系统能正常工作的概率

)]([)( DCBAEPFP ++= )()()( DCBPEPAP ++=

)()()( DCBPEPAP ++=

)]()()(1)[()( DPCPBPEPAP −=

])1(1[ 32 pq −−=

( ) ( )[1 ( )]P A P E P B C D= − ∪ ∪



解 (2) G表示“元件B，
C，D中仅有一个正常工
作”，则

DCBDCBDCBG ++=

故所求概率为

)(
])[()|(

FP
FDCBDCBDCBPFGP ++

=

)(
][

FP
DFCBFDCBFDCBP ++

=

3

2

32

22

)1(1
)1(3

])1(1[
)1(3

p
pp

pq
ppq

−−
−

=
−−
−⋅⋅×

=

互不相容



二 、贝努里试验概型

定义6    设E为一贝努里试验，将E在相同的条件下
重复进行n次,每次试验中事件发生的可能性保持不变且
为p。把这n次独立重复试验看成一次试验，这个试验称
为n重贝努里试验。

贝努里试验由下面四个约定

•每次试验中的结果只有两个；
•事件在每次试验中发生的可能性相等；
•每次试验的结果与其他次试验无关
•试验进行n次.



例7 袋中有3个白球,2个红球,有放回地取球 4 次,每
次一只,求其中恰有2个白球的概率.

解 古典概型

设 B 表示4个球中恰有2个白球
45SV =

2 2 2
4 3 2BV C=

4

222
4

5
23)( CBP = .3456.0

5
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4 =⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛=C



另解 每取一个球看作是做了一次试验

.5/3)( =AP记取得白球为事件 A ，显然

有放回地取4个球看作做了 4 重Bernoulli试验, 记第 i 
次取得白球为事件 Ai。

感兴趣的问题为:4次试验中A发生2次的概率。

4321 AAAA 4321 AAAA4321 AAAA

4321 AAAA 4321 AAAA 4321 AAAA

.3456.0
5
2

5
3)(

22
2
4 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=CBP



二 、贝努里试验概型

定义6    设E为一贝努里试验，将E在相同的条件下
重复进行n次,每次试验中事件发生的可能性保持不变且
为p。把这n次独立重复试验看成一次试验，这个试验称
为n重贝努里试验。
定理1  在n重贝努里试验中,如果事件A在每次试验

中发生的概率为p。那么事件A在n重贝努里试验中恰好
发生k此的概率为

nkppCkP knkk
nn ,,2,1,0,)1()( "=−= −



例8 八门炮同时独立地向一目标各射击一发炮弹,若
有不少于2发炮弹命中目标时,目标就被击毁.如果每门炮
命中目标的概率为0.6, 求目标被击毁的概率. 

解 设 i 门炮击中目标为事件Ai, i=2-8，设目标被击
毁为事件B,各炮命中概率p=0.6, 则

8
8 8( ) ( ) (0.6) (0.4)k k k

kP A P k C −= =

因此，目标被击毁的概率
8 8

22

( ) ( ) ( )k k
kk

P B P A P A
==

= =∑∪
1

8
8

0

1 0.6 0.4k k k

k

C −

=

= −∑ 9914.0=

1

8
0

1 ( )
k

P k
=

= −∑
8

8
2

( )
k

P k
=

=∑



某市进行艺术体操赛, 需设立两个裁判组,

甲组3名,乙组1名.  但组委会只召集到3名裁

判, 由于临近比赛, 便决定调一名不懂行的
人参加甲组工作, 其中两裁判独立地以概率

p 作出正确裁定,而第三人以掷硬币决定, 最
后根据多数人的意见决定.乙组由 1 个人组成,
他以概率p做出正确裁定. 问哪一组做出
正确裁定的概率大 ?

第 4 周 问 题



伯努利 (Jacob Bernoulli)
1654-1705

瑞士数学家,伯努利家属祖孙三代出过十多位数学家. 

这在世界数学史上绝无仅有.伯努利幼年遵从父亲意见学

神学,当读了R.笛卡尔的书后,顿受启发,兴趣转向数学.

1694年,首次给出直角坐标和极坐标下的曲率半径公

式,同年关于双纽线性质的论文,使伯努利双纽线应此得名.

1695年提出著名的伯努利方程

此外对对数螺线深有研究, 发现对数螺线经过各种变

换后, 结果还是对数螺线,在惊叹此曲线的奇妙之余,遗言

( ) ( ) 0,1.ndy p x y q x y n
dx

+ = ≠



补充例子 从 1,2, … ,10 十个数字中有放回地任

取5个数字, 求取出的5个数字按由小到大排列,中间的那

个数等于 4 的概率.

解 设取出的5个数按由小到大排列为

54321 xxxxx ≤≤≤≤
令 表示所求的事件)4( 3 =x

)3()4()4( 333 ≤−≤== xxx

:)4( 3≤x 1,1,2,3,3;  1,1,2,3,4;  1,1,4,4,5;  1,1,4,5,8;

""



所取5个数字中至少有3个数字不大于4.

令 Ak表示所取5个数字中恰有k个不大于4
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类似可求得
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