
7-2 路与回路  (path & circuit)
在现实世界界中,常常要考虑这样的一个

 问题:
如何从一个图G中的给定的结点出发,沿着

 一些边连续移动, 达到另一个指定的结点,这
 种依次由点和边组成的序列, 就形成路的概念。



定义7-2.1 路(path)
给定图G=〈V,E〉,设v0，v1，…，vn ∈V, 

e1，e2，…，en ∈E,其中ei 是关联结点vi-1 ,vi 
的边,交替序列v0 e1 v1 e2 …en vn 称为联结v0到  vn 的路。

路:v1 e2 v3 e3 v2 e3 v3 e4 v2 e6 v5 e7 v3



[定义] 路的长度

v0和vn 分别称作路的起点和终点, 边的数目
 n称作路的长度。

[定义] 回路(circuit)
当v0 =vn 时, 这条路称作回路。

[定义] 迹(trace)
若一条路中所有的边e1，e2，…，en 均不

 相同,称作迹。

(边不相同，但结点可以重复) 
迹:v5 e8 v4 e5 v2 e6 v5 e7 v3 e2 v4



[定义] 通路

若一条路中所有的结点v0，v1，…，vn 均  不同,则称作通路。

(1)通路:v4 e8 v5 e6 v2 e1 v1 e2 v3
(2)在简单图中的一条通路必定也是迹

[定义] 圈(cycle)
闭的通路,即除v0 =vn 外,其余的结点均不相

 同的路,就称作圈。

圈:v2 e1 v1 e3 v3 e7 v5 e6 v2



例如在图7-2.1中有



图7-2.1 路的例子

路:v1 e2 v3 v2 e3 v3 e4 v2 e6 v5 e7 v3

迹:v5 e8 v4 e5 v2 e6 v5 e7 v3 e2 v4

通路:v4 e8 v5 e6 v2 e1 v1 e2 v3

圈:v2 e1 v1 e3 v3 e7 v5 e6 v2

在简单图中一条路v0 e1 v1 e2 …en vn ，由它的
 结点序列v0 v1 … vn确定,所以简单图的路,由可由
 其结点序列[v0 v1 … vn ]表示。在有向图中,结点

 数大于1的一条路可由边序列[e1 e2 … en ]表示。



定理7-2.1
在一个具有n个结点的图中，如果从结点vj到结点

 vk存在一条路，则从结点vj到结点vk存在一条不
 多于n-1条边的路。

证明
 

如果从结点vj到结点vk存在一条路，则该路
 上的结点序列是[vj …vi …vk ]，如果在这路上有l 

条边，则序列中必有l+1个结点，若l>n-1，结点
 数>n, 则必有结点vs，它在序列中不止一次出
 现，即必有序列[vj …vs …vs …vk ]，在路中去掉
 从vs到vs的这些边，仍然得到一条从结点vj到结
 点vk的路，但此路比原来的路的边数要少。如此
 重复进行下去，必得到一条从结点vj到结点vk不
 多于n-1条边的路。



推论
 

在具有n个结点的圈中，若从结点vj 
到结点vk 存在一条路，则存在一条从结

 点vj 到结点vk 不多于n条边的路。

定义7-2.2 连通

在无向图G中，结点u和v之间若存在一条
 路，则结点u和v称为是连通的。

结点u和v之间连通，用[u，v]表示。

一个图G中的路、迹、圈可以说是图G的一
 部分，也是图，但并一定是G的子图，但
 称它为图G的广义子图。



定理7-2.2
在一个简单无向连通图中，以下结论成立：

⑴[u，u]为真。

⑵若[u，v]为真，则[v，u]为真。

⑶若[u，v]为真且[v，w]为真，则[u，w]为真。

定理的证明可以由连通性的定义直接推出。

反过来，设结点集V上的连通性定义一个关系
 R={〈u，v〉｜u，v ∈V }，对于〈u，v〉
 ∈R，当且仅当[u，v]为真。显然R是一个等价
 关系，根据等价关系R进行关于V的等价分
 类，则关于V的等价类为关于V的一个划分。



定义7-2.3 连通分支(connected component)
根据图G中的一个结点v定义图G的子图[v]G 
如下：

[v]G =〈V(v)，E(v)〉，

其中V(v)={x｜[v，x]为真}；E(v)包含所有连
 结V(v)中结点的边。[v]G 为V(v)的一个等价
 类，称它为G的一个连通分支。



定理7-2.3
图G的不同的连通分支构成一个关于集合V的划分,即。

①对于任意vV，[v]G≠。

②[a]G≠[b]G且[a]G∩[b] G =。

③
 

。

证明
 

因为v[v]G，所以①成立。

②：假定[a]G∩[b] G≠，则需证明[a]G =[b] G。令
 x[a]G∩[b] G，则结点x与结点a和b都连通，则在a

和b之间存在着一条G的路，则b[a]G，这意味着
 

[b]
G[a]G。

同样的方法证明[a]G [b] G 。即[a]G =[b] G。
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③的正确性是由于：
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图G=〈V，E〉可以分解为若干个连通
 分支Gi =〈Vi ，Ei 〉(i=1，2，…，k)，G的
 连通分支数用W(G)来表示。

在连通分支中两个存在着通路[u，v]的
 结点u和v之间定义它们的距离。用l[u，v] 

表示从结点u到v之间存在某一条路的长
 度，结点u和v之间的距离用d(u，v)来表
 示，并d(u， v)=min l[u，v]。结点u和v之
 间的距离是从u到v的最短迹的长度。



对于距离有如下明显的结果：

①d(u，u)=0，若u≠v，则d(u，v)＞0。
②d(u，v)= d(v，u)。
③d(u，v)+ d(v，w) ≥d(u，w)。
因此在连通分支上的结点的距离是可测的。



[定义]
令G=〈V,E〉为任意图，如果对于任意(u，

 v)
 

E，皆有(v，u) 
 

E，则G称为是对称
 的。

任何一个无向图都是对称的。

对称的有向图，相邻的两个结点，必然存在
 着两条方向相反的连结它们的边。

因此，任何一个对称的有向图，可以用一个
 无向图来表示，相反，任何一个无向图都
 可以将它变换成对称的有向图。



[定义] 连通图(concatenation graph)
若图G=〈V,E〉的任意两个结点皆有路连

 通，则G称为连通图。

有一个平凡的结论：图G=〈V，E〉是连通
 的，当且仅当G只有唯一个连通分支。



[定义]
设无向图G=〈V,E〉为连通的，若对于图

 G中的两个结点x，y的任何通路，皆通
 过结点a ，则称结点a为结点x，y的关节

 点。换言之，

∩{[x，y]} ={a}。
这样在图中连通的两个结点，当删除它们

 的关节点后，它们将不连通。



定义7-2.4 点割集(vertex set)和割点(cut vertex)
设无向图G=〈V,E〉为连通的，若有结点集V1 

 V，使得图G删除了V1所有结点后，所得的子
 图是不连通的，而删除了V1的任意真子集后，
 所得的子图仍然是连通图。则称集合V1为图G 

的点割集。若某一结点就构成点割集，则称该
 结点为割点。

这样，一个连通图，将删除它的一个点割集后，
 将分成两个或多于两个连通分支。



若
 

G 不 是 完 全 图 ， 我 们 定 义
 k(G)=min{ V1是G的点割集}为G的点连通度

 (或连通度connectivity)。连通度k(G)是为
 了产生一个不连通图需要删去的点的最少数
 目。

于是，一个不连通图的连通度等于0，存
 在着割点的连通图的连通度为1。完全图Kp 

中删去任何m个(m＜p-1)点后仍然连通，但
 是删去了p-1个结点后产生一个平凡图，故
 k(Kp )= p-1。



定义7-2.5 边割集(edge cut)、割边(cut edge)
设无向图G=〈V,E〉为连通的，若有边集

 E1   
E，使得图G删除了E1所有边后，所得的

 子图是不连通的，而删除了E1的任意真子集
 后，所得的子图仍然是连通图。则称集合E1为  图G的边割集。若某一边构成边割集，则称该
 边为割边(或桥)。



G的割边也就是G中的一条边e使得W(G-e) 
＞W(G)。与点连通度相似，我们定义非平凡

 图G的边连通度为：λ(G)=min{E1是G的边割
 集}，边连通度λ(G)是为了产生一个不连通
 图需要删去边的最少数目。

对于平凡图λ(G)=0，此外一个不连通图
 也有λ(G)=0。



定理7-2.4 对于任何一个图G=〈V,E〉，有

k(G)≤λ(G)≤δ(G) 
证明 若G不连通，则k(G)=λ(G)=0，故上式成立。

若G连通，

①证明λ(G)≤δ(G)。若G是平凡图，则
 λ(G)=0≤δ(G)，若G是非平凡图，则因每一

 结点的所有关连边构成一个边割集，故
 λ(G)≤δ(G)。

②再证k(G)≤λ(G)
(a) 设 λ(G)=1 ， 即 G 有 一 割 边 ， 显 然 此 时

 k(G)=1，上式成立。



(b) 设λ(G)≥2，则必可删去某λ(G)条边，使G 
不连通，而删除λ(G)-1条边，它仍然连通，而

 且有一条桥e=(u，v)。对λ(G)-1条边中每一条
 边都选取一个不同于u，v的端点，将这些端点
 删去必至少删去λ(G)-1条边。若这样产生的图
 是不连通的，则k(G)≤λ(G)-1≤λ(G)，若这
 样产生的图是连通的，则e=(u，v)仍然是桥，
 此时再删去u，v，就必产生一个不连通图，故
 k(G)≤λ(G)。

由此得k(G)≤λ(G)≤δ(G)。



定理7-2.5
一个连通无向图G=〈V,E〉的某一点v是图G的割

 点，当且仅当它是某对结点u，w的关节点。

证明
 

必要性：若结点v是G的割点，则删去它
 后，必然有两个以上的连通分支。u和w分别
 在不同的连通分支上取，显然v是结点u，w的
 关节点。

充分性：若是结点u，w的关节点，则u到w的每
 一条路都通过v，删除v后u到w已不连通，故v 

是图G的割点。



定理7-2.6
设无向图G=〈V,E〉，将其中的边分成互不相交

 的类E1，E2，…，Ek，使得，同属于一类的任
 意两条边是相关的，则E1，E2，…，Ek为等价
 类。

证明
 

我们只要证明相关关系是自反的、对称的
 和传递的就行了。

⑴根据相关性定义，图中的每一边都与自己相
 关，因此，相关关系是自反的。

⑵相关关系的对称性也是显然的。相关的两条边
 相同或都属于同一个回路。



⑶设e1和e2相关，e2和e3相关，如果相关的一
 对边中，有一对是相同的两个点，则传递
 性显然。若e1和e2相关，e2和e3相关分别存
 在着经过它们的回路P1 ，P2 。而边e2 是  P1，P2的公共边，去掉这条边仍然是一条
 回路，且经过e1和e3。因此e1和e3是相关的。



无向图的连通性不能直接推广到有向图。在有向
 图G=〈V,E〉中，从结点u到v有一条路，称为从u 

可达v。可达性是有向图的二元关系，它是自反的和
 传递的，但一般来说它不是对称的。关于有向图的
 结点的距离与无向图类似定义，它有：

①d(u，u)=0，若u≠v，则d(u，v)＞0。
②d(u，v)+ d(v，w)≥d(u，w)。
从u不可达v ，则通常写成d(u，v)=
但是若从u可达v而且从v可达u时，以下的等式

 d(u，v)= d(v，u)不一定成立。

今后我们将

称作图G的直径。

D d u v
u v V




max
,

,



定义7-2.6 强连通、单侧连通、弱连通

简单有向图G=〈V,E〉中，任意一对结点
 间，至少有一个结点到另一个结点是可
 达的，则称这个图为单侧连通。如果对
 于图G中的任意两个结点两者之间是互相
 可达的，则称这个图为强连通的。如果
 在图G中略去方向，将它看成是无向图，
 图是连通的，则称该有向图为弱连通的。



从前面的定义可以看出，强连通图必是单侧
 连通的，单侧连通必是弱连通的。它们的
 逆命题都不真。



定理7-2.7 一个有向图是强连通的，当且仅当G 
中有一个回路，它至少包含每个结点一次。

证明
 

充分性：如果图中有一条回路，它至少包
 含每个结点一次，则G中任意两个结点都是相
 互可达的，故G是强连通的。

必要性：若有向图G是强连通的，则任意两个结
 点都是可达的故必可作一回路经过图中的所有
 各点。若不然则必有一回路不包含某一结点
 v，因此，v与回路上的各结点就不是相互可达
 的了，与强连通的条件矛盾。



定义7-2.7  
设在简单有向图中，具有强连通性质的最大

 子图，称为强分图；具有单侧连通性质的
 最大子图，称为单侧分图；具有弱连通性
 质的最大子图，称为弱分图。



定理7-2.8 在有向图G=〈V,E〉中，它的每
 一个结点位于且仅位于一个强分图内。

证明
 

⑴设vV，令S是G中所有与v相互可达
 的结点的集合，当然S也包括v，而S是G中
 的一个强分图，因此G中的每一个结点必位
 于一个强分图中。



⑵设v位于两个不同的强分图S1和S2中，因为
 S1中的每一个结点与v可达，而v与S2中的
 每一个结点也相互可达，S1中的每一个结
 点与S2中的每一个结点通过v都相互可达，
 这与题设S1为强分图矛盾，故G的每一个结
 点只能位于一个强分图中。



通过强分图的概念，我们可以将有向图
 G=〈V,E〉 的 结 点 集 分 成 等 价 类

 Vi (1≤i≤r)，使得结点u和v是相同等价类
 的，当且仅当有一条从u到v的路或从v到u 

的路。设Ei (1≤i≤r)是连接Vi 中的结点的边
 的集合，则Gi =〈Vi ，Ei 〉(1≤i≤r)为G的强
 分图。

设G=〈V,E〉没有圈的非平凡强连通图。
 它的每一个结点都是某路的起点，同时也是

 某另一路的终点，对于每一个结点，至少有
 两条边与之连接。



定义7-2.8
在一个强连通图中，多于两条边连接的结点

 称为集结点，其余的结点称为非集结点。
 只有起点和终点是集结点的路称为分支。



定义7-2.9 没有圈的强连通图G=〈V,E〉，
 如果它只有一个集结点，则G称为族。

族是一个十分简单的结构，不同的分支都由
 一个集结点开始和结束。

定义7-2.10 设图G=〈V,E〉是强连通的，若
 删除任一边后失掉这个强连通性，则G称为
 最小强连通的。



很显然族是最小强连通图。

我们说图的结点子集AV被集结，如果所有
 连接A中结点的边删除，所有A中的点变为
 1个点。这样得到一个关于G的P—图。



作业

P287   (5)
(7)
(8)
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