
第七章 图论
7-1 图的基本概念

定义7-1.1  图(graph)
一个被称为图的结构是一个三元组〈V (G) ，

 E(G)，G〉，其中V (G)是一个非空的结点集
 合，E(G)是边的集合，G为边集E到结点无序偶
 （有序偶）集合上的函数。若把图中的边看作总
 与两个结点关联，集合E(G)的元素e可表示为序
 偶〈vi，vj〉，在不强调边的方向时（即为无向
 边时，〈vi，vj〉又可表示为(vi，vj ) ）。在这样
 的约定下，可将图的定义简化为二元组〈V 

(G)，E(G)〉。



举例说明：

不同形状的图形表示同一图



定义： 无向边和有向边

若边ei 与无序偶(vj ,vk )相关联,则称边为无向边
 

(undirected edge ) 。

若边ei 与有序偶<vj ,vk > 相关联,则称边为有向边
 

(directed edge) 。其中vj 称为ei 的起始结点; 
vk 称为ei 的终止结点。



图7-1.2 无向图、有向图和混合图



[定义] 无向图，有向图和混合图

每一条边都是无向边的图称为无向图,如图7-1.2(a)所
 示，表示为：

 G=<V,E>=<{a,b,c,d,e},{(a,b),(a,d),(b,c),(b,d)}>
每一条边都是有向边的图称为有向图,如图7-1.2 (b) 
所示，表示为：

 G’=<V,E>=<{a,b,c,d},{<b,a>,<b,c>,<d,b>,<d,c>} 
>

如果在图中一些边是有向边,另一些边是无向边,这个
 图称为混合图,如图7-1.2 (c)所示，表示为：

G”=<V,E>=<{a,b,c,d},{(a,d),(a,c),(b,c),<c,c>,<b,a> 
,<d,b>}>



[定义] 邻接点

在一个图中，两个结点由一条有向边或无向
 边关联，则这两个结点称为邻接点。

[定义] 邻接边

在一个图中，关联于同一个结点的两个边称
 为邻接边。

[定义] 孤立点

在一个图中不与任何结点相邻接的结点，称
 为孤立点。

如图7-1.2(a)中的结点e。



[定义] 零图(null graph)
仅由孤立结点组成的图（E=）称为零图

[定义] 平凡图(trivial graph)
仅由一个孤立点构成的图(|V|=1)称为平凡图。

[定义] 自回路或环(loop)
关联于同一结点的一条边称为自回路或环。

如图7-1.2中(c,c)是环。环的方向是没有意
 义的，它既可以作为有向边，也可以作为
 无向边。



[定义]结点的度数(degree of vertex)

在图G＝〈V，E〉中，与结点v(v∈V)关联
 

的边数称为该结点的度数，记作deg(v)。

例如在图7-1.3（b）中，结点A的度数为
 

2，结点B的度数为3，我们约定：每一个
 

环在其对应的结点上的度数增加2。故图
 

7-1.3（b）中结点E的度数为5。



图7-1.3 度数示意图



[定义] 图G的最大度和最小度
 

Δ(G)＝max{deg(v)｜v∈V(G)}，
 

δ(G)＝min{deg(v)｜v∈V(G)}, 
分别称G＝〈V,E〉的最大度和最小度。如

 
图7-1.3（b）中,Δ(G)＝5,δ(G)＝2。



[定理7-1.1] 握手定理

每一个图结点度数的总和等于边数的两倍。
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证明
 

因为每条边关联着两个结点,而每条边
 

分别给这两个结点的度数为1。因此在一个
 

图中，结点度数的总和等于边数的两倍。



[定理7-1.2] 在任意图中,度数为奇数的结点,必定是
 

偶数个。

证明
 

设V1为图G中度数为奇数的结点集,而V2为图G 
中度数为偶数的结点集,则根据定理7-1.1,有

由于
 

为偶数之和，是偶数, 又 2|E| 为偶数,

所以
 

必为偶数，所以|V1 |为偶数。
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[定义] 结点的入度，结点的出度，结点的度数

在有向图中,射入一个结点的边数称为该结点的
 

入度(indegree),由一个结点射出的边数称为
 

该结点的出度(outdegree)。结点的出度和入
 

度之和就是该结点的度数。



[定理7-1.3] 在任意有向图中，所有结点入度之和
 

等于所有结点出度之和，都等于边数。

证明
 

因为每一条有向边必对应一个入度和一个出
 度,若一个结点具有一个入度或出度,则必关联一
 条有向边,所以,有向图中各结点入度之和等于边
 数,个结点出度之和也等于边数。因此任何有向
 图中, 入度之和等于出度之和。
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在上面所讲的图的概念中，一个结点的度数
 可能大于１，但是任何一对结点间常常不
 多于一条边。

[定义] 平行边(parallel edge)
连接于同一对结点间的多条边称为平行边。

[定义] 多重图(multigraph)
含有平行边的任何一个图称为多重图。



图7-1.4 多重图



[定义]简单图(simple graph)

把不含有平行边和环的图称为简单图。

[定义] 完全图(complete graph)

简单图G＝〈V,E〉中若每一对结点间都有
 

边相连,则称该图为完全图。

有n个结点的无向完全图记作Kn 。



定理7-1.4 n个结点的无向完全图 Kn 的边
 

数为n(n-1)/2。
证明: 在

 
Kn 中,任意两个结点都有边相连,n 

个结点中任两个点的组合数为:
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如果Kn 中,对每一条边任意确定一个方向,就
 称该图为n个结点的有向完全图。显然,它
 的边数也为

 1
2
1

 nnE



什么叫做给一个图添加或删除一个结点和边呢？

添加一个结点，即集合V增加一个元素，在图形中画
 

上一个点；

添加一条边即现有的图形中的两个结点加上一条边。

在现有的图中删除一条边是将图形中的一条边删除；

而删除一个结点不仅仅将此结点删去，而且要删去由
 

此结点连接的所有边。



给定任意含有n个结点的图G,总可以把它补成
 

一个具有同样结点的完全图,

方法是把那些没有联上边的结点添加上边。



[定义] 相对于完全图的补图

给定一个图G,由G中所有结点和所有能使G成
 

为完全图的添加边组成的图,称为G的相对于
 

完全图的补图,或简称为G的补图,记作G。



图7-1.6 相对于完全图的补图

如图7-1.6中的(a)和(b)互为补图。



[定义] 子图(subgraph)
设图G=<V,E>，如果有图G’= <V’,E’>，若有

 V’
 

V ，E’ 
 

E，则称图G’是图G的子图。

[定义] 生成子图(spanning subgraph)
如果图G的子图G’包含G的所有结点,则称该图

 G’为G的生成子图。如图7-1.8中G'和G"都是
 G的生成子图。



[定义] 相对于图G的补图

设图G'＝〈V',E'〉是图G＝〈V,E〉的子图,若
 

给定另外一个图G"＝〈V",E"〉使得E"＝E- 
E',且V"中仅包含E"的边所关联的结点。则

 
称G"是子图G'的相对于图G的补图。



图7-1.7 (c )为(b)相对于(a)的补图



如图7-1.7中的图(c)是图(b)相对于图(a)的补
 图。而图(b)不是图(c)相对于图(a)的补图, 

因为图(b)中有结点c。在上面的一些基本概
 念中,一个图由一个图形表示,由于图形的结
 点的位置和连线长度都可任意选择,故一个
 图的图形表示并不是唯一的。下面我们讨
 论图的同构的概念。



[定义] 图的同构(isomorphism of graph)
设图G＝〈V,E〉和图G'＝〈V',E'〉,

如果存在一一对应的映射g:V→V’

且e＝(vi ,vj )(或〈vi ,vj 〉) E,当且仅当

e’＝(g(vi ),g(vj ))(或〈g(vi ),g(vj ) 〉) E’，

则称G和G'同构,记作G≌G'。



图7-1.8 图的同构



从这个定义可以看出,若G与G‘同构,它的充
 要条件是:两个图的结点和边分别存在着
 一一对应,且保持关联关系,例如图7-1.8 

中,(a)与(b)是同构的,(c)与(d)也是同构的。
 从图7-1.8的(c)与(d)可以看出此两图在结

 点间存在着一一对应的映射G:G(a) ＝
 u3 ,G(b) ＝ u1 ,G(c) ＝ u2 , 且 有 :〈a,c〉, 

〈a,b〉,〈b,d〉,〈c,d〉 分 别 与
 〈u3 ,u4〉,〈u3 ,u1〉,〈u1 ,u2〉,〈u4 ,u2〉  一一对应。



表7-1.1

分析本例还可以知道,此两图结点的度数也
 分别对应相等,如表7-1.1所示。

结

 点
a b c d 结

 点
v1 v2 v3 v4

出

 度
2 1 0 1 出

 度
1 0 2 1

入

 度
0 1 2 1 入

 度
1 2 0 1



两图同构的一些必要条件:
1.结点数目相等;
3.边数相等;
3.度数相等的结点数目相等。

需要指出的是这几个条件不是两个图同构的
 充分条件,例如图7-1.9中的(a)和(b)满足上
 述的三个条件,但此两个图并不同构。



图7-1.9 不同构的图



作业

P279  (1)
(4)
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