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摘要　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则算法是解决位场向下延拓不适定性广泛采用的一种有效方法，最优正则参数的选取对下

延精度和计算时间都有影响。为了快速、有效地选取正则参数，提出一种基于位场径向平均功率谱的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则参数选取方法。该方法通过建立由径向平均功率谱确定的截止波数和Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则低通滤波函数的截止

波数的关系来确定正则参数。基于理论重力模型数据及航磁实测数据将新方法同以往普遍采用的犔曲线法、

犆范数法进行了正则向下延拓效果的对比实验。实验结果表明，新方法实现简单、物理意义明确，且选取的正则

参数优于另外两种经典方法。
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１　引言

位场向下延拓是位场数据处理中的一种重要方

法，作为一个典型的不适定线性反问题，它一直是位

场数据处理领域中研究的热点和难点。对该不适定

线性反问题的求解通常有两种策略：一是直接法；二

是迭代法。直接法中最常用的、效果最好的是Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ正则化方法
［１～５］（与维纳滤波在一定意义上

等价［６］）；迭代法的种类很多［６～８］，如泰勒级数迭代

法［８～１０］、积分迭代法［１１～１３］、样条函数法［１４，１５］等等。

根据文献［６］和文献［８］的对比分析，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则方法的向下延拓精度优于绝大部分迭代法，而

两篇文献中提出的改进迭代法的下延精度比 Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ法虽有提高，但提高得并不多。同时应该注

意到，迭代法本身有一些固有的不足［１６］，如迭代法

的半收敛性、迭代次数和迭代停止准则不易确定等。

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化法也有其实施难点，如正则参数的

选取。目前常用的正则参数选取方法有犔曲线

法［５，６，１７］、犆范数法
［３，８，１８］、广义交叉校验 （ＧＣＶ，

ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＣｒｏｓｓＶａｌｉｄａｔｉｏｎ）法
［１９］等。这些方法

的共同点是，首先确定一个正则参数的范围，设置一

个小于或大于１的公比，使正则参数在该范围内递

减或递增，然后计算该范围内所有正则参数的下延

结果，并最终基于一定的准则来确定最优参数，如

犔曲线法的拐点或最大曲率、犆范数曲线和 ＧＣＶ

曲线的最小值等。因此，这些正则参数选取方法要

获得精确的最优正则参数需要较长的计算时间。

本文从位场径向平均功率谱的物理特性出发，

提出一种新的正则参数选择方法，该方法具有物理

意义明确、实现简单等优点。理论模型及实测数据

的对比试验说明，此方法同经典的犔曲线法和犆范

数法相比，在位场向下延拓最优正则参数选择方面

具有优越性。

２　位场正则向下延拓原理及正则参数
选取方法

２．１　位场正则向下延拓原理

若狕＝狕１ 观测平面上的位场狌狕
１
（狓，狔）为已知，

设狕轴向下为正，则由狌狕
１
（狓，狔）求狕＝狕２（狕２＞狕１）平

面上的位场数据狌狕
２
（狓，狔）称为位场的向下延拓。
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向上延拓公式为

狌狕
１
（狓，狔）

　 ＝
犺
２π∫

＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

狌狕
２
（ξ，η）

［（狓－ξ）
２
＋（狔－η）

２
＋犺

２］３／２
ｄξｄη

（１）

式中：犺＝狕２－狕１＞０为延拓高度。对式（１）两边同

时做二维傅里叶变换可得

狌狕
１
（ω狓，ω狔）＝ｅ

－２π犺ωｒ狌狕
２
（ω狓，ω狔） （２）

其中：狌狕
１
（ω狓，ω狔）和狌狕２（ω狓，ω狔）分别是狌狕１（狓，狔）和

狌狕
２
（狓，狔）的傅里叶变换结果；ω狓 和ω狔 分别是狓 和

狔方向的波数；ωｒ＝ ω
２
狓＋ω

２
槡 狔为径向波数；ｅ

－２π犺ωｒ为

向上延拓算子。则相应的向下延拓公式为

狌狕
２
（ω狓，ω狔）＝狌狕１（ω狓，ω狔）ｅ

２π犺ωｒ （３）

由于相应的向下延拓算子为ｅ２π犺ωｒ，向下延拓时

狌狕
１
（ω狓，ω狔）中的高频噪声会被指数级放大而导致结

果不稳定。

对于求解如式（３）的不适定问题，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正

则化是一种广泛应用的方法，它指的是求解一个极

小化的正则化泛函［２０］，即

ｍｉｎ ‖ｅ
－２π犺ωｒ犝狕

２
－犝狕

１
‖
２
＋α‖犝狕

２
‖｛ ｝２ （４）

式中：设犝狕
１
＝狌狕

１
（ω狓，ω狔）；犝狕２＝狌狕２（ω狓，ω狔）；α为

正则参数，用于平衡不稳定性及光滑性。上述极小

化问题的解为

犝α狕
２
＝

ｅ－４π犺ωｒ

ｅ－４π犺ωｒ＋α
ｅ２π犺ωｒ犝狕

１
（５）

其中犝α狕
２
表示正则向下延拓值。由式（５）可见，Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ正则向下延拓算子可分为两部分：Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则低通滤波函数部分 ｅ－４π犺ωｒ

ｅ－４π犺ωｒ＋α
和常规向下延拓

算子部分ｅ２π犺ωｒ。正是由于正则低通滤波函数抑制

了犝狕
１
中的噪声干扰，才使Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则向下延拓

的结果趋于稳定，而该滤波函数的滤波特性完全由

正则参数α确定，因此，选择合适的α对Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则下延至关重要。

２．２　正则参数选择方法

正则参数的选取，依据是否需要预先估计原始

数据的噪声水平而分为先验和后验两类策略［２０］。

Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理
［２１］是典型的先验策略；ＧＣＶ 准

则［１９］、犔曲线准则
［２２］和拟最优准则［２０］是最常用的

后验策略。对于位场向下延拓来说，原始数据的噪

声水平一般难以预先估计，因此通常选择后验策略。

本文主要讨论犔曲线准则和拟最优准则。

犔曲线准则是指以对数尺度来描述（‖ｅ
－２π犺ωｒ×

犝α狕
２
－犝α狕

１
‖
２，‖犝α狕

２
‖
２）。犔曲线中水平部分对应的正

则解范数‖犝
α
狕
２
‖
２对α的选取较敏感，而垂直部分对

应的正则解残差范数‖ｅ
－２π犺ωｒ犝α狕

２
－犝α狕

１
‖
２对α的选取

较敏感。因此正则参数α的选取应在这两个量之间

取得平衡。犔曲线准则的关键是定义犔曲线的拐

点（或称隅角），文献［２２］建议定义犔曲线的拐点为

最大曲率，但要稳定地计算曲率不是一个简单的过

程。因此Ｒｅｇｉｎｓｋａ
［２３］提出并证明了一种极小化准

则（ＬｏｃａｌＭｉｎｉｍｕｍＣｒｉｔｅｒｉｏｎ），即通过求解函数

　ψ（α）＝ ‖ｅ
－２π犺ωｒ犝α狕

２
－犝

α
狕
１
‖
２
‖犝

α
狕
２
‖
２ （６）

的极小值来达到求解犔曲线拐点的目的，文献［６］

就使用了该方法。

拟最优准则又被称为犆范数准则
［３，８，１８］，即最

优正则参数由如下准则确定

αｏｐｔ＝ｍｉｎ ‖α
ｄ犝α狕

２

ｄα
｛ ｝‖ （７）

　　该方法的基本思想是让正则参数α和正则解对

该参数的变化率同时稳定在尽可能小的水平上。由

式（７）不难求得

α
ｄ犝α狕

２

ｄα
＝

－αｅ
－２π犺ωｒ

（ｅ－４π犺ωｒ＋α）
２犝狕１ （８）

３　基于径向平均功率谱的正则参数选
取方法

　　Ｓｐｅｃｔｏｒ等
［２４］提出径向平均功率谱的概念，并

被广泛应用于位场数据处理［２６～２８］。径向谱的定义

如下：设位场异常的功率谱为狌（ω狓，ω狔），其在径向

方向上的取值为狌′（ωｒ，），则

狌′（ωｒ，）＝狌（ωｒｃｏｓ，ωｒｓｉｎ） （９）

其中 为径向与ω狓 轴的夹角，当 取定值时，

狌′（ωｒ，）仅是ωｒ 的函数。求取径向平均谱的具体

实施步骤为：①计算位场数据功率谱；②以位场功率

谱的中心作圆，圆的半径分别为基频的整数倍，从而

形成一系列环带；③对环带内所有点的功率谱值计

算其平均值；④以径向波数ωｒ 为横坐标，各频带内

功率谱平均值作为纵坐标（取对数坐标），即可得径

向平均功率谱。

一个假想的径向平均功率谱如图１所示。从

图１可知，如果假设观测噪声为白噪声，则与位场信

号不相关的白噪声的功率谱应该为常数，即对应
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图１中的水平部分。这样，对于位场的径向平均功

率谱，存在一个截止频率ωｃ将位场信号谱和噪声谱

大致分开。另一方面，式（５）中的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则低

通滤波函数 ｅ－４π犺ωｒ

ｅ－４π犺ωｒ＋α
同样也存在一个截止频率（其

对应函数值为０．５），如图２所示。如果设定径向平

均功率谱的截止频率ωｃ为该低通滤波函数的截止

频率，则可以简单地得到正则参数和该截止频率的

关系为

α＝ｅ
－４π犺ωｒ （１０）

　　这样的设定具有明确物理意义。因为大于位场

径向平均功率谱截止频率ωｃ的频谱分量大部分都

为噪声贡献，设此截止频率为 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则低通

滤波函数的截止频率将有效抑制噪声干扰，同时很

好地保持有效信号不被衰减。

图１　径向平均功率谱示意图

图２　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ滤波函数示意图

４　数值试验及结果比较

４．１　理论模型试验

采用文献［６］和文献［１２］中都使用过的双球体

重力模型来验证本文所提方法的有效性。两个球体

的参数相同：剩余密度 Δσ＝１．０ｔ／ｍ
３、半径狉＝

５００ｍ、中心埋深１８００ｍ，球心狓坐标分别为１００００ｍ

和１５０００ｍ、球心狔坐标为１２５００ｍ。观测线数犕 和

每线点数 犖 同为５１２、点距 Δ狓 和线距 Δ狔 都为

５０ｍ。为了模拟实际情况，在狕＝０高度重力异常中

加入均值为零、标准差为５．８×１０－３ｍＧａｌ的白噪声

（与文献［６］一致），其等值线如图３ａ所示。

计算该模型狕＝０高度含噪重力异常数据的径

向平均功率谱，如图３ｂ所示（红线为径向谱中拟合

得到的线性部分）。通过功率谱形状分析，显然可将

功率谱分为０～７．５×１０
－４和７．５×１０－４～１．０×

１０－２两段，将前段视为信号部分，后一段近似视为噪

声部分。如此，则可以确定功率谱的截止频率为

ωｃ＝７．５×１０
－４。令Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则滤波函数的截止

波数ωｃ等于７．５×１０
－４，则利用正则参数和截止波

数的关系α＝ｅ
－４π犺ωｃ可求得对应的正则参数为α＝

０．８×１０－４。文献［６］中对该模型利用式（６）求得的

正则参数为α＝４．０×１０
－４；本文采用犆范数法（结

合式（７）和式（８））求得的正则参数为α＝２．０×１０
－４

（图３ｃ）。

下面以狕＝０平面处的含噪重力数据为观测数

据，采用三个正则参数下的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则法将其

向下延拓１０００ｍ（２０倍点距），并用得到的延拓值狌ｃ

与１０００ｍ高度处的真实重力场值狌ｔ采用均方误差

（Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）

ＲＭＳＥ＝
１

犕犖∑
犕

犿＝１
∑
犖

狀＝１

［狌ｃ－狌ｔ］槡
２ （１１）

和相对误差（Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ，ＲＥ）

ＲＥ＝
‖狌ｃ－狌ｔ‖２

‖狌ｔ‖２
（１２）

来计算、对比延拓误差。

三个正则参数下的正则下延误差对比如表１所

示。为使延拓效果直观对比，将三个正则参数条件

下正则向下延拓后得到的延拓数据与狕＝１０００ｍ平

面上真实重力数据在两球心上方主剖面上的值放到

一起，其对比如图３ｄ所示。从图中可见，各正则参

数下的延拓误差从大到小依次为犔曲线法、犆范

数、本文方法，本文方法得到的正则参数最优。

表１　模型数据向下延拓误差

正则参数 ＲＭＳＥ／（ｍＧａｌ） ＲＥ／（％）

犔曲线 ４．０×１０－４ ０．０３３ ９．６３

犆范数 ２．０×１０－４ ０．０２８ ７．５０

本文方法 ０．８×１０－４ ０．０２６ ５．４０
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图３　模型重力数据向下延拓实验

（ａ）狕＝０平面重力数据；（ｂ）径向平均功率谱；（ｃ）求正则参数的犆范数曲线；（ｄ）模型重力数据向下延拓效果在主剖面的对比

４．２　实测数据试验

航磁实测数据点距和线距均为５０ｍ，其等值线

如图４ａ所示。将原始数据向上延拓１０００ｍ（２０倍

点距）以构建另一个平面的数据；同时，考虑到向上

延拓具有的平滑效应，为模拟实际情况，本文在向上

延拓后得到的航磁数据中加入零均值、均方差为该

延拓高度航磁数据绝对均值１％（１．２ｎＴ）的高斯白

噪声，加噪后航磁数据等值线如图４ｂ所示。

计算该含噪航磁异常数据的径向平均功率谱，

如图４ｃ所示（红线为径向谱中拟合得到的线性部

分）。通过功率谱形状分析，可以确定功率谱的截止

频率为ωｃ＝８．０×１０
－４Ｈｚ。利用正则参数和截止波

数的关系α＝ｅ
－４π犺ωｃ可求得对应的正则参数为α＝

０．４×１０－４。采用文献［６］中的犔曲线法（式（６））和

犆范数法（结合式（７）和式（８））求得的正则参数均为

α＝１．０×１０
－４（图４ｄ和图４ｅ）。

与模型对比试验相同，采用两个不同正则参数

下的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则法分别将加噪向上延拓数据向

下延拓回原来的数据平面，其结果如图４ｆ（对应本

文方法）和图４ｇ（对应犔曲线法和犆范数法）所示。

所得到的延拓值与原高度处的真实航磁异常值的均

方误差和相对误差对比如表２所示。由表２和

图４ｆ、图４ｇ同图４ａ的对比可见，本文方法得到的正

则参数要优于犔曲线法和和犆范数法。

表２　实测数据向下延拓误差

正则参数 ＲＭＳＥ／（ｎＴ） ＲＥ／（％）

犔曲线和犆范数 １．０×１０－４ ２７．１４ ６．３２

本文方法 ０．４×１０－４ ２５．６６ ４．９０

５　结论

应用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法进行位场向下延

拓，正则化参数的适当选择至关重要。本文提出一

种新的基于径向平均功率谱的正则化参数选取方

法。该选取方法从位场功率谱的物理特性出发，具

有计算时间短和物理意义明确的特点。应用该方

法对模型重力异常数据和航磁实测数据向下延拓

结果进行了验证，并同广泛使用的基于犔曲线法和

犆范数法的正则化下延结果进行了比较。对比实

验结果表明，本文所提方法要优于犔曲线法和犆

范数法。
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图４　航磁实测数据向下延拓效果对比

（ａ）原始航磁异常；（ｂ）向上延拓２０倍点距航磁异常加噪；（ｃ）图ｂ数据径向平均功率谱；（ｄ）求

正则参数的犔曲线（式（６））；（ｅ）求正则参数的犆范数曲线；（ｆ）本文方法求得的正则参数的向

下延拓结果；（ｇ）犔曲线法和犆范数法求得的正则化参数的向下延拓结果
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