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＄＄66、、MaxwellMaxwell方程组的协变形式方程组的协变形式

根据根据EinsteinEinstein的相对性原理，作为描述电磁体系物理的相对性原理，作为描述电磁体系物理

规律的规律的MaxwellMaxwell方程组应与坐标系（参照系）的选取方程组应与坐标系（参照系）的选取

无关，因此应该是协变的。无关，因此应该是协变的。

下面讨论下面讨论MaxwellMaxwell方程组的四维协变形式：方程组的四维协变形式：

一、四维电流矢量一、四维电流矢量
电荷守恒定律是物理规律，因此应该是协变的，

即
 

应该可以改写为四维形式。0=
∂
∂

+•∇
t

J ρr

已知已知
 

，如果定义，如果定义
 

，则方程可改写，则方程可改写

为为
 

，即协变形式。关键是，即协变形式。关键是
 

是否构成是否构成

四维矢量，即不同坐标系间变换是否遵循四维矢量，即不同坐标系间变换是否遵循LorentzLorentz变换变换
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证明如下：证明如下：
1）S系中有一个体积元dV，其中电荷以速度u运动，则

dV中总电荷为ρdV（ρ为在S系中测量的电荷密度）
2）在与电荷相对静止的参考系S0中，设电荷密度为ρ0，

其体积元dV0与S系中体积元dV间满足
22

0 /1 cudVdV −=

电荷守恒要求ρdV=ρ0 dV0，于是得到
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3）引入新参照系S’,设S’系相对于Ｓ系以速度v沿x轴运动,
利用速度变换公式，电荷在S’系中运动的速度u’为
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在S’中测得的电荷密度ρ’和电流密度J’为
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矩阵表示
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正好与坐标的变换相同,也就是说上面定义的Jμ

 

构成一个

四维矢量。
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二、电磁势方程的协变形式二、电磁势方程的协变形式((势表示的麦氏方程组势表示的麦氏方程组))
在Lorentz规范下，即满足

 
下，势方程为01
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若定义四维势为 )/,( ciAA ϕμ
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而这些方程是用势表示的Maxwell方程组，由此看出：

用电磁势来描写的电磁体系的Maxwell方程组是满足相

对性原理的，因此是协变的。

规范条件化作 0=∂ μμ A

势方程化作 ννμμν μ JAA 0−=∂∂≡◊ （为什么见下页）
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三、电磁场张量三、电磁场张量
（用场量表示的麦氏方程的协变形式）（用场量表示的麦氏方程的协变形式）

由场量与电磁势函数之间的关系式
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利用四维矢势利用四维矢势AA μμ，，

 

定义一个定义一个二阶反对称张量二阶反对称张量

μννμμν AAF ∂−∂=

矩阵形式
（为什么见下页）
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可以验证：可以验证：
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FF GG
EicBicBE →→ ,

协变形式麦氏方程组，F为电磁场张量，G为对偶场张量。

形式不对称是由于磁荷不存在。若磁荷存在，则存在与其
对应的磁流密度，则方程形式上完全一致。

（为什么见下页）
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四、电磁场分量的变换性质：四、电磁场分量的变换性质：
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矩阵形式为矩阵形式为
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结果说明：同一电磁现象在不同惯性系中的测量结果不

一样。

例如如果在一个惯性系中只测量到电场，但是在其他惯
 性系中既可以测量到电场，也可以测量到磁场，但是不
 能仅有磁场；同样在一个惯性系中只有磁场，变换到另
 一个惯性系时既有电场也有磁场，但是不能只有电场。

表面上看来Lorentz变换似乎可以使电磁场具有任意值。

实际上这只是问题的一个方面，在这种相对性之中还包

含着绝对性的一面---场的不变量。这也就是说为什么在

一个惯性系中只有磁（电）场而变换到另一个惯性系中

时不能只有电（磁）场的原因。
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五、电磁场的不变量

由此可以得到如下结论：

1）若电场和磁场在某一个惯性系中的夹角为锐（钝）角，

则在任意惯性系中均为锐（钝）角；

2）若在某惯性系中E=cB，则在任意惯性系中有E=cB；

3）若在某惯性系中E>cB，则找不到一惯性系使E≤cB；

对电磁场进行描述出现的张量为： 电磁场张量F和对偶
场张量G，可以构成的不变量---Lorentz标量---只有2个
（Fμν
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，Fμν

 

Gμν

 

），它们分别为
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（为什么见17页）
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4）若电场和磁场在某个惯性系中是垂直的，那么一定可

以找到一个惯性系，使在其中只有电场或只有磁场，

究竟该是电场还是磁场由相对大小决定。如果E>cB，

则只能有电场；反之，只能有磁场。同时这也解释了

为什么若某个惯性系中只有电场，那么在其他惯性系

中既可以有电场也可以有磁场，但是不能只有磁场；

若某个惯性系中只有磁场，那么在其他惯性系中既可

以有电场也可以有磁场，但是不能只有电场 。。
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